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可 列 马 尔 可 去 过 程 《 以 下 简称 马尔 可 夫 过 程 ) 构 造 理 论 是 可 列 
马尔 可 去 过 程 理 论 的 重要 部 分 。D-. Williiams 教授 把 构造 理论 的 定 
性 部 分 (存在 性 和 唯 一 性 ) 叫 做 8 一 矩阵 疝 题 。 本 书 荐 我 和 我 的 同 
事 们 长 期 以 来 在 4 一 矩阵 问题 方面 研究 成 果 的 一 个 总 结 。 最 近 , 美 
国 数学 会 出 版 的 “当代 数学 从 书 ”118 卷 ¢ 概 率 论 及 其 应 用 在 中 国 》 
的 “9 一 矩阵 问题 ”一 章 就 是 本 书 的 一 个 摘要 。 

粗略 说 来 , “9 一 夭 阵 问题 "主要 研究 “对 任 一 矩阵 9, 给 出 8 过 
程 存在 性 和 唯一 性 条 件 ”。 该 问题 于 1931 年 由 Kolmogorov 寓 出 ， 
起 初 主 要 研究 保守 情形 ,由 Doob 和 Reuter 完成 。 进 而 ,研究 全 稳定 
情形 和 全 艇 时 情形 ,前 者 由 Doob、Reuter 和 候 振 插 最 终于 1974 年 
完成 ;后 者 由 D. williams 于 1976 年 完成 。1974 年 后 , 合 振 插 把 原 
来 Kolmogorov 所 提出 的 问题 和 有 关 概 念 加 以 扩充 ,提出 了 所 谓 
“定性 理论 ”, 大 大 丰富 了 0 一 算 阵 问题 的 研究 内 容 , 并 得 到 了 完整 
的 结果 。 对 于 茎 有 稳定 态 , 又 有 瞬时 态 的 一 般 情 形 , 由 于 概率 直观 
模糊 ,分 析 表 达 复 杂 , 直 到 70 年 代 末 ,这 方面 研究 进展 甚 微 . 80 年 
代 初 , 陈 安 喇 同 志 得 到 有 关 禁 止 概率 的 一 个 分 解 定理 ,并 立即 意识 
到 这 个 定理 是 研究 一 般 情 形 下 8 一 矩阵 问题 的 一 个 有 力 工具 。 于 
是 , 陈 安 岳 ,分 抛 中 , 张 汉 君 , 刘 再 明 、 费 岩 凌 等 同志 近 十 年 米 在 这 
方面 积极 地 开展 了 一 系列 的 研究 ,使 一 般 情形 下 的 4 一 撼 阵 问 题 


二 TT" 


有 了 突破 性 的 进展 。 最 近 , 我 们 把 这 些 结果 整理 成 书 . 就 在 这 成 书 
之 即 ,我 们 又 取得 了 一 些 可 喜 的 结果 ,可 望 在 不 久 的 将 来 能 最 后 完 
成 8 一 逢 阵 问 题 的 主要 研究 一 一 8 过 程 的 存在 性 与 唯一 性 ， 

本 书 由 候 振 挺 主 持 编写 。 侯 振 挺 为 全 书 编 定 了 篇 章 结构 和 内 
容 ,具体 执笔 者 为 乌 捷 中 、 张 汉 君 . 刘 再 明 ,. 肖 果 能 等 人 。 其 中 分 捷 
中 撰写 绪论 及 第 一 章 、 第 二 章 、 第 寸 八 章 ;刘备 明 扎 写 第 三 章 至 第 
十 二 章 ; 张 汉 君 摆 写 第 十 三 章 至 第 十 五 章 ; 首 果 能 手写 第 十 六 章 、 
第 十 七 章 。 全 书 最 后 由 候 振 插 审 定 。 

由 于 作者 才 朴 学 浅 , 书 中 难免 有 这 祥 那 祥 的 错误 , 敬 请 同志 门 
批评 指正 。 

在 本 课题 的 研究 过 程 中 ,我 们 始终 得 到 数学 界 前 辈 苏 步 青 、 陈 
省 身 ,D. G. Kendall ,KK, 革 , Chung、N. Ikeda, 王 样 坤 先生 以 及 王 寿 仁 ， 
胡 国 定 , 梁 之 性. 严 士 健 \、 钱 第、 苗 邦 均等 先生 的 关心 和 衣 励 。 严 加 
安 , 胡 巡 瞧 、 陈 木 法 , 陈 培 德 、 吴 此、 钱 敏 平 , 斤 光 和 鲁 、 戴 永隆 、 吝 青 
峰 、 杨 向 群 , 黄 志 远 \ 注 训 冈 、 何 声 武 ,其 让 泉 、 张 文 修 , 黄 之 瑞 , 刘 
文 .、 刘 秀 芳 、 郑 伟 安 , 蕊 志明 等 同志 对 本 书 的 酝酿 和 和 写作 一 直 给 予 
支持 和 帮助 ,高 镇 宁 . 陶 敏 , 张 袖 南 ,欧阳 庆 等 网 志 以 及 湖南 科学 技 
术 出 版 社 的 同志 们 为 本 书 的 出 版 倾注 了 许多 心血 ,长沙 铁道 学 院 
科研 所 方 小 减 , 胡 达 轩 同志 为 本 书 的 打印 和 排版 佑 出 了 很 大 贡献 。 
此 外 ,国家 自然 科学 基金 委员 会 对 4 一 矩阵 问题 的 研究 一 直 给 予 
了 资助 ,在 此 一 并 致谢 。 


侯 振 捞 
1994 年 3 月 23 日 
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MATRIX 
PROBLEM 


绪论 


马尔 可 去 过 程 是 一 类 重要 的 随机 过 程 , 它 的 原始 模型 马尔 可 
去 链 ,由 俄国 数学 家 A-A. 马尔 可 夫 于 1907 年 提出 .粗略 说 来 ,所 
育 马 尔 可 夫 性 可 以 用 下 述 直观 语言 来 刻 划 :在 已 知 系统 旧 前 的 状 
态 (现在 ) 的 条 件 下 , 它 未 来 的 演变 (将 来 ) 不 依 束 于 它 以 往 的 演变 
《 社 去 ) ,换言之 ,在 已 知 “ 现 在 "的 条 忻 下 , “将 来 ”与 “过 去 "无 关 . 具 
有 这 种 特性 的 随机 过 程 称 为 马尔 可 夫 过 程 . 荷花 池 中 一 只 青蛙 的 
跳 聊 是 马尔 可 夫 过 程 的 一 个 形象 化 例子 。 青 峙 按照 它 胜 间或 起 的 
售 头 从 一 片 荷 叶 上 跳 哮 到 另 一 片 荷 叶 上 .如 果 表 时 是 没有 记忆 的 ， 
人 们 自然 可 以 假定 , 当 已 知青 蛙 在 某 时 刻 所 处 的 位 置 时 , 它 王 一步 
跳 往 何 处 与 它 此 前 走 过 的 路 各 无 关 。 如 果 将 荷 叶 编 导 ( 例 如 编导 为 
自然 数 1,2,3,…), 并 用 X。 表示 青蛙 在 初始 时 刻 所 处 的 茶叶 的 号 
码 ; 用 下 ,XX ,… 分 别 表示 青 摆 经 过 第 一 次 ,第 二 次 ,…… 踏 脾 后 所 
处 的 荷 叶 的 号 码 , 那 么 ,随机 序列 { 蕊 ,aa 之 中 就 是 一 个 马尔 可 夫 过 
程 .其 实 , 信 们 在 实际 中 所 遇 冯 的 许多 过 程 如 滚 体 中 国体 微粒 所 作 
的 布 妆 运动 ,原子核 中 一 自由 电子 在 轨道 中 的 跃迁 ,人 口 增 长 过 程 
等 等 都 可 视 为 马尔 可 夫 过 程 。 

上 述 甫 吾 跳 茎 的 过 程 {X,a 写 站 击 可 以 记 为 {天 ,tET}) ,其 中 关 
二 {0;1,2,…}。 我 们 形象 地 称 工 为 时 间 参 数 集 , 而 称 { 天 ,+t€E 了 T} 的 
值 域 足 为 过 程 的 状态 空间 . 自然 ,马尔 可 夫 过 程 的 时 税 参 数 集 和 

s+ - 


状态 空间 不 必 曾 于 离散 集 , 例 如 可 到 了 一 [0,ce), 吾 一 (一 co ycc)。 
在 本 书 中 ,我 们 将 只 研究 时 间 和 参数 集 了 -= [0,cc), 状 态 空间 为 离散 
集 ( 例 如 = {10:1,2, 的 马尔 可 去 过 程 。 

有 了 以 上 的 直观 认识 和 说明 ,我 们 可 以 给 出 离散 状态 空间 马 
尔 可 夫 过 程 的 严格 数学 定义 。 设 随机 过 程 区 = { 汉 ,# 这 0} 为 一 个 高 
散 状 态 空间 马尔 可 夫 过 程 , 如 果 它 具有 马尔 可 夫 性 : 

对 任意 a 演 2 任意 0<S6<t< < 和 人 尾 孝 使 已 ( 碟 一 i ,X= 
io 一 0 的 二 全 所 如 ,有 

POR = | Xe = Th) =PX 一 让 | 和 i) (1) 

上 式 直 观 解 释 是 在 已 知 " 现 在 ”CX ,二 1 的 条 件 下 , “将来” 
(Xi 一 各 ) 与 “ 演 去 ”CX 一 i 六 二 和 和 ,二 1) 无 关 。 

因此 ,如 PCXs 二 让 守 0, 可 定义 

py(sst) =P(X =I|E C=, irj€E BB, st. 
称 Bs, 让 为 过 程 基 于 :时 在 i 条 件 下 , 于 :时 转移 至 ; 的 转移 概 
率 。 一 般 说 来 ,四 元 画 数 as 依 藉 于 1,j7,5,t 。 如果 对 一 切 i,7， 
区 3 只 依 藉 于 差 i 一 3 也 并 

Butt) = p08), St - 
则 称 其 对 庶 揭 马尔 可 去 过 程 为 齐 次 马尔 可 夫 过 程 。 记 p(t) 一 
PyC0, 四 中 守 0, 则 有 

Ptt) 2 0; 


mC ls Co 


ptt) = FP) p(s). 
上 雪 里 


由 于 《py 她) 完全 刻 划 了 章 次 马尔 可 夫 过 程 X, 因此 ,以 后 我 们 径 
称 满 足 条 件 (2) 的 实 画 数 族 (Cp C0 ,i,jEE,t 社 门 为 一 个 蕊 尔 可 夫 
过 程 。 如 果 还 有 

. 11， 如 这 一 j; 
10， 如 i 天 于 
则 称 (ps7 为 一 个 标准 马尔 可 夫 过 程 。 在 本 书 中 ,我 们 以 《p50)， 
i,j 世 五,E 演 0) 作 为 讨论 的 出 发 点 和 主要 研究 对 象 。 

出 


limp:; (ty 一 1 一 《3 
站 


本 书 的 目的 是 , 从 最 基本 的 焰 念 出 发 , 逐步 展开 马尔 可 夫 过 
程 的 0 一 矩阵 问题 的 讨论 。 对 于 标准 马尔 可 夫 过 程 ,其 转移 梳 素 
Putt) 具有 较 好 的 解析 性 质 ,例如 

会 名 (0) 二 limps (DD (dy 
存在 , 且 

{90， Lak 

1 2 人 0. 


称 甜 阵 @== C95) 为 标准 马尔 可 夫 对 程 (p 5 的 密度 算 阵 ,习惯 上 
也 称 为 9 一 秆 阵 。 因 为 在 实际 问题 中 ,9 往往 比 Cps()) 更 容易 得 
到 .于 是 ,所 请 9 一 矩阵 问题 应 运 而 生 , 即 任 给 一 个 形 如 (5) 的 矩阵 
遇 二 (92), 是 香 存 在 一 个 标准 马尔 可 夫 过 程 Cpjy (DD) ,使 得 jC0) 一 
qs;。 即 汉 过 程 存在 ;是 否 唯 一 。 我 们 把 存在 性 和 唯一 性 称 为 8 一 算 
阵 问题 。 自 1931 年 始 ? 半 个 多 世纪 来 ,不 少 著名 的 概率 论 学 者 , 例 
却 Kolmogorov .Docb .Feller 、K. L. Chung、Kendall 等 人均 在 该 问题 
寺 开 展 过 工作 ,并 作出 了 重要 丙 献 。 三 十 多 年 来 ,我 国 概率 论 工作 
者 ,如 王 梯 坤 . 候 振 挺 、 杨 向 群 , 陈 木 法 等 人 也 对 这 一 领域 进行 了 广 
证 深入 的 研究 ,取得 了 可 玄 的 成 就 ,并 有 洛 干 专著 出 版 。 

关于 & 一 矩阵 问题 ,以 往 的 专著 大 对 限于 全 稳定 情形 ,对 于 丁 
时 态 情 况 的 研究 则 大 驳 散 见于 各 种 刊物 中 。 本 书 的 讨论 范 园 不 限 
于 全 稳定 态 情 形 ， 

关于 马尔 可 夫 过 程 理论 特别 是 马尔 可 夫 过 程 的 构造 理论 的 研 
究 , 历 来 有 概率 方法 和 分 析 方 法 。 概 率 方法 的 直观 形象 明晰 ,概率 
意义 比较 清楚 ;分 析 方 法 则 有 表达 箱 洁 、 有 明快 的 特点 。 两 者 各 有 优 
点 与 不 足 之 处 , 均 取 得 一 定 成 果 , 就 应 用 而 言 , 也 许 物 理学 家 .生物 
学 家 ,化 学 家 等 专家 更 钟爱 摄 率 方法 所 表述 的 结果 ,而 分 析 方 法 表 
述 的 结果 更 适用 于 将 概率 论 与 其 他 数学 学 科 的 成 就 联系 起 来 或 利 
用 现代 数学 的 成 果 , 例 如 It 建立 的 随机 微分 方程 理论 ,Feiler 在 马 
尔 可 夫 过 程 研究 中 引入 的 泛 函 分 析 半 群 方法 , 角 和 从 静江 ,Doob 等 
人 发 现 的 布朗 运动 与 狄 利 克 雷 癌 题 的 联系 ,后 来 Hunt 等 人 研究 的 

- “5. 


(5) 


相当 一 般 的 马尔 可 夫 过 程 与 位 势 理 论 的 关系 以 及 新 近 十 几 年 发 展 
起 来 的 Mailiavin 分 析 都 是 这 方面 的 例证 。 本 书 着 力 于 使 用 分 析 方 
法 研究 8 一 矩阵 问题 。 
在 运用 分 析 方 法 研究 8 一 后 阵 问 题 方 面 ,我 们 不 能 不 提 到 最 
近 辞 世 的 著名 英国 学 者 G. E. H. Reuter 教授 ,Reuter 教授 倾 毕生 精 
力 于 9 一 第 阵 间 题 的 研究 ,建树 良 多 , 功 不 可 没 ; 对 中 国 概率 论 工 
作者 的 工作 一 直 给 予 热情 的 关注 和 支持 ,因此 我 们 愿 在 本 书 出 版 
之 际 表 达 对 Reutet 教授 的 怀念 和 敬意 。 
本 书 分 五 篇 凡 十 八 章 , 第 一 篇 是 预备 性 的 ,叙述 了 马尔 可 去 过 
程 的 一 些 基本 概念 ,性 质 及 本 书 中 将 用 到 的 分 析 工 具 。 所 用 到 的 主 
要 分 析 工 具 是 拉 普 拉 斯 变换 (以 下 简称 拉 氏 变换 ) 。 由 于 ps) 与 其 
拉 氏 变换 mi 人 一 一 对 应 ,故我 们 可 以 将 对 入 全 的 研究 转化 为 对 
更 易于 处 理 的 拉 氏 变换 的 研究 .在 第 一 篇 里 ,我 们 还 专 有 在 一 章 殷 述 
9 过 程 的 分 解 定理 ,它们 在 以 后 构造 8 过 程 特别 是 舍 瞬 时 态 的 & 
过 程 中 具有 重要 作用 。 第 二 篇 讨论 8 过 程 的 存在 性 。 全 稳定 日 这 
程 和 全 要 时 态 8 过 程 的 存在 性 准则 分 别 由 Feller 和 Wiliiams 得 
到 。 至 于 既 含 瞬时 寒 又 含 稳定 态 的 情况 , 尚 无 一 般 性 的 存在 准则 ， 
但 是 ,利用 禁止 只 率 分 解 定理 ,我 们 可 以 得 到 一 些 特 弥 情况 下 的 存 
在 性 准则 , 例如 中 安 岳 给 出 了 有 眼 个 稳定 态 无 限 个 瞬时 态 8 过 程 
的 存在 性 准则 .第 三 篇 讨论 8 过程 的 唯一 性 .第 四 篇 是 关于 4 一 拒 
阵 问 题 的 进一步 讨论 ,如 定性 理论 , 极 大 4 过 程 .可 逆 包 过 程 等 特 
殊 专 题 , 第 五 篇 分 三 章 讨 论 了 与 9 一 盾 阵 向 题 有 关联 的 三 个 论题 。 
”对 本 书 材料 的 取舍 我 们 基 磊 费 哮 路 的 , 既 要 保持 本 书 堵 料 的 
自封 闭 ,让 祈 学 者 读 了 这 本 书 能 尽快 达到 本 专业 的 某 个 前 沿 , 又 要 
使 专家 们 也 能 从 本 书 获 益 ,实在 是 超出 了 作者 们 的 能 力 范围 .好 在 
目前 国内 外 已 出 版 有 许多 优秀 的 专著 ,例如 KK- L. ChungL1],D. 
winliams[5], 王 梓 坤 [1,2], 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1], 杨 向 群 L1, 专 家 读 
者 可 从 这 些 书 中 得 到 收益 。 因 此 ,我 们 选择 了 从 最 基本 的 概念 出 
发 ,循序 渐进 地 展开 ,力图 反映 作者 们 在 8 一 矩阵 问题 上 的 最 新 成 
果 , 其 中 也 参考 和 引用 了 他 人 的 成 果 , 本 书 中 提 到 的 革 些 结果 , 肯 
< 后 = 


定 不 是 最 终 的 ,有 些 顷 果 的 证 明 还 有 很 和 多 短 汗 痕迹 ,天 河 以 作出 简 
化 。 但 是 ,我 们 宁可 让 读者 们 从 中 看 到 作者 当初 的 原始 构思 。 

本 书 附 的 参考 文献 肯定 是 不 完 上 束 的 ,但 限于 篇 幅 , 我 们 只 能 选 
择 直 接 与 本 书 内 容 有 关 的 部 分 。 


预备 知识 


81 马尔 可 夫 过 程 


设 月 流 可 列 集 . 
定 尺 1.1.1 一 个 马尔 可 夫 过 程 (以 下 简称 蕊 氏 过 程 或 过 
程 ) ,是 指 具 有 下 列 性 质 的 一 族 实 值 函数 pC() 全 全 8,t 守 们 ); 
Pu 0, (i EE, ti 0); C1. 1.1) 
Dp) 1, GE Et 0); (1. 1. 2) 
J 后 吾 
p(s 十 他 一 DPa CS) ps Ci 人 EB, st 0): (1.1.3) 
py(0) 一 而 = | i je Rm. 《1.1.4》 
0， 天 六 
记 为 (py(D; jE 外 或 (pj) ,或 用 算 阵 形式 记 为 PO). 
车 还 有 
Dp =1, CEB ZE0D， (1. 1.5) 
3 万 尾 
则 称 (m 人) 为 诚实 的 (或 不 中 断 的 ) 马 氏 过 程 , 否 刚 称 为 非 诚 实 的 
(或 中 断 的 ). 
条 件 (1. 1.1) 一 《1. 1, 4) 也 可 用 和 矩阵 形 趟 写 为 ; 


PD 守 0, (222 0)} 《1. 1.1» 
POD1 Eli, (t 2 0)} 《1 1.27 
Pts tt =PPD, Cert > 0), Cl, 1. 833 
P(0} =1; Cl 1. 4) 


其 中 I 为 单位 短 阵 (5,,i. jE E),1 表 每 个 分 量 均 为 1 的 列 向 量 ,6 表 
“11: 


每 个 分 基 均 为 0 的 短 阵 . 

条 件 t1.1.53 也 相应 地 可 以 写 为 

P(N)1= 1, 地 六 办， C1. 1. Yr 

注 1 在 本 书 中 记号 (psy()) 或 Po 有 两 种 意义 , 它 或 者 表示 
一 个 马 氏 过 程 ,或 者 表示 函数 p;( 构成 的 扯 阵 (ms 信 ), 因 含义 其 
明 ,不 再 一 一 述 及 ， 

注 2 茶 件 (1.1.1?,51. 1.2) 称 为 范 条 件 ,(1.1.3) 称 为 KK 一 
CCKonmoropog 一 Chapman》 方程 

下 面 的 定理 说 明 , 对 于 一 个 非 诚 实 的 马 代 过 程 ,总 可 以 化 为 诚 
实 的 这 程 . 

定理 1.1.1 设 PO == (py(D)riyj 有) 为 一 个 马 氏 过 程 ,性 
取 4 丰 8, 令 户 一 LU 14}, 
Pity, i197 EE: 
1 一 2 人 ， iE Ej= ds 


个 (有 一 《1. 1.6) 
0， i= A,jE EE; . 
1， i=jo=4 

则 Pt 一 G035iyj E 号 ) 是 一 个 诚实 的 马 氏 过 程 . 
证 明 ”显然 有 
(jE A (1.1,7) 

2 ht) 一 1， GE€ 有 A 负 . (C1.1.8) 
I 所 


注意 到 Bit) 一 站 EE Ey) ,得 
Bt 二 = 0= PPhs), (和 下， 《1.1.9) 
rE 
注意 | 
Bd =1— Pm, (i€ A, 
[1 
得 


Pst + 8) 一 1 一 D+ 5) 


一 yh) 一 > Ppl) p(s) 


jE EEE 


= pt) + Bolt) — DY galt) Dp ls) 


[i t 刁 上 


J 旺 是 


= pa — > peifs)) 十 Bll) 


上 契 忆 jj 后 殖 


一 ?pals) 十 Bali) fsts) 


+ 二 


= PBBls), (EB). 


EE 
Bt 二 5) 一 其 十 3 
= > palt) prs) 


到 吉 


= ZC) 


= PBs) Ci €E FY. 


Pua Ce 十 s) 二 1 
~futt) fs) 
一 Pahoe) 十 fault) hulay 


上 E 吾 

一 全) 名 (人 条 (8)， 
+ 所 起 

又 显然 有 

CD = Bj Ci 所 E)s 

(0) 一 0， GE FR)! 
PutO) 一 ls 
Pal0) 一 1 一 25(0) = 0. 
JE 旺 


Cl. 


<1, 


C1. 


《1. 
Cl, 
《1. 


{1. 


由 51.1.7) 一 (1. 1.16) 知 户 () 是 一 个 诚实 的 马 氏 过 程 ， 
定理 1.1.2 设 PO 一 (py) yiyj EE 机) 为 一 个 诚实 的 马 氏 过 


程 ,对 和 尾音》 > 0, 令 
Btt) 一 epy td). 


网 POD = (Bt) sisi 一 i 
-Ws < 8) 为 一 个 非 诚 实 的 马 氏 过 程 . 


. 107 


.11» 


.12) 


-13) 
.14) 
.15) 


.167) 


《1 1 17? 


" 13* 


证 明 显然 有 
Bh, (0) 20: C1.1.18) 
Bs De pst 


= >， Pa C5) pe Ct) 


EE 


= De ps)) » Ce pC0)) 


[TY 


= 》 p(s) hh) (1.1. 19) 


EE 


B,C0) =pi(0) = 6 {1. 1. 20) 


DB = De "pslt) 


= 2 万 加 
一 >) Po 人间 
了 “ 
e+*< 1. C1.1.21) 
由 (1.1.18) 一 ,1.21) 知 , P(t) 为 一 个 非 诚 实 的 马 氏 过 程 ， 


$2 可 测 马 尔 可 夫 过 程 


定 区 1 3.1 设 PO) 一 (pytt)) 为 一 马 民 过 程 ,如 果 对 性 意志， 
jEEB,B(D 是 1 (0,co) 的 Lebesgue 可 测 函 数 , 则 称 PC) 为 可 测 
马尔 可 才 过 程 ,简称 为 可 测 马 氏 过 程 或 可 测 过 程 . 

引 理 1.2.1 设 PO 一 (nm 人 Di 全 吾 ) 为 一 马 氏 过 程 :609 
一 (py(D yiyj 全 证 二 如 U {入 )) 为 定理 1.1.1 中 定义 的 诚实 过 程 ， 
刚 P (4) 为 可 测 过 程 当 且 仅 当 PQ) 为 可 测 过 程 . 

证 明 “充分 性 显 热 . 往 证 必要 性 ， 

由 bh;(2D 的 定义 ， 若 对 任意 3 人 E,p,(t) 是 人 ,co) 上 的 
Lebesgue 可 测 函 数 , 刚 对 任意 i,7 E 刘 ,B(t)》 也 是 (0,o) 上 的 
Lebesgue 可 测 函 数 , 从 而 PC 为 可 测 过 程 . 引 理 证 毕 . 

下 述 定理 刻 旭 了 可 测 这 程 . 

定理 1.2.1 对 任意 的 马 氏 过 程 (p00)) ,下列 断言 等 价 ， 


"14 


《iD “对 任意 总 1 亿 Blimp 《人 二 2 存在 
Ci) 《pet) 可 测 ， 
di) 对 任意 .jE Past 在 人 (0.7 内 连续 . 


Wi = limp. Ct), 
rh 


满足 
wi 0, (i EE By): (1. 2. 1) 
ym Sl, GE Ey)! C1, 2, 2) 
ty = Dine (isj €E E). (1. 2. 3) 
二 下 


证 明 (一 dii) 

设 加 一 limm(DO, 则 由 控制 收 做 定理 ， 
imm 一 二 i 一 1 上 和 
limp,tt 十 上) 二 tim 之 pup 2 (EY, 


了 
从 而 pO 在 任意 二 和 《0,ee) 上 有 右 极 雪 ,由 函数 论 知 p02) 的 不 
连续 点 至 多 可 列 个 ,从 而 可 人 为 Lebesgue 可 测 函 数 , 变 《p(t)) 可 
(iy — Cjii) 
首先 ;对 0 < 之 8 
pop DD Epals th) — pals) ptt — s)| 


3EE ?EE 本 全 下 


IDD pole 


JIE ttEE 


一 >) | pis 十 页) 一 pCsy)| 了 pett 一 3 


下 EL 十 


Djpals A) — pals)|. 


tek 


由 gi( 如 的 可 测 性 ,可 对 上 式 积分 . 如 tf 宇 « 六 0, 则 
>» [ptt + 8) CO— plt) | > | mcs 十 8) 一 pulsy |ds, 


EL tt 


如 0 过 之 4, 则 上 式 右 方 级 数 被 收 合 级 数 


2 0 
和 2 2| , bls)ds 


所 控制 ,从 而 可 在 求 和 号 下 对 4 取 极 限 ,但 由 热 知 的 定理 知 , 对 任 
= 


lim [mcst+ A) 一 prls} lds = 0. 
故 对 任意 固定 的 a > 0 及 t€ (ovoo)， 


lim yp 十 了 一 mo 人 (| = 0. 《1. 2. 4) 
To jes 
《证 ) — (1) 


由 引 理 1.1.1, 及 GD 一 《ia) 和 事实 ( 址 ) 一 (ii) ,不妨 假 定 
Cp( 拉 ) 诚实 . 设 对 任意 3,j 世 瑟 ,py(t) 在 (0,o0) 内 连续 . 固定 i7 所 
如 , 设 伺 } {4} 为 收 襄 于 0 的 正 实数 列 ,使 

Poth ) — My Bh) uy (RN o0). 
车 (让 关 人 让, 因 {pwl6))szi 为 有 界 数列 , 豆 存 在 收 敏 子 列 
{put# 2)}, 设 
PuCtl) — ups (Cn > co)， 
如 此 继续 下 去 ,我们 得 到 {6} 的 一 子 序列 ,不 妨 仍 记 为 {&} ,使 对 任 
意 的 i,j GE 8， 
im 全》 一 Wij 
类 们 地 有 
lmps (th) = ij. 
由 .Fatou 引 [ 理 
1 = im yp >) uy. (1. 2. 5) 
5 jER 万 是 


又 由 pstt) 的 连续 性 及 控制 收 合 定 理 


bis Ct) =— lim py 起 十 机) 
一 tm 了 pa ph) 
TT EF 


= D>) pa Dru 《1, 2, 6) 


EE 


玖 有 
1 = Op) = Dpalt) Yi. (1. 2.7) 


jE 二 EF Jj 万 量 
故 对 某 z EE ,> mi 之 1, 则 由 (4.2.7) 知 对 任意 :> 0， 
4 三 时 
Putt) = 0. 
从 而 
de = (0, Wa = 0 
再 由 Fatou 引 理 
Putty = lmputt | 
一 Jim DY paCt) pC) 
TT EER 
2 upy Cd). (1. 2.8) 
1 安 旱 
令 £ 沿 t=*0 ,得 
Mis = > any Cl. 2. 9) 
此 经 加 
在 (1. 2. 6)7 中 令 : 济 万 一 0, 得 
Wi; 2 Py. C1. 2. 10) 
t 所 瑟 
注意 上 面 提 到 的 结论 ;如 ww 过 1; 则 霹 二 0. 对 (1.2.10) 求 和 得 
jEB 


DD Daw 
j 后 二 


j 挟 是 EEE 


= Du Du = Da (1.2. 11) 


[4 了 区 下 上 上 所 时 
融 有 
Mis 一 Di (1. 2. 127 
EE 

比较 (1. 2. 9) 与 (1. 2. 12) ,得 

| Mis 站 Bij 
由 对 称 性 

Wis 站 Hiys 


"= ]7* 


从 而 
tii = Mi 

这 襄 证 明了 limpy(8) 二 由 存在 , 因 i,; 全 是 任意 的 , 邦 0) 成 立 . 

最 后 ,证 明 cw) 满足 (2.1) 一 (1.2.3), 由 51.1.1) 和 01. 1. 
2) 知 (. 2.1) 和 (1.2.2) 成立. 如 PQ) 诚实 ,由 (1. 2.12) 知 (].2. 
3) 成 立 ; 如 (pyt)) 非 诚 实 , 设 POO = (和 (Ds,j E 为 定理 1. 1. 
1 中 定义 的 诚实 这 程 , 则 由 引 理 1 2. 1,BQ) 也 为 可 测 过 程 , 从 而 杂 
二 limputt) 满足 (1. 2 1) 一 (1.2.3) 且 
i = i: 17 EE: 
fs 一 日 了 后 吾 . 


从 而 
Uss Hii = Di 
二 品 
a |  - 
一 Si, 十 Hi D Tua, 《2 各 2). 


EEE 开本 


故 对 非 诚 实 过 程 , 亦 有 (1, 2.1) 一 (1,2. 3)， 
定理 1.2.2 设 和 矩阵 (wu) 满足 条件 


us 0) {1. 2.13} 
Yi; 1; C1. 2.14) 
3 全 是 

1 一 了 > aa 《1.2.157 

iE€EE 


则 参数 集 吾 可 分 解 为 互 不 相交 的 子 梨 下 ,1,7,… ,使 得 
(如 了 后 所， 


2 一 0; (1. 2. 18) 
(i) ”存在 实数 u(j E 一 了), 具 有 性 质 
u; >> 0, >= 1 C1. 2,.17) 
jE 
县 
SE TE (1. 2.18) 


(iy 记 C 为 不 含 了 的 子 集 类 ,有 即 二 {让 ,网 存 在 实数 
(pi 和 下 了 ET) 使 
» 18». 


P00 D1， (1. 2. 19) 


且 
th; = pi 如 EE FjE. 01. 2. 20) 
反之 , 任 给 EF 的 一 个 不 交 分 解 一 FU YU J… ,及 分 别 满足 1. 2. 
172 和 和 (Ct. 2.19) 的 实数 组 {4),7 EB 一 Ff} 和 {py EFJEC}, 则 
存在 矩阵 (os 满足 (1. 2.13). (1.2.14),、(1.2.15), (1,2,16),(1. 
2.18) 和 (C1. 2. 20)， | 
证 明 令 钙 二 supuy, 由 (1.2.13) 一 《1.2.15) 得 


Wi > | Hs 
EE 


一 aa 十 His 


tj 


9 
= yl; 十 Mt 


Leask) 


人 
一 Yat 十 a Ci — Hj), 


下 诺 加 


从 而 
外 十 有 一) wy < ah 
1 

对 i 取 上 确 界 得 

iT 十 区 一 四 sa (C1. 2. 21) 
如 志 二 0, 则 ;二 0; 如 而 计 0, 由 (1.2.21) 得 所 岂 ;; 和 由 册 的 定义 
知 

HW = Hj C], 2. 227 

艾 不 论 矶 人 0 或 四 一 0, 均 有 (1.2.22). 于 是 


Wj 二 > | jr 


FE 

二 一 | 

一 tdi 十 Ha Cs; 一 Hy) 
二 吧台 二 吃 尽 


< 二 2 一 20 
Way — 0， 
从 而 
=。 19 。 


ti = bis i > 0. 《1. 2. 23) 

定义 二 {jE€ By 二 站 . 芍 7 EF, 则 ,0 志和 山 一 0, 邦 
证 一 0, 这 就 证 明了 (1， 2， 167， 

由 (1, 2. 13》 一 《1. 2. 15). 我 们 有 

Uy 2 Wtjs 
因此 
wa > Dm > 推出; 半 0. (1. 2, 24) 
邻 在 吾 一 中 定义 关系 ”一 ”i 一 ;了 当 且 仪 当 ww 半 0. 下 面 验证 
~” 是 等 价 关系 . 

由 > 0CG 久 下 及 二 志和 了 一 “~” 是 反射 的 ;如 i 一 
六 则 和 人 0 由 [12.2370 一 是 人 0 从 而 了 一 2 雪 “~ ”是 对 称 的 ; 
最 后 ,由 (1 2.2 匀 知 ;: 如 i 一 雇 上 一 j, 则 i 一 7,“~* 是 推移 的 , 从 而 

一 ” 确 为 一 等 价 关 系 . 它 将 一 fF 分 解 成 不 交 子 集 7 ,7 了,…, 刁 得 i 
5 属于 同一 子 集 当 且 公 当 加 > 0. 于 是, 如 7T 关 JT, 风 w= 二 0Gi ET， 
jED)} 加 I 二 J) 则 55 六 0, 由 (1. 2.22) 及 (1, 2,23) 得 mi 二 入; 
一 2 结合 这 两 种 情形 得 到 加 二 avi E17 ET 此 即 (1. 2.18). 

如 i EE 一 了 , 则 

0 = ua EF a EW wi, 
上 所 识 是 三 及 


帮 有 . 
Da 二 ]，j 了 各 F， (1. 2. 25) 
EEF 
1 = Di = ou% — ER 
JE 中 i#E1 
此 即 (1. 2. 17). 定义 
py = Duns (1. 2. 26) 
六 了 
则 
术 亡 祝 
又 


和 


= Dy = po 全民 省 下 
EJ 
此 即 (1. 2. 20). 
反面 的 结论 是 平凡 的 . 
定理 1. 2.3 。” 设 pvGD) 为 可 测 马 氏 过 程 ,ui 一 limpu(O) 汉 按 
定理 1. 2. 2 的 方式 分 解 为 


E=FUIUJI,. 《1. 2. 27》 
则 POD = (pCD) 可 如 下 表达 ， 
0) plD = 0 加 jE Fi> 0). 《1. 2. 28) 


作 ) ”存在 马 氏 过 程 CH00); 17, 全 ,满足 
lm tt) = Gs 
(1, 2. 29) 
使 得 :> 汪 0 时 
PB) = 的 ui MiETIE VJ, (1. 2. 307 
其 中 证 一 二; 
(tii) ”存在 (0,co》 上 连续 函数 本 (DiE 了 ,J E 0, 满 足 : 


Dt) 0s C1. 2. 31) 
ZH Sli 《1. 2. 32) 
JE 交 
Dx He td) = Hu + (1. 2.33) 
坡 毛 心 
使 
Pitt) 一 y(t)u;, 如 i 所 Fi J (C1, 2.34) 


反之 ;, 设 性 给 的 一 个 不 交 分解 二 了 U TU J…, 任 给 一 满足 (1, 
2,29) 的 马 氏 过 程 CUT( ,I,J E 0), 任 给 一 族 满 足 (1.2.31) 一 
(1, 2. 33) 的 在 (0,co) 上 连续 函数 (Tr(), iE FF,JE 0 及 任 一 满 
是 (1.3.17) 的 #; 7 全 如 一 玉 , 则 由 (C1. 2.289)、(1.2.30)、C1.2.34) 
定 光 的 (p00) (在 t= 站 补 定义 (0) = 5) 是 可 潮 马 氏 过 程 . 
及 车 (p60)) 诚实 , 则 (xz(0) 亦 诚实 且 (1.2.32) 中 等 导 或 
立 , 反之 亦 然 ， 
证 明 ”首先 设 PO) 一 (py) 谍 实 . 设 和 一 0, 则 由 控制 收敛 
" 21" 


Ps Ct) 一 im pis Ct 十 ta) 


一 lim >») Pi: (2) brs {2 


es 


一 >) pts (1.2,35) 


EE 
如 ji 人 下, 则 由 定理 1.2.2(Da 一 0 全 蕊 刀 .从 而 pC 二 0,(l1. 
2. 28) 成 立 . 
设 iE2,j 世 J, 则 由 (1.2.18) 术 (.2.35) 
pt) = CY pr) nw. 《1. 2. 36) 


上 E JJ 
故 moaz 只 依赖 于 守 及 了 另 一 方面 ,由 Fatou 引 理 
pu Ct) = limps(t 十 坷 》 
一 lim > ) part ) pt) 


[meth 


EEF 


> ps (OD. (1. 2. 37) 


是 尼 点 
如 对 基 j = ,上 式 取 严 格 不 等 式 “>>”, 刚 在 (1. 2. 37) 中 对 5 求 和 ， 
得 
1 = pd) 
7? 丘 思 


> > ， > Wapr; CE) 


JE EE 


一 > 人 了 72 


[= 5 反思 


一 > yu 一 1. 


上 要 


了 矛盾 . 故人 1. 2. 37) 取 等 式 . 再 由 (Ci. 2. 18) 
pu CE) 一 六 72 有 < 一 Dp C0), 


炎 杞 杏 te! 
这 表明 gjCDu, 只 依 来 于 上 及 ji 与 上 面 的 事实 联合 起 来 知 p04 
内 依赖 干 了 及 ,从 而 可 定义 To 一 (9.2.30) 显然 成 
立 . 在 :一 0 补 定 交 五 50) = 二 而 ,., 往 证 CUI} 是 满足 (1.2. 29) 的 
+ D0. 


马 氏 过 程 . 
显然 (0) 守 0. 设 iE 了, 则 由 01.2.17) 


1 = Dp = Dn) 


jE 2 所 下 
= YH = 了 uO, 
jj J 万 避 所 
一 PH), 
TE 
Hts tt) =pyts tu! = SV pa ls) pt) ur! 
攻克 
汪 > Dy De 人 
点 巨人 KE 
= Trl Ct) Di 
上 全 至 
一 Tree 人、 
KEG 


故 5C7Przto) 为 一 马 氏 过 程 . 
再 由 (1. 2, 18) 
lim i (的 一 lmp, (Ow = Hj = Gr. 
此 即 (1. 2, 29). 
往 证 Gii), 注意 (1. 2. 36) 对 任意 i€ 8 成立, 定义 了 .CO 
一 SpotD, 如 EPEC, 则 (1.2.36) 化 为 (1. 2.34), 即 


Putt) 一 了 如 和 下 了 万 J 


显然 
DH) = -六 > pa(D 一 mC 
TE Er EEJ 
= Yip) = 1, 
FE 
Iutls tO 一 ms(s + iu! = 2 ms) POW ! 
了 
一 > Dr (Sulirs (ty 
此 开 习 二 手下 


。23 。 


一 2 Tix Ce) H(t) Du 


KEC 上 后 看 
一 > rs) Ie lt), 
EC 


得 证 《1.2.31) 一 {1, 2, 33). 由 (1, 2. 34) 及 p(tt) 的 连续 性 知 I, (Ct) 
在 (0,co) 连续 . 

再 假定 PO) 不 必 诚 实 . 设 请 已 按 定理 1. 2. 2 的 方式 分 解 为 下 
二 FUITUYJ. 又 设 (py)3iyj EE 让 二 BU :4)) 为 定理 1,1,1 中 
定义 的 诚实 过 程 , 育 按 定理 1. 2. 2 的 方式 分 解 为 下 一 下 LU 
则 由 前 一 部 分 的 证 明 , 存 在 (Ti CD) ,jj E CCNAD),iEFJE 
0, 使 满足 GD)、Gi)、(i) 县 (Bw(D) 为 诚实 的 马 氏 过 程 ,(1. 2. 32) 
换 为 Vsti) 时 等 式 成 立 , 记 “一 ”为 相应 于 过 程 BCo 的 等 价 关 系 . 
因 对 任意 jt 一 424 二 0, 需 册 二 韦 ; 从 而 i © 百 一 FF 当 且 
仪 当 i EB 一 衣 ,i 一 了 当 且 仅 当 i>j. 因 Pl 二 1 关 0 由 (1. 2. 28) 
知 4 各 疡 前 疡 一 了 .对 任 一 7E jE ,由 于 Bj(2) = 0G > 00)， 
破 4 自 成 一 类 ,不 妨 仍 记 之 为 4 故 放 二 了 TU 4 UTU 7…, 从 而 如 
jEF, 则 pt 二 (0) = 0,(0) 成 立 . 

由 而 二 1 得, 一 1 对 JEOC= {yn}), 人 y(t) 
= Pa! =0 GEN. 

定义 

Hu = Dt), LT ED, 
Hd = BN, iE FED. 

则 (1. 2.30),(1.2. 34) 显然 成 立 ， | 

往 证 C(I 二 0) 为 马 氏 过 程 , 且 满 足 (1. 2. 29) 

显然 

0 


SRD = DD 六 下 的 一 1 


J TE JECHU i 
Huns =— Hls 十 四 = 二 >, Hr Cay Tet) 
EC I! 
= Dts) Pitt) 十 Wha) tty te) 
KE 


dd， 


二 DY) Hin C8) Has CO, 


EEC 
lim (Ey =limfis Ct) 一 Bry, 
再 证 Eu (02) 是 满足 (1. 2. 31) 一 《1. 2. 33) 的 连续 项 数 ， 
连续 性 是 显然 的 . 又 
Hlt) =1D > 0, 


DD = Dt 


J JEC 


SO AD + BD = 1, 


TER 


Ds 十 六 一 下 Cs 十 站 
一 pa Tire) Hrs dt) 


EECLTA) 


一 DD Trla) Dr tt) 十 Duta) Dt) 


卡 扰 品 
= YixCs) He CE 
MER 


反面 的 结论 是 平凡 的 ， 
系 “如 (m(9) 可 浏 ,i 车 , 则 级 数 > mo 在 每 个 有 限 区 间 


J 了 EE 
[0,T_ 上 关于 一致 收 伍 . 
证 明 令 关 py 一 (人 省 人 下 一 下 U14))》 为 定理 1.1.1 
中 的 诚实 过 程 , 定 义 
Bt) 一 nD, 人 > sj 世态 
Hijs t= 0; 
则 每 个 和 (DD 是 [0,co) 中 的 连续 函数 , 且 之 加 二 1 一 Fut) 亦 为 
二 
[0,co) 上 连续 函数 , 由 Dini 定理 立 得 本 系 ， 
定理 1.2.4 如 (py(0) 为 可 测 马 氏 过 程 , 则 
(Ci) 如 jEF,MWM gp = O00 > Di EE EE); 
Ci) 旭 j 夺 了 则 p(00D 人 0 六 0 
{i 让》 如 对 某 证 0,p(w) 0, 则 对 一 切 让 瘀 的 人 > 0 
证 明 C3 即 Ci.2. 28). 
= 2 。 


【这 > 如 也 二 , 则 limp,, (2) 三 4; 六 人 ,上 故 对 固定 的 i 半 0, 当 z 充 


分 大 时 ,ps,( 二 ) > 0, 但 由 范 条 件 及 天 一 C 方程 


By (2) 字 [ps (5)] "> 0. 


又 PO) 一 1 本 Pi (Ey > 0,(t 全 0D). 
《ii 可 p(t) 守 0, 则 由 (0),j 千 下 ,再 由 的), 当 i? 主刀 时 p(t 
一 有 2 0， 鼓 当 1 宇 加 时 ， 
Bf 一 > patt) pl — to) Bb)p Em 0) > 0. 


*E 区 


下 面 的 定理 深化 了 上 述 结 

定理 1.2.5 如 (pj) 为 可 测 马 氏 过 程 , 则 每 一 pt0) 在 (0， 
oo) 上 或 恒 为 0 或 恒 不 为 0. 

证 台 ”不 妨 假 定 玫 == {0, 1 2 先 设 ;二 ,如 说 定理 结论 
对 某 zu 人 不 真 , 则 由 定理 1.2.4 知 ,存在 丘 六 0 使 

二 0， 如 0 之 1 过， 
pe2tn) = ce 0. 

由 定理 1. 2.3 的 系 , 存 在 说, 使 


DAGE ， 如 0 二: 护 2 《1. 2.38) 


I 


A 一 {palms) > OD, ms 2, 
则 由 定理 1.2.4 知 击 二 dy1; 令 BB 二 Bs 二 A 一 .10m 这 2)， 
如 天 冬 A。, 则 
0 一 加 (rs) = Pplm 一 1)s)pafa) 一 PD) pllm — 1)s) pals). 


= EL 
放 有 


全 = 上 


LxCs) = 如 了 所 本 1 下 在 4 (C1. 2. 39) 
今 证 B， 《1 妆 并 扫 : 2N) 非 空 上 日 不 变 . 不 交 是 显然 的 ， 如 有 某 
RO] 入 和 2N); 合 BB 二 各 则 4 二 4m-1, 根 据 (1. 2.39) 得 


* 2 *， 


Pettm + 1)s) = DV po ms) p(s) 


Ed 


一 BD PiCms) prts) = 0,MMEE A, 


j 三 44 


吗 一 上 


矿 tl 性 4 从 而 了 mn- 一 mm ,如 此 重复 下 去 得 Am 一 An CT ee 7 。 
这 和 是 不 可 能 的 ,因为 由 假定 ， 各 av 位: 它 A 
令 ] 委 站 迄 28 如 天 在 4 刚直 《1.2.397, 对 六 1 


paC(a 十 1)s) 一 (2 十 了 十 2 putns) pats) 


广 和 DTEB 省 如 -| 


=( > 十 >, ps Cns) psy. 


2 JE 


所 以 
> (Ga 十 1l)s) 一 (》， + 》)pi(as) > puts) 


上 后 和 jE t 有 
Pans) 十 SD) p(ns). 
入 jE 
对 # 自 9 至 4NX 一 1 求 和 ,得 
> pe(dNs) 挟 >) > pu lns). 


这 a eB 
国 ! 入 dv: 更 不 属于 4 , 帮 上 式 堪 方 的 值 至 少 为 patdis) 一 于 


让 


cE Ds), lm 2N, 


n=1 JE 由 
因 集 访 … ,Bz 非 空 不 交 , 故 其 中 至 少 有 六 个 集合 与 集合 {1,2,…， 
N} 不 交 , 记 些 交 个 集合 并 为 互 则 
re 二 > Dpulns). (1. 2. 40) 


a=! jEE 


但 另 一 方面 有 
Dp Cns) < 全 ,pifns) < - 


jE 夫 jw 
此 与 C1. 2. 40) 也 盾 , 于 是 定理 对 i 让 六 得 证 . 
再 设 工 任意 , 上 且 对 某 下 人 0,pG) 人 0， 则 由 和 人) 一 


27% 


六 (号 )pu( 呈 ) 及 定理 1.2.4G) 知 ,存在 2 村 屎 使 as( 身 ) > 0. 
ttEB 
t » 1 
及 和 (于 )》 > 0, 由 前 面 所 证 ps( 志 > 0, 故 
入 
pu) 袜 了 ( 汪 )8( 号 ) > 0， 


重复 上 述 过 程 , 知 对 4 一 1,2,…， sp(( 子 8) 之 0, 因 ( 子 )* 下 10. 
故 由 定理 1.2. 40iii) 知 ,m 人 的 在 (0,cc) 上 恒 大 于 定理 证 毕 . 

系 ”如 Cpt 站) 为 可 测 马 氏 过 程 , 则 之 mu 人 或 恒 为 1 或 恒 小 
于 1 

以 下 给 出 一 个 不 可 测 马 氏 过 程 的 例子 ， 

例 1.2.1 一 个 不 可 测 马 氏 过 程 : 

记忆 为 实数 全 体 , 孔 为 有 理 数 全 体 ,首先 证 明 存 在 -一 个 定义 于 
(0,00), 取 值 于 百 的 函数 了 使 得 f(s 十 弛 一 了 C3) 十 了 (9 

贼 无理 数 集 严 全 豆 一 焉 以 良 序 , 记 在 此 良 序 王 的 无 理 数 集 为 
{5}; 设 三 为 其 首 元 , 对 的 任意 子 集 8, 定 六 | 


M(S) 一 { Drsn €E Eri €E Sn 为 任意 正 整数 }, 


任 取 和 EEE,&o 关 0,; 用 超 限 归 纳 法 定义 {6) 的 子 集 8 如 下 : 
对 超 限 序数 we 六 1 人 七 530, 当 且 仅 当 如 后 MC{Sn:0 寺 8 过 
a}). 
显然 名 全 50. 记 6 二 C50), 令 证 任意 实数 1 必 可 唯一 地 表 为 ; 
{二 上 十 2， (FE Ev €E 0), C1. 2. 41) 
当 : 和 吾 时 ,(1.2.41) 显然 成 立 ; 下 面 用 超 息 归纳 法 证 明 对 # 
EE {C1.2.41) 成 立 . 
当 a 一 1 时 , 因 后 后 S 名 所 如 一 0 十 下 ,页 (1.2.41) 成 妆 ; 
设 对 1 过 有 < 时 ,1.2.41) 成 立 , 即 呈 一 本 十 Fi 全 Br 
E 0). 往 证 对 &, (1.2.41) 成 立 .分 西 种 情形 : 
(0 6 入 于 (8:0 各 户 之 4), 由 定义 名 S56 守 8, 琢 (1.2. 
41) 成 了 并 ， 
,2 


《ii 名 E 开 (和 :0 委 有 < 二 可) 此 时 训 一 Snes ,其 中 "EE 
t=1 
BO0 扫 记忆 ac 《1 委 1 委 四, 由 归纳 假设 各 一 res 十 v5) 
一 i 王 1 


一 Driks 十 > 一 天 十 2 其 中 上 一 Yi 一 on E .下 
i 二] + 一 二 1 一 ] 一 二 


i 二 


由 起 限 归 商法 原理 知 对 任意 € {6&6},(1.2. 41) 成 立 ， 
往 证 唯一 性 :车 #* = 让 十 加 二 十 va 其 中 Kisks E BV sv EE 
8s 天 we: 则 一 和 二 v4 一 


上 
设 要 一 由 = 了 ii 其 中 m 后 民 m 天 0 和 所 31 扫 i 执 
i=1 
DD),] A 全 < 让 ga" < 作风 


t Ln y 
二 二) 一 > 到 和- 
从 而 So 全 M(tsa:0 和 Bm)) 因此 ,总 村 So 这 与 < 所 So 序 盾 . 
唯一 性 得 证 . 
对 每 个 1€ (0,co), 设 
| t= 二 vi 
其 中 心 扩 8 后 吕 定 区 
ft) 一 kk, 
则 了 基 从 (0,co) 至 户 的 一 个 映射 . 而且 如 s E (0,co) 有 表达 式 
3 一 总 十 mm 则 
3 十 上 一 《ba 十 看) 十 《ps 十 wr), 
其 中 大 十 和 所 , 忆 十 凡 WE G. 故 
ts 十 位 二 训 十 及 二 (8) 十 了 (. 
现在 ,我 们 定义 (Cj 上 E51 他们 如 下 ; 


1， Hf = ji 
pitt) 一 |。 站 从 7 (t > 0); 
P(t0) 一 Gi; 


我 们 有 
p00); 
[La 29 量 


实数 t 表 式 的 唯一 性 ,对 每 个 1E 下 和 i ,存在 唑 一 的 jE 
使 7 了 = i 十 了 (0), 故 


>) pi) = 1; 


J 所 玉 
久 若 存在 ER, 使 f(s) 一 一 2 上 县 了 一 了 一 让 则 
FKs 十 和 一 7) 十 了 (有 一 人 一 站 十 和 一 了 一 了 一 让 


故 
Pyl8O=1=1X1 =p = psp). 
EE 


因此 , (p502)) 是 一 个 马 氏 过 程 ,但 每 - 200) 车 (0,o0) 上 不 连续 ， 
由 定理 1, 2.1 知 , 它 不 是 可 测 马 氏 过 程 . 


$3 ”标准 马尔 可 夫 过 程 


将 可 测 马 氏 过 程 定义 中 的 条 件 加 强 ,就 得 到 所 谓 标 准 马 尔 可 
夫 过 程 . 

定义 1.3.1 一 个 马尔 可 去 过 程 PG = (pi(0)) ,如 果 满 足 茶 
忻 | 
| 1， 如 i = 上 ji; 
,0， 如 天 志 
则 称 之 为 标准 马尔 可 夫 过 程 ,简称 为 标准 蕊 氏 过 程 , 条 件 (1. 3. 1) 
称 为 标准 性 条 件 . 

此 后 ,除非 另 有 声明 ,本 书 中 讨论 的 过 程 均 措 标准 马 氏 过 程 . 

以 下 再 给 名 马 氏 过 程 的 玫 个 例子 . 

例 1.3,1 .标准 马 氏 过 程 : 


limpi; (t) 一 机; 一 C1. 3, 1) 
站 = 


取 E= 10, 1 2…… 0 人 念 
emi . . 
ee 2 is 
Paull) -| Cf! 如 2 之: (to 0) 
0， 如 了 < i， 
DiC0) 一 个,- 


则 (ps(D) 是 标准 蕊 氏 过 程 ;而 且 二 时 (pstt)) 是 减 实 的 ,2 盖 
,30. 


时 (gps (由 ) 是 非 诚 实 的 . 事实 上 ， 
pult) 0 {i EE EY); 


> pitt) = Spa 
JJ 一 1 j= 


em, (EB): 


如 j 了 之 i 
Dpalo) pt) = DY pals)pyt) = 0 
一 站 上 上 一 上 
一 了 if 十 1); 
如 了 滋生 
Bags)2 0) = 》 pals) ptt) 
下 一 器 mr 
加 vy ertAs) i eC) 
el Gi!l 
加 pt Fa CF TASY CH)! 
(jC 一 站 1! 二 ji 01 
ee [AS 十 ty | 
(jC— 1 
二 py(3 十 人， 
故 在 任何 情况 下 有 
pits 二 二 Dj pa{s) pCd), 
上 
取 易 知 


lim ps; 《ft 一 Gj 
tb 


故 CpsCD) 是 一 个 标准 的 马 氏 过 程 . 


31" 


由 3p) 二 er(i EB) 可知 :4 一 和 时 (pC)) 是 诚实 的 ， 


了 一 个 


“六 时 (ms(D0) 是 非 诚 实 的 . 
例 13.2 可 测 非 标 准 的 马 氏 过 程 : 
取 焉 一 {0,1,2…) ,pi 六 0G E€ ) 满足 jp; 一 1. 定义 
Bt =ps GjiE El 0 
Pt0) 一 下， (Ci) € EY. 
则 (as 人 的》 为 一 个 非 标 准 的 可 测 马 氏 过 程 . 
事实 上 ， 西 ( 虽 裕 0， 企 裕 0 


Dr) = Dp=1. 


jj 后 旺 ?EE 
六 pa Cs) py {1) 一 Dpp, 一 加 
+# 扎 罚 上 + 区 由 


pts 二 DD, (st > 0, 
当 min{s,t} 一 0 时 ， DpaCs) pu tt) 一 Ets 二 仍 成 立 . 故 ( 本 (人 ?是 


一 个 马 氏 过程; 又 对 任意 要 EE 下 ,ps 人 二 名 是 (0,c0) 上 Lebesgue 
可 测 讽 数 , 芍 (pytD) 还 是 可 测 马 氏 过 程 ; 但 是 limgs (有 一 下 人 > 
(jE 本; 从 而 Cpslt)) 不 是 标准 马 氏 过 程 . 
作为 本 节 的 最 后 一 个 例子 ,我 们 再 给 出 一 个 标准 马 氏 过 程 . 
例 1.3.38 设 四 一 10,1,2，…} ,以 下 将 构造 下 上 的 一 标准 马 
氏 过 程 (za 人 人》 满足 
lim Ps 一 1- 


令 


hE) = ov， 
其 中 上 
0 一 9 < co， o< Pil (1. 3, 2) 
考虑 下 列 积分 方程 


a 和 吕 * 


(一 工 一 | xcoac ods, (G0). 


其 中 X(t) 为 [0,co) 上 的 有 界 连 续 函 数 . 


记 
如 一 "lol, 
全 


1 一 了 


必 


p(y 天 如 ， 人 0); 


Xl =1 一 | xc -sds， (n> 0,t > 0). 
由 


则 对 任意 74 闫 0,X,C0 是 FE0,cc) 上 有 界 连 续 琐 数 ， 
| Rr Ct) — Kt) | 


< [ | .Cs) 一 1 [RCt 一 Sys 
站 


A 


J a — sds sup [XC(8) — 大 fs) | 
0 a 帮 [位 杂 ] 


C= | htt — sds sup |Ats) 一 Kit) | 
0 [外 ca) 


1 
i 于 
< 1 
3 一 科 _iCei 
= ep, | Xt) — KC] 
一 4 sup |X0) 一 Xit}|, 
tE Dan) 


从 而 


tE [9 


由 (1,3, 5》 及 归纳 法 知 ,对 任意 的 a 守 0 


EL 


首先 ,我 们 用 迷人 民法 证 明 1. 3.3) 有 了 唯一 解 X(). 


《1 一 es sep | OO— Xt)) 
t,o) 


C1. 3.3) 


sup [Xi 一 RD) | a Sup ,| 区 的 一 发 信介 | 
1 [4 on 


(1. 3.5) 


,Sup i — XE gop, | XD) — Xo | = 


C1. 3.6) 
33" 


因此 ,对 任意 ”之 0,p 之 1， 
up ,| Xslt) 一 Xt) | 


A Sup | 和 (一 Kaoritt) | 
TE [ce 
十 ,sup | 下 CD 一 于 | 十 一 
十 sup ,| Xe (2) — Xt) | 


二 | Bm 


St? 1 十 可 二 十 oa 十 i 


tr 全 
”一 1 一 全 
国 0 之 a 之 1, 砍 有 
lim ,SB ,| 一 XD | 一 人 (六 0 C1. 3,7) 


(C1, 3.7) 表明 :对 于 i € [50,20), {名 (0)) 是 Cauchy 数列 ,因此 ,在 在 
[0,cc) 上 有 界 函 数 (2) 使 . 

limX.(t) = XD, 
而 里 由 (1, 3.7) 知 ,上 述 收敛 关于 t€ [0,55) 是 一 致 的 ,因此 ,X(G9 
在 L0,o2》 上 连续 ;由 (i. 3.4) 及 控制 收 化 定理 知 ， 


XDO=1 —| xpDac _ syds. 
[bh 


于 是 (1. 3. 3) 存在 有 界 连 续 函 数 解 XC). 
往 证 玲 一 性 . 假若 (1.3.3) 有 两 个 有 界 连 续 函 数 解 XC) 和 和 
全 C40) ,MI. 


EXC) 一 CQ) | 所 | ,| XC8) 一 入 Cs 一 ds 


rt 

= | ht — syds sup |X(Cs) — XCs)| 
-bh sE [Oey 

Ea sup | XCs) 一 (Cs) |. 


El 


故 
sup | X02) CO— Xa) | a sup {XCs) 一 XCs)|. 
{EE Don) a Diory 
sup XO CO XC)| 一 0. 
ey 


#€ 


+ 中 


国 此 ,洋人 一 莽 ( 闵 0 人. 了 瞧 一 性 得 证 . 
其 次 ,假设 (2 是 (1. 3. 3) 的 有 界 连 续 函 数 解 ,我 们 将 征明 0 
本 下 入 1 直 闻 们 .由 (113.33 ,只 需 证 和 CD 六 0 仁之 的 - 
假若 有 基 一 上 后 [0,oo) 使 多 (0) < 之 0. 邻 
to = inf {i 2 0, XO < 0}, 
因 芭 (t) 连续 ,我 们 有 于 (#) 一 0. 由 (1.3.3) 知 , 对 0 委 上 近 提 ， 


0 XC 
=1 —| ,XCac — ods < 1. (1. 3. 8) 
及 
0= X() 1 -| XR — syds. 
所 以 
的 KCIRCE ds = 1. C1. 3.9) 
但 由 (1. 3.8) 知 
| XS BCE — sds <| * h(E — ds 
一 人 二 < (1. 3. 10) 
由 51. 3.9) 与 (1.3.10) 的 矛盾 , 知 素 (站 六 Di2 00. 念 
poo l(t) = EOE); (1. 3.11) 


Pa 一 | Be (seo os 十 Ge Ct 六 0 ,3 2 1);s 


(1. 3.12) 
pat) = Gp) i 1). {1.3.13) 
下 面 证 明 由 (1. 3. 11) 一 {1. $.13) 定义 的 tpsy C0) 是 一 个 标准 马 氏 
过 程 . 
显然 有 - 
Bi 0 和 0 《]. 3.14) 
根据 《1.3.3) 及 yoo tt) 和 po;() 的 定义 得 


" 35" 


be] 


ZPD = po tt) 十 po 人 四 


Jj 二 ji 


一 Boot 十 2 | moeoweroas 
J 一 1 0 


| 


一 poo tt) + | mm (sp 一 syds = 1. 《1- 3.15) 
如 记 
Cf ge) -| xc — SgtsMs ett) = 1— e*, 
则 对 i 法 1, 有 
PP) =p0lt) + 2 人 
一 ji=1 
一 Befkty 二 (Cpa ? FC + eT 
= (po eI 十 《poco 站。 的 DC + eT 
=[ (Cpoo 十 poo * Ro es (tf) + ee 
二 t1 ee) (DD 二 Te 时 


一 1 一 中 人 十 和 和 一 于. C1. 3.16) 
由 (1. 3. 32) 得 


下 
BAD 一 Bot — | mceyese-oas 一 qe 


—pott) 一 pl (i 0, 守 1), (C1. 3.17) 
考虑 下 列 二 元 函数 ; 


(si 一 ypu ls) pyu(d). 
根据 (1. 3. 2),(1.3,17) 以 及 控制 收 人 敲定 理 知 


3 
CRD 


= DY pals) p(t) 


| 


t= 人 


= Dy puls) Lp tt) 一 pult)g;] 
Li 36 归 


一 Bafkassti — pls, ty 
于 是 对 每 一 s 和 i{pyCsj 相 ,0 夺 j 了 之 oo0) 及 {psts 十 站 ,0 于 jo0} 
_ 都 是 方程 组 
. BD = ot) Zyl OR jo0) C1. 3.18) 
的 解 . 但 是 ,显然 方程 组 (1. 3. 18) 的 解 唯一 , 故 
pits + 0 = pulsyt), 
从 而 


Bits 十 和 一 Op pi 0 DD. (1 3.19) 
+=0 
根据 51. 3.15) 和 (1. 3. 19) 得 
pot(s 十 站 一 1 一 Dpyls + 


jl 


Po(s) 一 D3 Deals 


j=1 #= 


| 
eh 


了 
ll 
所 


| 
Ne St 下 人 


per(s) [1 一 Pm] 


Pats) po tit). 1. 3.20) 
根据 (1, 3. 16} 和 (1. 3. 19 得 
pals 十 二] 一 Dy pals 二 从 


j=1 
一 DD) pu ls) 一 > Dy pa Cs) py (t) 
t= jl 上 一 
一 Spa(sy[i 一 SpOo] 
上 全 下 j= 1 
一 D pas) gold). : 《1.3.21) 
k= 


由 .3.14) ~ 1.3.16) 及 (1.3.19) ~ (1.3.21) 知 (ps(t)) 是 一 
个 马 扶 过程 . 
出 (p00)) 的 定义 易 知 


Fn 


limpa(t) 一 训 ;, 
敬 由 定理 1.2.1 知 , (p(t)) 是 标准 马 氏 进程 , 并且 
1 一 met 区 
上 


lim 
t= 


t 
一 Lim 工 eof sa 页 人 一 syds 
DJ 


一 mgft = oc, 
I—- 0 


8 4 (lf) 的 连续 性 


定理 1.4.1 对 任意 马 氏 过 程 (p(t)) 下 列 条 件 等 价 
”DD Cyt 是 标准 的 ; 
ti ”每 一 p00) 在 [0,ce) 上 一 致 连续 ,而 内 该 一 致 性 对 j 也 
成 立 ; 
《ii) Cpst 好 7 可 测 , 且 吾 按 定 理 1, 2.3 的 分 解 
E=FUIUJU 
中 ,有 一 四 7 等 各 只 含 一 点 ， 
证 明 GD 一 (i) : 设 人 az) 标准, 为 证 明 (i), 只 需 证 对 任意 
[2 006E 吾 有 
[十 有 一 py | 1 palh). (1. 4. 1) 
但 这 由 下 式 得 到 
[py Ct = A Oo Bolt] 


一 | 2 pa CR) ps Ct) 一 | 


t 全 加 


= | (Cpa(h) — Dpsl) + Dy) mu 人 per | 
ke 
一 | Sp pd — (1 — Bp | 
[9 - = 


Smax{ >) 了 (pi 人 的 CC1 一 条 (的 pos 的】 


上 


Smax{ > pach),] 一 pulh)} 


Lt 


» 


一 1 一 p(k). 
【iiy — (Ci) 
由 连续 性 得 可 测 性 ， 因 p; (2 一,(0) 一 13(t 中, 由 定理 
1. 2. 4 让 知 F 二 训 , 又 由 (1.2.17) 知 1 了 7 等 各 只 含 一 点 . 
Xiiiy — (i) 
由 《1. 2. 30) ,pi 一 aa 而 7 了 等 各 只 合 一 点 , 故 书 一 1 
因此 , py) 一 Fa 但 由 (1.2.29) jms 一 全 ,从 而 imps 人 ) 


一 本 直人 pig 标准 ， 


35 ps(0) 的 存在 性 


定理 1.5.1 设 (pu 为 标准 马 氏 过 程 , 则 对 于 任意 ji E 忆 ， 
极限 


tm HP — — pC0) 1.5. 1) 
存在 {但 可 能 为 十 cc)， 
证 明 ”由 (1.1.1) 与 (1.1.2) 得 
Puts 二 让 2 DeC8) patt). (1. 5. 2) 
由 标准 性 条 件 及 (i, 5,2) 郑 
Op lu). 【1. 5. 3) 
令 
pt) =O— tpi ), 【1.5. 47 
由 (C1. 5.3) 天 ,oo 取 有 限 值 ,由 标准 性 条 件 和 (1.5. 2) 得 
limptt) = 0 (1.5.5) 
glst+ Es) + ql, 《1. 5. 6》 
令 
gi = sup PY 二 十 oo. 《1. 5.7) 
Tecteee 
如 和 过 十 ce, 则 存在 所 使 
Plto) >g— ee, 
to 


* 9. 


其 中 =>>0. 又 对 任意 的 上 > 0, 存 在 非 负 整数 :及 4 使 
二 二 

于 是 由 (1. 5.6) 得 

pi) 

ead 十 wt) 

= to 


,PD wo) 
[a t to 


出 C1. 5. 8) 和 (1. 58.8) 得 


一 之 


limé 一 limp*d) = 0 
rl tb 
及 
lim 于 一 工 
feet 的 


由 (1. 5. 9)、C1. 5.10) 和 (1. 5. 11》 得 
和 一 mp 人 DA lmp() /tg 
由 的 任意 性 得 


C1. 5.8) 


《1. 5, 9) 


C1. 5. 10) 


(1,5.11) 


1. 5.12> 


C1. 5.13) 


如 和 = 十 ce, 那么 为 了 得 到 这 个 结果 ,以 任 给 的 任意 大 的 正 数 并 
代 赫 一 :进行 讨论 就 可 以 了 ,再 由 标准 性 及 微 积 分 中 一 个 简单 事 


实 


lim intl—2) 1 ， 
El 并 
得 
ED 


tim = 1 — (~ p50)] 


0 


-=]im 


i 1 — ptt) 4 


二 40 = 


— nl (pa) ,Lo Pt 
1 


一 1im ] 一 pa 
iru i 


定理 1.5.2 对 任意 i,jE€ ,i 关上 j， 


(t) 


yA0) = lim 各 (C1. 5.14) 


存在 且 有 限 . 

证 明 任意 固定 # 半 09, 那么 (pt)) 是 离散 时 间 马 氏 链 
{rnh) 1n 2 守 01 的 转移 概率 短 阵 . 国定 1 关 六 1) 所 有 ,定义 

;PE Ch) 一 1; 


PR) = 2) 之， Pa ChI Pr ss 《下 了 CR), n> 1; 


iathbiled LE 
FO) = DD pp 1. 
与 天 is。 


则 由 离散 马 氏 链 的 性 质 可 得 ( 若 读 者 不 熟悉 离散 时 间 马 氏 链 ,只 要 
跳 过 本 定理 的 证 明 ， 不 影响 本 书 的 阅读 》 


有 CR) 区 S. DE CR PIR PC — m — 18， 


m= 人 0 


C1. 5.15) 


m1 


PC 一 ;pC + TP A pa Cm — oA), Cl.5.16) 


a=1 


pCmhy 一 ree 一 a)h). (0]. 5. 17) 


mel 


因 Himp, CD 一 上 ,: 故 对 0 之 之 二 3' 存 在 th 人 四 使 对 纵 定 的 站 


max pu) < max patt) < es 
人 fa C1.5.18) 
加 地 Palt) >>1— a 站 in Dalt) >]—e. 


对 于 0 一 上 所 ,及 已 给 的 有 令 # 二 [二 ], 则 当 严 委 4 时 ， 


这 mi(mi 一 Spe CR pi 一 adh) 
a=1 


> OP 


a 


" A. 


SP 1, (1. 5.19) 
#=1 
由 (1 5.16) 及 (1. 5.19) 得 
网 - 上 
pe CRA) Sy pI Ch) 十 DFE RY max pr Ct) 
3 Di 
< 二 
放 有 
in 一] 一 人 
0 
再 由 (Ci, 5.15) 得 
习 - 上 
nh) 1 一 26 人 (EL 一 的 


严 一 ] 


=a(1 — YC 一 2e) ph) 
(1 一 3e)np, (h), 


从 而 
pu Ca) pitCh) . 

(1 一 3) (1. 5. 20) 

邻 
Fi 二 i 至 名. 
rr t 

在 《1.5.20) 中 ,; 令 一 0, 则 驴 一 t 国 mi 人 关于 连续 , 故 

BD > (1 ~ 930g,. C1. 5.21) 


在 上 式 中 叉 令 t+ 一 0 得 


lim CD) 0] — 3eg 
fi i 


qz 的 任意 性 得 


142 。 


; = lim 2 


由 (1. 5. 21) 知 ,9, < cc， 

今后 我 们 用 和 表示 多 人 0), 常 以 生 表 示 一 下 (0 , 即 9 一 一 如 

定 尖 1.5.1 设 侣 的) 是 标准 马 氏 过 程 , (gs 一 (BC0 3 Wi 
EB; 若 4 之 避风 称 i 为 PCED 的 稳定 状态 ; 若 和 二 00 风 称 i 为 P(E) 
的 中 时 状态 . 如 果 对 和 任意 1E ,i 均 为 PC4) 的 稳定 状态 , 则 称 PC 
是 全 稳定 的 ;否则 称 PG) 为 带 瞬 时 态 的 . 

注意 :作为 带 瞬时 态 的 标准 马 氏 过 程 的 例子 见 例 1. 3. 3. 

定理 1.5.3 设 (人 oO) 为 标准 马 氏 过 程 , 则 对 任意 iE€ 到, 有 

0 Er (1. 5. 22) 


证 明 由 于 之 六 罗拉 1, 故 


和 Pott) -- 1 一 pli) 
所 t ” 


EF 


令 1 一 人 ,由 Fateu 引 理 得 
0 Dj 
jf 


836 zl) 在 (0,oo) 上 的 存在 性 及 连续 性 


引 理 1.6.1 设 (p,(D) 为 标准 马 氏 过 程 , 则 对 一 切 ; € 忆 ， 
mk 在 某 区 间 [0,#]」 中 其 有 有 界 变 差 ， 

证 明 男 定 ;E 卫 因 ms 人 在任 一 有 限 区 间 中 一 致 连续 , 故 只 
需 证 明 存 在 t > 0 使 得 


后 
> | 可 (一 站 1 pat)| 之 开 达 十 Oo, (C1. 6.1) 
7 一 上 - 


其 中 上 界 Wf 与 无 关 ( 可 能 与 7 有关 ), 从 而 nC 在 [0, 站 中 的 变 
差 也 不 会 超过 MM. 
设 5 半 0, 令 
Gv te) = 1 Oo psd ,iE ); C1. 6,2) 
» 443， 


O88) = 1 CO— p(s) 一 Dpu, Cs) pr C8) 一 


| 
一 >) Dy pn, (8) prt C8 prs) 一 2 Dl... 
ET 二 
>) Pia, Ce}prr, (CS) C3) Ci E Ey,n 守 1. (1.6.3) 


名 -1 天 2? 


往 证 对 任意 i,;j E 了 ,任意 正 整 数 ,G9 (s) 六 0. 
当 4 二 1 时 ,结论 显然 成 立 ; 设 对 n 结论 成 立 , 则 
G8 De) PO pels) — pls) 一 pa, (ps) 一 … 一 
二 民生 


让 


> 了 >) 人 六 ， Ba， (5) px, (se pe td) 


证 


一 > pa CTI 一 Pei ls) 一 Dy) pes, C5) ps,, (38) 一 “一 
| 丈 字 7 


好 了 
> 2 Dp Ca) Pror, C3) pr ita) ] 这 0. 
和 | 要 兴 和 
故 由 归纳 法 知 


3 


G (SY) > 0 E EF) ,a 1. 《1.6. 4) 
记 . 
Ws = batRs) sn 0 C].b.5) 
WW, = minfayay su ln 1;Wo = 1. Cl. 8.8) 
今 定义 
站 = C1, 6,.7) 
fir — DD po Ce) pr (8) 
Di i 
ps) .Cn 1); C1. 6. 8) 
ga = G(s) 
=1— Wp 1). (1.6, 9) 
71 
则 
wm 0 (nF0: {1. 6.10) 
0 (Cn 上). 《1, 6,11) 


s 


”下 (1.6. 和 ) 知 
0 (2 1) 


S11, Cn 2 1). 


| 


由 
ts = pi CAs) 
一 全 2 bs, (SY puto C8) "po, (8) 
t] [= A 
可 得 
wf 1). 
一 | 
往 证 


1 m= Sg (Cn 1), 


了 到】 


《1.6.122 


《1, 6,13) 


《1，6, 147> 


C1. 6.15) 


因 1 一 如一 1 一 太一 太一 六 to 均 (1.6.157 当 二 一 1 时 或 立 . 


设 对 ,C1,6,15) 成 立 . 则 由 《1. 6. 14) 得 


"++ 才 十 】 


1 一 mst = 十 > 一 之 人 各 +1 一 r 


rp] r=1 
有 十 1 


一 铬 十 1 十 fll 一 Wt 


mn 十 1 一 TT 


tl 十 > 5 Fotiat+-1—r—s 


gm] 


n+l 十 2 SS fr 1— 一 站 一 二 


rr] 


二 ,+1 十 >» PE 


一 六 gon 
由 归纳 法 , (1. 6, 15) 得 证 . 


因 光 ,我们 有 


* + 


7 一 1 r 一 1 
从 而 
Ds 二 二 让 (1. 6.16) 
r=] 
你 
和 
(s— Df = Ys — 1)(g 1— 9) 
sé 二 1 总 一 上 
可 BA 
— on Ng < Dg 
$=1 上 一 1 
1 — Ww 
Ee 丽 ， (C1. 6. 17) 


当 > 关 1 时 ， 
外- 一 二 1 十 Sf 一 Da .se 


3 一 | 


1 十 fo TT Ur -ad 


“一 二 


和 
了 > | 一 到 | < Du 19， 十 Y， SN lu Oo | 
r 一 上 


全 | 所 


C1.6.18) 
由 于 一 上 -| 还 | 志 训 一 不 -i| 十 一 十 和 oy 一声 -:|， 
故 (1. 6. 18) 式 右边 第 一 项 为 


Ds > 一 1 六 ,| 


<Pie DD 1 


] -一 Wy 
SS 3 | | 
’ ?一 上 


» dd * 


(1.6. 18) 式 右 边 第 一 项 


归 


> ia 一 四 1 委 1 二 和， [a 一 二 


1 一 上 二 


从 而 ,如 景色 全 172. 则 
lO Wx 
Sl 1 | 1 
因 limpa() 一 1, 疏 存 在 t> 0, 使 当 s € 00, 和 时 ,p03) 这 112. 不妨 
设 


Cw 


元 


Da min pe ts) 之 37 4， 
[UE 


二 /A , 则 


a = prs) = OY 宇 D /4 (1.6.19) 


注意 到 函数 f(x) 二 


调 减 的 , 帮 有 


了 7 一 
bl [Bt Wr 1,, pit wi | 


1 一 WW, 
= of 一 1 
] 一 已 
2 一 1 
sx1/2 . C1. 6. 207 
引 理 182 设 (p,()) 为 标准 恕 氏 过 程 : 则 pC 好 在 [0,#j] 中 
具有 有 界 变 差 , 这 里 + 与 引 理 1. 6,1 中 的 相同 . 
证 明 设 i 二 四 6. 1 中 所 确定 ,只 需 证 明 对 和 任意 六 


A 


> > [p(t — pt 元 作 | 所 Moo, (1.6.21) 
rm] EE 
其 中 上 界 邓 与 六 es : 有 关 ). 记 


ur 二 if Hs 《1.6. 22) 


*» AF = 


P= (pa Ds Pu) 六 0). Cl, 6, 23) 


对 7 一 912 归纳 定义 一 序列 J 一 一 Cob gf ys" **) 如 下 : 
go =PpD, 


1, 6, 24) 
gr+l 一 = em) 1). 
先 证 
Pio 一 Dig®. 《1. 6. 25) 


事实 上 , 当 a 一 1 时 ,(t,6.25) 显然 成 立 , 设 (1. 6. 25) 对 某 = 成 立 ， 
市 欲 证 : 
nm 十】 


Poel) 一 Dg <1， 6, 267) 
imrl 
由 (1. 6. 25) 得 


> pri -pit 六 ) = > ,> gh Pet 


[a ti 


n 二 1 


一 > 让 gt 一 2 J 4 a. 


i=1 


两 边 同 加 上 wef 一 on 得 
二 
Pi" 二 一 Dim) 


有 “上 
— > Wt 
:一 


帮 51 56.25)7 对 = 十 1 成 立 , 由 归纳 法 ,51.6. 25) 得 证 . 
令 191 = 2 19;|, 则 由 (1.6.25) 得 


jE 下 
Du Igo = 1 pe < 
又 因为 DA Din Pa(s) 守 374;, 训 | 
wt = ED > 172. 
49» 


从 而 ， 
> | gg" | < Da | a | 过 1. 
i==l 4 一 荆 
故 
i 
之 er 2 《1.6. 27) 


1 一 上 


其 次 ,由 (1. 6.25) ,我 们 有 
P0 7 P= 之 ， CuO C1 = 0 


Seo po <» 5 | 


reml 1 本 上 


3 > | Cui O— wy? ||. 


一 1 rei 


利用 (1. 6. 20)， 并 注意 ww 一- ;一 1 及 (1. 6. 27) 得 
S$ ll pe 一 P| 所 2 > | 8 1 所 < 44 


r=l 


此 即 


一 pl 元 吃 | 委 1,6. 283 


Si Sp 


一 上 jE 下 


下 面包 (s50) 记 p01) 在 [sa 中 的 全 变 闫 ,其 中 0 st 


引 理 1. 6.3 设 人 pa) 为 标准 马 民 过 程 ， 则 每 个 p(t) 在 任意 
有 限 还 间 上 有 有 界 变 差 , 且 
了 > 有 (0 < oly > 0. 《1. 6. 29) 


ji 加 


证 明 若 x>>0. 则 
rtss + a} = lim ny [pits 


im Sl | pat 


Nee ye EER 


一 psls 十 而 )| 


一 本 (交加 | Pes{ 5) 


-Wt OIF. fs 


+ dd =。 


-5 im Yl Ha) 一 pal Tu) | pls) 


EEE NT pe 
= > all0, ps). 

上 于 
从 而 

DCss ~ 0) = DCO) > pofs) 

jE EE 了 三 下 

RD a0 0), (1. 6.30) 
EE 后 


由 C1. 6. 28) 《1.6. 30) 知 ,pi() 在 每 个 有 限 区 阅 上 有 有 界 变 差 ,是 
(1. 6. 29) 成 立 . 


引 理 1.8.4 对 任意 7€, 存 在 一 单调 增 旺 数 f(t ,使 对 任 
意 1 守 0， 


v0 EB ,EE EY. 1. 6.31) 
证 明 ”不 妨 设 i 关外 任意 固定 :> 0, 令 
一 LV 
作 , 一 P(r8), tr 让 0); (C1.6,32) 
ts 一 ptrsy, fr 六 0). 1. 8, 号 二 


区 定 义 序 列 人 f.} 如 下 : 
nn 一 Wl 二 Fi ts), 


(1. 6. 34) 
[fr 一 >) > Spa, (5) Pr, CH) eg). 

上 性 了 直 EE 
则 由 (1. 6. 4) 知 

二 (1. 6. 35) 

rel 
可 以 证 明 
= 了 下 生字 日. (1. 6. 836) 
r=] 

此 外 ,我 们 有 


Ws OW = Df 0. (1. 6.37) 
a=] 


从 而 
"HO +， 


如 ¥ 7 

1 - 二 
DW DFO | 
+ 一 上 


f…[ 3-] 


一 3 i 1 CO |} 


El 

_ 
<<» D3 | 2z Wi 
2 一 1 


< 二 SF CO0， £). 《1.6. 38) 
二 1] 
因此 
e000) EO GE BY, C1.8. 29) 
取 
B,D) = vat0,0), (1.6. 40) 


Bt) 即 为 所 求 . 
定理 1.6.1 标准 马 氏 过 程 (ps(o0) 的 每 一 元 B()) 在 (0,o2》 


Be 二 Dp > 0 0,i,j € E). 
#E5 


Cl]. 6.41) 
又 >， zy| 有 穷人 竺 0 ,对 上 不 上 升 . 


证 明 ”不 妨 设 B= {0,1,2,'…) 上 且 愉 对 i 二 0 证 .由 引 理 1. 6. 
3. po;tt) 在 任意 有 限 区 间 具 有 有 界 变 差 . 因而 对 t 半 0 几乎 处 处 存 
在 有 窃 导 数 . 由 于 互 为 可 列 集 , 故 叉 任意 3 人 0, 总 存在 1,0< 反 二 二 
7: 合 一 切 5 的 在 有 有 穿 导 数 . 以 下 分 为 三 步 ; 

0) 先 证 对 任意 : 半 0, 存 在 整数 ,使 对 一 切 a,0<Za<it/4， 


有 


x | 四) 一 potti + or) | 
Ze < 


C1. 6,427 


了 = 


事实 上 ,对 已 给 0 之 a 之 414, 可 取 和 EE 72 人 ) 及 正 偶 数 ,使 和 


然后 以 人 代 霄 来 是 六 g, 由 定理 1.2 .3 的 系 ,对 0 之 之 训 


Hl]* 


”本 证 ,存在 1 使 


PD) Lay tn) (1. 6. 43) 


i 


记 jgj ;= 二 > 1g1; 我 们 有 
en 


Sg = 2 | = 2 D1 


i=1 iel ji jt 1=1 
所 5 ! > ys 4 | 
3 i=8 


= 人 Spo,Ch) < dE1, 


et 
故 
B—1 
Fp pl 
号 严正 
Nm-1 
一 人》， | De i Hs: 9 | tL 
由 = 让 
可 | 
-SD 
1=0 三 一 1 一 上 
<2 1oo1 < de 
由 此 即 有 


上 一 


D3 pcs + 0) — po(sm) | da .6.44) 


R= j= 


于 是 至 少 有 Ni/2 个 整数 s 引 + 使 


3 [potCs 十 10a) — pulse) | < BafN, (1.6.45) 


J 二 | 


且 由 (1.6. 27) 可 见 , 对 其 中 之 一 ,如 7， 有 


> pr 十 Do 一 Pro| BN. (1,6.46) 


一身 
今 对 正 数 名 < 名 ， 马 ,去 , 存 在 k 之 名, 使 


» Bo. 


86 en Vt). 《1. 6. 47) 
j= 


于 是 
了 >， | po; Ch} 一 poutti 二 oa) | 
2 之 [po 一 1 一 porlra) [pin ld 一 700 


< 3 十 3 Dd 十 la) 一 poilre) pm 人 — ro0)). 


mek jE 二 1 m= j= 


右 方 第 一 项 由 (1 6. 45) 小 于 8e yy/ 站 ,又 由 (1.6.46) 
> [po Cr + Do) 一 polro)| < B/N. 


再 利用 (51, 6. 47)， 即 知 右 方 第 二 项 也 小 于 sgesyw, 因 此 ， 


{po Ch) 一 potti + a)| _ Be + e2) te 
2 三 所 Ne SR 3 


回忆 4 这 这 六 及 < 21 ,有 即 得 证 (1l. B. 427. 


Ga 对 任意 所 全 0 人 0, 有 
Pot 十 各) 一 Bw 机 十 刀 十 a) > Dor ti) 一 porlt 十 oy) 
二 El 


位 


Pr; ta 


b=D 


由 01.6. 42), 当 a 一 0 时 有 


两 全 十 各) 一 Dy pal py, Ca). (1. 6. 48) 
[二 
其 中 天 折 表 pw 人 的 有 导数 ,由 (1. 6. 42) 还 知 
人 > pb) | < co， 《1, 6. 49) 


烦 可 在 求 和 号 下 对 & 取 极限 ,回忆 (4) 对 吉 芝 0 连续 , 故 由 (1.6. 
48) 并， 球拍 十 2 是 幸 的 连续 函数 , 利用 以 下 事实 :一 连续 萎 数 如 
有 连续 右 导 数 , 则 必 有 导数 ,而 且 导 数 与 右 导数 一 致 , 故 由 (1.6. 
48) 得 


Wh 十 二》 一 >) porlh ps Ch). (1. 6. 80) 


由 于 刀 可 任意 小 , 克 pstt) 在 C0,o2) 中 存在 ,有 究 旦 连续 . 对 任意 的 
-53. 


s 六 0,t > 0 总 可 找到 二 <s, 使 (1.6.50)7 成 立 , 于 是 
Pots 二 站 一 Bo 十 (5 一 上 十 2 


-一 dpa) pus 一 了 十 由 


上 民 瑟 

一 人 区 afs — fmt) 
EE 上 加 

= D> pC) po (0). (1.6.51) 
二 下 


此 得 证 (6 41). 
(i) 对 > 0, 取 所 过 !1 使 其 满足 (016. 49) ,由 (1.6. 41) 得 
pod) 一 > fo pl — 丰 》 


Sd Dd | < ot > 0 (1.6.52) 
= 上 民 可 


仿 (1. 6.52) 之 证 , 即 知 > | 丽人 ;对 上 不 上 升 . 


定理 1.6.2 设 (pst0)) 为 标准 马 氏 过 程 , 则 
s+ = > p(syp(t), 


Ff 


(s 0 01ij € BE). (1. 6.53) 
证 明 ” 念 虹 ,9 = max po(%) ,由 | 
MD) 0D GE 
由 引 理 1. 6. 4, 对 每 个 s,t > 0, 有 
So, 0 0 EE Dal0, Yh) < ec， 


EE te 


又 因 mu(00 二 | 1 芒 Go la, 故 


了 >， wale) | Fp Ca | 加 


EO D0 < on. 《1. 6. 54) 
EE 
从 而 对 每 一 s 和 几乎 所 有 的 世 依 赖 于 s) 有 
DOM) put)! < co {1.6.55) 


k 见 
由 Fubini 定理 着 ,如果 上 入 zs 起 思 , 则 (1.6.557 式 成 立 , 这 里 了 和 
时 Dd 二 


是 零 测 度 集 . 但 因为 Mals) 关于 s 非 减 , 故 (1. 6.55) 对 1 售 名 及 
所 有 的 s 成 立 .特别 地 ,如 1 访 Z, 级 数 》) ps(s)pi(t) 关于 s 在 每 个 


有 限 区 间 -一 致 收敛 , 故 为 。 的 连续 的 函数 . 其 次 ,由 于 7.0 连续 ， 
故 对 每 一 *, 我 们 有 


puls + tt) — ps) = Dm | pe 


=| Dp pe. (1.6,56Y 
EE 


此 处 第 二 个 等 号 成 立 是 由 于 (1. 6.54 的 结果 ,因此 ,对 几乎 所 有 
的 下 依赖 于 s} 有 


Bs = pa) (0). (1. 6. 57) 
kE 


又 由 Fubini 定理 ,如 zt 和 Zis 和 忆 , 则 (646.57) 也 成 立 , 此 处 世 和 2 
是 零 测度 集 , 不 妨 假定 它 作 与 前 述 的 2 及 互 一 致 ,否则 取 它 们 之 
并 , 对 于 固定 的 ! 盖 0 丰台 (1.6. 57) 的 左边 是 * 的 连续 函数 ,由 前 
还 ,右边 亦 是 的 连续 函数 ,故人 1.6. 57) 对 所 有 的 3s 成立 ,名 为 空 
集 , 对 任意 s:: > 0, 因 Zz 是 窗 测 度 集 , 故 可 选 之 二 使 之 满足 (1. 6. 
57) ,于 是 有 


Wt = Dpals tt — tp Cu) 


下 民 量 


一 > Dy pals) ptt 一 在 所 在 


正在 是 了 天 


一 了) puls) pl). 
站 E 


大 而 ZZ 坦 为 空 售 , 亦 即 (1.6.53) 对 所 有 s > 0,: 0 成 立 .注意 到 
Pi(07 二 上 则 它 对 s 二 0 也 成 立 ， 

系 ” 设 (p(0D) 为 可 测 马 氏 过 程 , 又 若 

limp(t) = > 0, Ci € EB). (1. 6. 58) 

刚 每 个 BG 在 (0,0o) 有 连续 有 穷 导数 . 

证 明 ”由 定理 1.2.3 并 利用 那里 的 符号 ,由 (1.6.58) 知 正二 
放 . 根据 P0 一 TDDw 及 (Bao 的 标准 性 :0 所 太守 1 知 咏 的 

。55 。 


一 万 Cu 有 具有 所 要 的 性 质 ， 
注 从 现在 起 , 若 无 特别 声明 ,以 后 提 到 的 马 氏 过 程 均 为 标 
准 马 氏 过 程 ， 


$7 4 过 程 .e 一 矩阵 和 拟 &8 一 矩阵 的 定 尽 


上 面 我 们 证 明了 ,对 任 一 马 氏 过 程 PO) 一 〈patb) 导数 
lim PT ~ gy, (1.7.1) 


[me 


存在 ,并 且 
0 sg 二 十 oo 人 天 力 . 
人 (i EE). 人 
我 们 称 恕 = (qs) 为 过 程 的 密度 第 阵 , 而 过 程 (25( 参 ) 则 简称 为 8 过 
程 ,以 表示 它 与 8 有 (1.7.1) 的 关系 . 
定义 1.7.1 设 90== (gj) 是 8 XxX 了 8 上 的 矩阵 ; 称 8 为 8 一 窜 
阵 , 如 果 它 是 某 个 马 氏 过 程 Go 的 密度 甜 阵 ; 即 8 = 二 PC00); 称 昌 为 
氢 9 一 矩阵 ,如 果 它 满足 (1. 7.2》. 
由 定义 可 知 , 一 个 8 一 短 阵 必 定 是 一 个 拟 8 一 矩阵 ， 
设 台 是 一 个 8 一 矩阵 或 拟 8 一 矩阵 ,垂下 , 若 
Dg 一 出 所 十 co. (1.7.3) 


jt 
则 称 : 是 保守 的 ;着 8 的 每 一 状态 均 保 守 , 则 称 9 是 保守 的 ， 
§ 8 ”两 个 微分 方程 组 


本 节 中 恒 设 恕 过程 为 全 稳定 的 ， 
定理 1.8.1 车 PoO 一 (中 人) 为 全 稳定 如 过 程 , 则 
putt) > DS) gps Ct) + (了 和 五 ). (1. 8， 1} 
teE 
| 证 明 由 (1,1.3) 得 
.56* 1 


pth) = Dpalh) p(t), 
上 所 虹 
于 是 
ptt 十 让》 一 pi Ce) 
由 
一 全 (十 之 pC). 
在 上 式 中 令 8~= 0, 由 法 都 引 理 立 得 (1.8. 1). 


间 理 可 证 得 下 列 定理 ， 
定理 1.8.2 车 POW) 一 《pos 人) 为 全 稳定 @@ 过程 , 则 
(DD 闫 iPr 0» {i,j € By. (1. 8.2) 


在 一 切口 过 程 中 ， 往往 有 站 能 使 (1. 8. 1) 或 (1.8.2) 中 的 “ 完 ” 
号 成 为 “一 ”号 ,所 以 我 们 引 人 和 下列 定 义 ， 
定 多 1.8.1 方程 组 


PD = 》1gapo( 人 和， GjE BR) (1. 8. 3) 
EE 
各 
Dt) 一 Sm ， (jE Bh) 《1. 8. 4) 


分 别 叫做 柯 氏 ( 柯 尔 带 哥 洛 夫 ) 向 后 微分 方程 组 和 柯 氏 向 前 微分 
方程 组 . 我 们 把 满足 (1.8. 3) 和 (1.8. 4) 的 9 过 程 分 别 叫 做 BB 型 4@ 
过 程 和 站 型 怠 过 程 . 
定理 1.8.3 若 & 保 守 , 则 任 一 殷 过 程 PC 一 (of 人) 满足 柯 
氏 向 后 微分 方程 组 , 即 P(E 是 3 型 @ 过程. 
证 明 不 妨 设 再 一 (1 2 我 们 分 两 种 情况 来 证 明定 
理 . 
ti) 设 PC 是 诚实 的 , 在 定理 1.6. 1 的 证 明 第 一 步 中 曾 指 
出 :对 任意 的 上 > 0 和 吾 任 给 z 全 0, 存在 正 整 数 民 可 能 与 三 和 
e 有关) ,使 对 一 切 0<a < 之 4, 有 
SLC 十 四 一 本 | 
所 or 


C1. 8.5) 


s 7 


注意 PKb 诚实 ,从 而 
Sn putt 十 er) 一 pi Ct) 
= 0. 
由 (1, 8.5)》 及 上 式 可 知 , 对 一 切 * 汪 上 k, 均 有 
8 y Bt Oo ptt) 


jE 十 1 a 


pp 
一 之 < Ee, 


在 (1 8.6) 中 让 a 一 8, 再 注意 到 的 任意 性 ,得 
2 0) = 0. (1.8. 7) 
由 i€ ,> 0 的 任意 性 ,得 (1 8.7) 对 一 切 iE Et 0 均 成 立 - 由 
定理 1.8. 1 有 
BOP DBD (jE, (1. 8. 8) 


1 中 


车 (1, 8.8) 式 对 某 个 2 和 六 成 立 严格 不 等 号 , 则 由 
>) 入， | gp | 


jjE 轩 人 吾 


到 > la * > pat) 


上 所 呈 J 后 再 
A > [ga | 
上 所 上 


20 < 所 十 oo 


《1.8. 6) 


及 @ 保 守 , 得 
DS pslt) 


4 加 

> > Gi >) Pr; C2) 
EER ij 二 昌 
EE 

=—0. 


这 与 (1. 8. 7) 矛盾 .所 以 必 有 了 辆 但 一 > gaps( 四 ; 即 PO 为 B 型 @ 
LER . 


过 程 . 
» EBs 


tii) 设 PD 一 (ns E 本 不 是 诚实 的 . 我 们 按 定理 
1 1 1 中 的 办 法 作 一 个 诚实 的 马 氏 过 程 POOD ,6@= (9,57 EE 站 
表示 PCO 的 8 一 矩阵 .显然 有 | 

、 go EB, 

qi 一 0, 1 一世 C1. 8.9) 
所 以 ED 是 一 个 全 稳定 马 民 过 程 . 关于 au E 加, 我 们 也 可 以 计 
算出 来 , 事实 上 ,由 《1.8. 2) 得 

一 2 EB 

jE 的 {i} 


嗓 
gd (iE BB). 《1. 8. 10) 


于 加 wz 
由 (1.8. 10) 和 @ 梨 守 得 4 所 0. 于 是 由 4 蒂 04 得 
ga = 0,(tt€ FB», 


故 
一 = Dg 
ET 
= DD) hi € EB)s 
了 区 部 4 
qa 二 0 二 Da 
jEE 
多 
一 ji 
jE 


所 以 , 由 总 保守 再 注意 zaCD 是 诚实 的 , 使 用 Ci) 中 已 证 明 的 结果 ， 
得 
ptt 5) 二 名 (Ct 十 3} 
= ZPD) 
= gpst), (5 € B). 
它 站 


故 PC 是 8 型 8 过 程 ,定理 证 毕 . 
注 “对 于 带 肯 时 态 的 &8 过 程 ,其 6 型 & 过 程 的 定义 是 此 处 全 
稳定 情况 的 一 般 化 . 其 定义 见 本 书后 面 . 
+ 59 。 


$9 ”讨论 的 核心 问题 


上 面 已 经 看 出 , 任 一 马 氏 过 程 的 密度 祭 阵 是 8 一 矩阵. 现在 我 
们 提出 相反 的 问题 ,对 任 给 的 一 个 矩阵 8: 

《1) 在 什么 条 件 下 ,8 成 为 8 一 矩阵 , 即 何 时 咏 过 程 存在 ? 

(2) 车 已 知 8 过 程 存在 , 何 时 8 过程 唯 一 ? 

(3) 车 已 知 8 过 程 存在 ,如 何 实际 求 出 8 这 程 ?特别 当 8 过程 
不 唯一 时 ,如 何 实 际 构 造 出 全 部 8 过 程 ? 

对 于 不 中 断 .8 型 和 FF 型 8 过 程 也 可 提出 上 述 类 似 的 三 个 基本 
问题 . 

这 三 个 基本 问题 就 称 为 名 过 程 的 构造 论 问 题 ( 前 两 个 问题 也 
称 为 &@ 一 年 阵 问 题 ). 此 问题 是 kolmogorov[1] 于 1931 年 提出 来 
的 , 距 今 已 有 60 多 年 的 历史 . 在 此 期 间 ,各 国 概率 论 工作 者 作 了 大 
量 的 工作 ,取得 得 大 的 进展 ,但 也 留 下 了 一 批 疝 未 解决 的 问题 . 本 
书 紧 紧 围 绕 上 上 述 三 个 基本 问题 ,特别 是 前 两 个 定性 的 基本 问题 来 
进行 讨论 ,其 中 大 部 分 成 果 是 首次 发 表 ， 


。 间 。 


亿 o 过 程 的 拉 氏 变换 


前 而 手 出 了 名 过 程 构 起 理 论 的 三 大 基本 向 题 ,但 直 搁 对 
《ma 讨论 往往 不 方便 . 在 这 一 章 里 ,我 们 给 出 & 过 程 ,B 型 @ 过 
程 和 型 8 这 程 的 拉 氏 变换 .将 (p(t)) 的 研究 归结 为 研究 它 的 拉 
氏 变 搞 (rs 03、 


31 可 测 马 氏 过 程 的 拉 氏 变换 


定 半 2.1.1 设 @0 为 定义 于 [0,cc) 的 可 油画 数 . 如 果 


Fa) 四 | ,0 DOD, (2 > 0), 


存在 县 有 限 , 则 说 80D 的 拉 普 科斯 (Laplace) 变换 存在 , 并 称 
了 CC4 0 为 BD 的 拉 伍 控 斯 变 措 ,简称 为 拉 氏 变 挤 . 
对 于 可 测 蕊 氏 过 程 PL2) 一 《py(2)), 令 


pA) =| sepa A> 


因 0 所 py 过 1 故 上 述 积分 存在 且 有 限 . 沁 BC2) = (ru(C1)) ,并 称 
Ri) 为 过 程 Po 的 拉 氏 变换 . 

定理 2.1.1 一 个 可 测 马 氏 过 程 由 它 的 拉 氏 变换 相互 唯一 决 
定 . 

证 明 ” 直 定 理 1.2.1,(111 和 和 (1.1.2) 手 , 对 于 可 测 马 民 
过 程 (z 6) , 任 一 正名 是 有 界 函 数 : 且 在 (0,co) 上 连续 . 由 有 界 
连续 通 数 由 其 拉 色 变换 唯一 确定 立 得 本 定理 . 

由 于 上 述 定 理 ; 我 们 今后 也 把 过 程 PO 的 拉 氏 变换 只 Ci 叫做 
一 ' 个 马 氏 过 程 . 


a 后 ] 。 


定义 2.1.2 上 抠 阵 族 且 0 二 (ri 全 相 ,4 之 0, 称 为 一 
个 马 氏 预 解 式 , 如 果 它 们 满足 下 列 条 件 ; 


(iy RCA) 之 0， (4 0 C2,.1.1) 
ARCAIl 所 1， {A 07; 《2. 1. 2) 

{ii ROA CO— ROD Cho A ROIRCA) 一 由 CA uO). 
《2. 1. 3) 


我 们 常 称 (i) 为 马 氏 预 解 式 的 范 条 件 ,(i 为 预 解 方程 . 
定 久 2.1.3 称 函 数 了 (4) (> 站 为 完全 单调 函数 ， 如 潜 了 和 
在 40:ce) 肉 有 各 阶 导 数 , 且 


(一 1》 人 0 =012,). (2.1.4) 
定理 2.1.2 设 有 0) 是 一 个 马 氏 预 解 式 , 则 
OO) = DD 0); (2.1. 5) 
GD 0 DTY & Gj (2.1.6) 
GD OE EH GE En 0. 
jEF 
(2,1. 7) 
证 明 0) 由 (2. 1.2) 得 
RO RO poyRCO. (2.1, 8) 
和 一 此 


在 上 式 中 令 & 一 14, 并 注意 (C2, 1. 1) 02. 12 和 加 Cu 关于， 全 0 和 连 
续 , 立 得 


CA4 _ 
a 


又 由 C2.1.3) 得 RECODRCD) 一 RCD RCA). 故 
PO) 一 Rp) 


一 RCA), (2.1.9) 


A 
= TRC) + 新 -0 有 CA 
十 :十 -iCn)]. 2.1.10) 


* 


在 于 式 中 令 4 一 1 并 注意 (2. 1. 1)、 (2. 1. 2) 和 (2. 1.9) ,得 
dR __ 
本 邦 
由 (2.1. 9].(2.1.11) 和 了 轨 纳 法 立 得 (2 1, 5). 
Kiiy 由 (2.1.27 及 归纳 法 得 
和 CDMRCDT HR 1 


一 ET (CA), 《2. 1.11» 


| 一 和 Ta An 和 
若 记 所 (4) 的 元 素 为 7? CA ， 上 式 即 
1 . 
0 所 YD i: (EE). [2. 1. 12) 
更 有 
A rg :0 二 去 ， 《2,. 1. 137 


由 2, 1. 5) 及 (2. 1. 13) 得 
(一 D" Fry 1) 委 
《2. 1. 6》 得 证 . 


(iiiy 由 (C2, 4148) 和 {2.1.10) 知 庆 CD YC ,n= 1,2,* 
从 而 对 每 一 ay 7 C4) 是 和 EE (0,00) 的 连续 函数 , 由 Dini 定理 ， 


3 民 旺 


对 任意 ty,0 之 t 之 名 之 05， 2178(00) 在 [人 中 一 致 下 人 敏 - 由 


了 所 三 


(2.1.5) 知 , 在 此 人 中 , 习 站 COD 一 (一 Dailyr8 一致 
J 二 J 下 
收敛 , 故 对 任意 4 有 
用 十 - 
《一 证人 0) 一 2 一 1)* 二 ro 人 一 Dann vA4). 
再 由 (2. 1. 12) 得 
D'S) < 


jE 上 


从 而 (2. 1.7) 获 证 ， 
定理 2.1.3 RC4) 二 (rj(2)) 为 要 个 可 测 马 氏 过 程 Pb 一 
(py) 的 拉 氏 变换 当 且 仅 当 BCG 是 一 个 马 氏 预 解 式 . 此 外 
» 63* 


lim rs《%) 二 limgu(D ,过 程 PO) 为 诚实 的 当 且 仅 当 iR(C2)1 一 1， 
证 明 “上 先 证 必要 性 . 
设 以) 为 可 测 过 程 PC 的 拉 氏 变换 ,由 PO) 的 范 条 件 得 
(2, 4.1) 和 (2. 1.2). 我 们 有 


| et 十 sds 


Ga] 


-| ,© :Dp (sds 
一 27i Hy -| eo pyle) ds. 
如 二 2 wy 出 
站 可 ep + ds 
-| a or Cd -| Le | er pu (sdsdt 


1 


下 Cr Ce) 一 Tuf AD >。 
一 此 
但 是 
ee | 十 sidsdt 
ov 
-| eT | 0 > pa typ Codsdt 
一 > re Ar te). 
此 王 昌 
破 
ps) m0) = TraCWry). 《2.1.19 
A 下 pa 
此 即 


BROW 一 下 Ca + Oo AROVRG = 0, (Chk > 0). 
《2. 1. 3) 得 证 . 
再 证 充分 性 ， 
设 RC) 为 一 马 氏 预 解 式 . 由 定理 2.1. 2 及 “有 界 连续 盟 数 的 
拉 攻 变换 是 完全 单调 的 可 导出 此 函数 非 负 *” 知 , 存在 可 测 函 数 
= Bd" 


fa Oil E 了) 满足 条 件 


0 ss 《2 1.15) 
0 委 YD El C2. 1.16) 
jE 


使 得 7( 和 0) 是 于 ;0 的 拉 氏 变换 . 田 预 解 方程 得 
门 e728 + tdsdt 


1 


-| | em Sfale) fy (tdsdt. (2, 1.17) 
由 5 
从 而 ,除去 一 个 (s1) 零 测 集 外 ,下 式 成 立 
fuls tO = Dfate) f(t). 《2. 1. 18) 
EE 


对 + 半 0, 定 义 
一 工 >)| pF | 
Pa ft) 1 2 ft EA 


-二 Pope 一 Da (2.1.19) 


上 六 点 


现 〈2. 1,18) 对 几乎 处 处 《es 昌 成立, 故 对 几乎 所 有 “人 0,， (2.,1. 
19) 中 的 被 积 萎 数 对 开平 所 有 的 E (0 等 于 万, 从 而 几乎 处 
处 有 


ptt) = futi. 《2. 1.20) 
同时 ,由 (2. 1. 16) 知 
pa = TD, (2.1.21) 
其 中 wd 一 | fw)fult 一 共和 u 为 连续 孟 数 ， 
由 于 级 数 gC 被 也 | ,六 (本 所 控制 ,而 后 者 的 每 项 均 为 
非 负 连 继 函数 , 且 其 和 了 | ,Cm 一 | ,( 可 fu J 为 连续 本 


数 . 由 Dini 定理 ,在 每 一 有 限 区 间 [0,7] 中 ,级 数 了 | ,f(D 和 一 到 
收 敏 ,从 而 gC 一 臻 收 伍 ,由 (2.1.19)》 知 机 全 在 (0,cc) 连续 ， 


正本 了 了 


9 Bo" 


再 由 《2. 1. 15》 和 (2. 1. 20) 知 


0 El (> 0). 2.1.22) 
由 (2. 1. 16》 和 (2. 1. 20) 知 , 对 几乎 所 有 +>> 0, 有 
OR Pp EL. “2. 1. 23) 
jE 呈 
由 (2 1. 18) 与 2. 1. 20) 知 , 对 几乎 所 有 的 Cs, 丰 ,有 
pjts 十 让 一 Spals) pu Ct). 《2. 1.24) 


二 EE 二 

往 证 (2. 1. 23) 对 所 有 上 全 0 成 立 , (2,1.24) 对 所 有 st > 0 成 立 ， 
时 i 全 再 , 若 肥 的 有 限 子 集 记 ECr 一 20), 那么 由 (C2.1.23)， 

对 几乎 所 有 + 六 0,0 扫 > pu 安 1 成 立 .注意 色 为 有 限 集 ,从 而 


5 加， 
D>) p00D 为 1 汪 0 的 连续 函数 . 故 0 坟 > put 委 1 对 一 切 !>0 成 
ji ER 
立 . 由 于 p00 一 lim >1pi(9, 因 此 ,我 们 证 明了 对 沂 有 + 盖 0 有 
je, 


2 全 EE 


0 pm) Rl (2. 1, 25) 
;所 点 


由 (2. 1.25) ,Dpals)py(t) 妇 》pals) 袜 1 对 所 有 s>>0 演 0 成 


于 全 上 RE 


立 . 从 而 8 六 0 十 站 ,> prls)py (0 均 是 1 > 0 的 连续 函数 . 
KEE 


机 (2. 1. 24) 知 , 存 在 (0,00) 的 零 测 子 集 2, 使 得 对 s EE 2,s 守 0 以 
及 一 切 to 0, 有 


pss 二 站 一 2) pals) py tt), (2. 1. 26) 


- Py 
注意 双 是 零 测 集 , 从 而 YsEEZE, 必 存在 0 过 二 ss 使 9 全 Zoo 一 中 
蕊 zB, 因此 ;对 所 有 t 计 0; 由 《2.1.26), 有 


Dpals) pC 
此 民 四 

= DY pals’ Jpals — s)) p(t) 
EB ltEE 

一 Baker > pals 一 8 pe: C0)) 
?至 上 起 加 


个 各。 


一 puls Dang 一 下 十 站 


全 
一 Pigs 十 有 区， 
从 而 证 明了 对 所 有 = > 0,: 汪 0 有 
Pils + 一 pus) ps). 


# 丰 于 
定义 pC0) = G65. 由 (2, 1.22)、(2,1,25) 和 {2.1,26) 知 (py()} 是 
一 全 可 测 马 氏 过 程 . 且 由 (2. 1. 20) 有 
ri (Cay -| ep -| ps COR. 
故 Cpsy( 四 ) 以 RC 汐 其 拉 氏 蛮 换 . 
设 RO) 为 PO 的 拉 氏 变换 , 刚 
Lim mrt ay = lim ea (evat 
A——co 1 0 


加 
=lim| "e pt ds 


-| ni 
J amo 
=!impstt). 

最 后 ,证明 2 诚实 当 且 仅 当 MRI1 一 1 >> 0), 必要 性 是 
显然 的 . 往 证 充分 性 . 设 二 (1 = 1,(4 祈 09), 即 对 任意 iE 有 
Dh 二 1,(% > 0), 则 

| ,Dn =1, 
由 上 式 知 ,对 几乎 一 切 1> 0, 有 
Sp = 1. 


= 
但 由 定理 1, 2. 3 的 系 , >7zs(b 是 (0,co) 上 连续 配 数 , 故 
ij 所 局 
Dm) 一 1 ,Cz > 0). 
j 所 上 


-Bb7* 


注意 到 pi(0) 一 全 ,我 们 有 
> pt) = 1 » (Et 2 站 >。 


3 后 是 


从 而 PQ 为 诚实 过 程 ， 
32 9 预 解 式 


定义 3.2.1 一 个 马 氏 预 解 式 称 为 标准 的 ,如 果 它 还 满足 下 
列 条 件 
lim Rh) 一 了 ， 2. 2. 1) 
其 中 了 工 为 吾 X 吾 上 药 单 位 害 阵 . 
由 定理 2. 3. 3 立 得 下 列 定 理 ， 
定理 2.2,1 一 个 马 氏 预 解 式 Ri) 是 一 个 标准 马 氏 过 程 的 
拉 氏 变换 当 且 仅 当 EC(2) 是 标准 的 ， 
定义 2.2.2 任 给 一 个 8 一 和 矩阵 &, 一 个 标准 马 氏 预 解 式 
RC24) 叫做 一 个 足 预 解 式 , 如 果 它 还 满足 下 列 条 件 
lim ARCA) 一 六 一 和 驴 . (C2. 2. 2 
以 后 我 们 称 条 件 (2. 2. 2) 为 8 条件. 
定 尽 2.2.3 设 @ 为 全 稳定 8 一 矩阵. 马 氏 预 解 式 ERC) 
Gu 和 叫做 一 个 B 型 @ 预 解 式 , 如 果 它 满足 下 列 条 件 
CA — RC) 一 了 《2.2. 3) 
引 理 2.2.1 8B 型 8 预 解 式 必 是 8 预 解 式 . 
证 明 设 RO) 是 一 个 BB 型 8 预 解 式 . 由 预 解 方 程 知 ， 
rafa yy 《4 oo) 由 范 条 件 知 


0 Ti CA 


上} 


1 
3 
手 是 | 
ri) 0, Coco). 
故 由 {2.2.3) 得 * 
lim ro 人 


ae BB» 


= lim C6;; 一 GTA 十 DD gr Ca) 
om 4 


一 在 ;， C2, 2 4) 
由 2. 2. 3) 到 有 
A — 3) = Dy gM), 
上 ER 
但 
> [rar | = > ‘gi | Aris tn) 
EE 上 毛 忆 
所 : > i | 
上 所 点 
所 20 所 十 co- 


所 以 由 (2.2.4) 和 控制 收 煞 定理 得 
lim AChrs (HY 一 页) 


一 Lim 了 >， ri C4) 
EEB 


Ac 


= > gu lim rsh) 


点 民 且 


一 晤 。 
有 从 而 条 件 (2. 2 2 成 立 , 所 以 RC 是 一 个 8 预 解 式 . 
定义 2.2.4 设 9 为 全 稳定 9 一 算 陈 ,一 个 马 开 预 解 式 RC(2%) 
一 (20) 叫做 一 个 F 型 8 预 解 式 ,如 果 它 还 满足 下 列 条 件 
RO CA — @) = I. (2. 2. 5) 
引 理 2.2.2 下 型 8 预 解 式 必 是 8 预 解 式 ， 
证 明 ” 设 EC%) 是 一 个 子 型 & 预 解 式 . 仍 由 预 解 方程 和 范 条 件 
知 
Pi 0 个 oo). (2. 2. 6) 
由 《2. 2. 5) , (2. 2.6》 和 单调 收 钱 定理 得 
和 一 的 


= 9， 


=lim(— m4)g) 十 lim Dy ralhgs 
人 一 


二 0, 
又 由 预 解 方程 得 
Pa = ma) + Ca oo Dr A). 


由 应 加 
所 以 
Dj rag 
= Dra + Ca HD Or) Dr 
Fe # 伍 是 kd 


邯 
Dra (CA)g, 十 Dirk) >») AT ra CNY gs 


上 天 了 4 亿 吾 Li 


一 ras 十 A rl) Dr CA gy (2. 2. 了 》 
二 天 了 3F 忆 志 ES 
由 C2. 2. 6) 及 单调 收 敏 定理 得 
lm Dra, 一 之 limrat Ah) 


二 0 【2. 2. 8) 


lim# Dr a) Dr gs 


了 臣 可 上 三 贞 
= rn) >) lim? sr (Ag 
erg FER 2 
一 心 . (2. 2,9) 
根据 (2. 2.7) 一 (2. 2.9) 
lm Dr Dra; 一 Pret)gs. (2.2.10) 
EE 是 认 中 4 
固定 ,7 E 了 3, 选 如 一 co 使 Him >1Nrrur( 和 gs 一 am 存在 .于 是 
a 
ti 一 lim YD hr (Ch) gy 
ed kk 
六 之 Hm ra Ch )g; 


ea ?70O* 


9， Sy 一 
-1 2 形 目 
由 (2, 2. 10) 得 
ra 一 Jim 2 Ce DD) rah ) 


zz 上 


汪 lm rs (CA 了 rs 加 ?gu 


Ee 


十 lim Ora) Dr Ch es 


0 #0 EEj 


2.2.11) 


Br gy 十 ra) 2 im Ar 和 ?gu 


ss 上 了 


=r CH + DY rei) gs 


ent 
车 sm 关 记 则 由 上 式 得 
ri, CA ss :ri CH ls; 总 [se Ey. 
特别 ， 
了 ap CH gs 2 Paes CH) as, 
因为 


An 人 下 1, (Ck > Co), 
所 以 可 选 一 | my 使 Peen ito 2 > 0, 从 而 有 
人 六 go 


由 (2.2. 11)》 和 (2. 2. 15) 得 


ts 一 oie 
从 而 lim 》) ,st2D9s 存在 巨 满足 
tj 
lim nD 7 坟 Yess 


1 


gi 


一 27 lm) 《sa 天 力 ， 


A 


Ln 
若 ss 二 j; 由 (2.2,12) 得 


rat os; Se 0. 


{2. 2. 12) 


(2. 2. 13) 


(2.2,.147» 


(C2. 2.15) 


C2. 2, 16) 


=- 771" 


再 由 2. 2.14} 太 a, 宇 0 得 
a = 0 


所 以 lim > 知 aC20)4, 存在 且 满足 


rt) . 
lim Sati) = 0= 2 lm A C2.2.17) 
A TF 
综合 (2.2.16) 和 (2 2,17) 得 
lim > Mra(h)gu 一 >，lim ral hg fi € BE). 
让 和 上 天 Ej A 
《2.2. 18) 
由 (2. 2. 5) 和 (2. 2. 18) 得 
Hm Car CH) 一 站) — limgsirs lh) + lim > ra Ch gs 
和 网 一 A—on re 


= limg;Ar, CH) 十 > lim ru tA) 
hr 一 ca 


Lost 


一 > lim Arat AY gs 


= hi 
所 以 8@ 条 件 成 立 . 故 RC4) 是 一 个 8 预 解 式 . 


§3 8 过 程 的 拉 氏 变换 的 判别 准则 


定理 2.3.1 设 旬 为 一 个 8 一 矩阵. 一 族 答 阵 Ba 一 
(C2 (4 >> 0) 为 革 个 各 过 程 PO 二 (p00 ) 的 拉 氏 变换 的 充 要 
条 件 是 RC(2) 为 一 个 @ 预 解 式 . 

证 明 人 先 证 必要 性 . 

设 PG 一 (ao0) 为 一 个 8 过 程 ,RC4) 囊 示 它 的 拉 氏 变换 . 由 
定理 2, 2,1,R(%) 是 一 个 标准 马 氏 预 解 式 -由 | 生起 一 后 | 扫 2 及 
PD 一 且 知 ,当天 六 或 者 ;一 了 且 ; 为 稳定 状态 时 , 必 存 在 开 盖 
0, 使 

一 人 < > 0 


于 是 由 控制 收敛 定理 得 
72 。 


lim AtAri Ch) 一 oii) ~— lim | Ale— MC pe tty 一 全 站 人 
bor i co 0 


-EA t 
= —e tpt) CO— 6 
Fd 由 ® py) Gs di 


一 Im te a 
dee 筷 
入 
es pu 地 ) 一 se 
-| te lim at 
1 he 3 
A 
-| Vie Ym BS 一 和 on 
vo < 一 有 3 
一 lim Bj C3) 一 而 ， 
sb 3 
= (2. 3, 1) 
当 i 为 鼎 时 访 时 ,对 任意 充分 大 的 下 汗 0, 均 存 在 声 0, 使 


ale) 一 
OT ,0 At 


从 而 对 于 充分 大 的 了 > 0, 当 0 <iSm,2 > 二 时 ,有 


了 一 1] 


A 

从 而 由 (2. 3. 1) 中 前 三 个 等 式 同样 可 以 导出 (2. 3.1) 中 最 后 的 等 
式 ， 

因此 ,RC 为 一 个 8 预 解 式 . 

往 证 充分 性 ， 

设 RC 和 ) 为 一 个 @ 预 解 式 , 则 RCW) 是 一 个 标准 马 氏 预 解 式 . 由 
定理 2. 2, 1, 存在 一 个 标准 马 色 过 程 PO) 二 {pj( 四 ) 使 得 BC 是 
Po 的 拉 氏 变换 , 道 转 (2. 3. 1) 式 的 证 明 ,得 


< 一 天 


a 7 了 当 。 


lim 
tio 


- 邦 P(D 是 一 个 8 过程. 充分 性 证 毕 ， 


Oe 
Po = lm) 一 %) = gw 
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本 节 中 恒 设 8 一 矩阵 8 是 全 稳定 的 . 

定理 2.4.1 设 Q 为 一 个 9 一 算 阵 . 一 雍和 矩阵 RC%) = 
(of 0) 为 某 个 8 型 鲁 过 程 的 拉 氏 变换 的 充 要 条 件 是 RC2) 
为 一 个 型 8 预 解 式 . 

证 明 ” 先 证 必要 性 . 

设 PO 为 一 个 型 8 过程 ,RC 表示 其 拉 氏 变换 . 由 定理 
2.3.1 和 (1.8. 3) 知 RCX) 是 一 个 B 型 9 预 解 式 . 

再 证 充分 性 ， 

设 Ri 是 一 个 3 型 8 预 解 式 , 由 引 理 2. 2.,1 知 ,RC 和 ) 是 一 个 @@ 
预 解 式 , 于 是 由 定理 2. 3.1 知 , 存 在 唯一 的 过 程 POD , 它 以 了 Ci 为 
其 拉 氏 变换 .由 (2. 2. 3) 得 

MN) 一 而 一 gary (Ch), 
全; 


但 
Ari A) CO— =| se ptt)at, 
于 是 由 Pst) 2 0, 9 2 0， CE 天 1 及 单调 收敛 定理 得 
[ e “mitt)at 2 eHpe Ca) dt 
-| “eaepa Da 十 | ep {riyat 


oo 


-| 所 Hpbi CDA +| 如 Dd gapy Cidt 
0 v0 Ei 
-| 已 一下 Dgupe CD. 

0 站 


"744. 


由 | > 区 之 > 有 委 2 所 co 知 , op 是 z 的 有 界 连 
= 点 所 中 te 


续 函 数 , 由 (C1. 4.1) 知 ; |B 的 | 入 gj Et 字 们 .大 罗 (四 也 是 1 的 
有 界 连 续 涵 数 . 于 是 


Plt) 一 > i Pr CF). 


teEE 


从 而 P(D) 是 一 个 BB 型 8 过程, 它 以 ROX) 为 其 拉 氏 变换 . 
8 8 了 型 过程 的 拉 氏 变换 的 判别 准则 


本 节 中 同样 恒 设 8 一 算 孟 8 是 全 稳定 的 . 

定理 2.5.1 设 8 为 一 个 4 一 先 阵 . 一 族 和 矩阵 RCX) 一 
(rm 0) 为 某 个 下 型 过 程 的 拉 氏 变换 的 充 要 条件 是 RC 和 0) 
是 一 个 下 型 8 预 解 式 . 

证 明 ” 先 证 必要 性 ， 设 Pt 为 一 个 型 9 过程 ,以 R(X) 表 
示 Pb 的 拉 氏 变换 , 由 定理 2.3.1 和 (1.8.4) 知 RCW) 是 一 个 了 型 
9 预 解 式 . 

往 证 充分 性 设 RCOD)(2 > 0) 是 一 个 型 8 预 解 式 . 由 引 理 
2. 2.2 知 , RCW) 是 一 个 日 预 解 式 ,于 是 由 定理 2. 3.1, 存 在 唯 一 的 
过 程 PO ,以 ROG) 为 其 拉 氏 蛮 换 . 由 (2. 2. 5) 得 


, 6 1 1 。 
ri 人 一 宛 一 元 moD9 十 去 2 a (2, 5, 1) 
于 是 ,由 pytD 这 0, 这 0Ci 考 放 ) 及 单调 收敛 定理 得 
[ep 
0 


-| ea 一 | Pals)ds +| ,5 pcs)gasJet, (C2, 5. 2) 
1 


| er。 《划一 0 十 | pcs)as -上 | Dp Cs ouds | 中 一 
[ea 


2,5,3) 
由 定理 1. 8.2 知 
量 75 时 


Bt) SO— pilt)g; + Dy) prt gs C2. 5. 4) 


zj 
于 是 
0 < 2》 Pr Ct Yi 
Ea] 
Pt) 十 TP 
A 十 和 所 oo 《2.5. 5) 
从 而 
o<| Das GH +a (2.5.6) 


Et 


于 是 由 (2. 5,5),(2, 5. 6》 和 数学 分 析 中 的 定理 知 
Putt) — Gi | esas 一 | 了 > pa Ce) guds 


La 


是 连续 函数 . 由 (2. 5, 4) 知 它 还 是 非 负 的 . 故 由 《2.5. 3) 得 
bs Ce) 一 此 十 ¥; | pls)ds 一 | Das)gas = 日 ， 


上 天 3? 


即 
ml = 6 — 9 | zt 十 | Dna)guds, (2.5.7) 


Ei 


由 《2. 5.6)， (2.5.7) 各 数学 分 析 中 的 定理 ,存在 零 测 集 4 和 [0， 
oo), 合 
PB = Dp tEAM. | (2. 5. 8) 


三 下 


到 0<t 人 4 对 于 人 0, 由 人 2.5.5) 及 定理 1.6.2 得 
Dp Dg; 


上 二 四 


= Ot De WE Da, 


FE 


= DO pe) paCt) gs 十 Symp C0) gs; 


tj # 术 下 


一 人 pe 人 iD) >) paltygy 十 2PM ps Dg 


3 全 名 Ey 


二 >) Fis hy 了 >， Paty rs 


4 它 忆 EE 


» TO = 


一 Sp) pt) 
EL= 秆 玫 


= ptt 二 ). 
所 以 1 十 h 饭 4. 由 于 4 是 海 测 集 , 故 i 可 取得 任意 小 . 所 以 对 于 一切 
! >> 0,(2.5. 8) 成 立 . 由 于 PCD 是 0 过程 , 故 (2.5.8) 对 :一 0 也 成 
立 . 所 以 (2. 5.8) 对 一 切 ! 宇 0 成 下. 从 而 POD 为 了 型 如 过 程 , 目 以 
RC 为 其 拉 氏 变换 . 


77 了 。， 


忆 分 解 定理 


本 章 给 出 8 过 程 的 禁止 概率 分 解 定理 及 其 道 定理 (统称 为 分 
解 定 理 )- 它们 是 4 过 程 构造 论 中 非常 重要 而 且 有 效 的 工具 之 一 ， 
本 书 将 经 常用 到 . 

$1 中 先 陈 述 广义 协调 族 的 概念 及 有 关 的 性 质 和 结果 ,作为 
介绍 分 解 定理 的 准备 .8 2 中 给 出 一 维 分 解 定理 . $3、$ 4 中 给 出 
多 维 ( 有 限 维 ) 分 解 定 理 . $5 中 介绍 龟 过 程 的 某 些 性 质 . 


$1 广义 协调 族 


设 豆 为 可 列 集 ,在 本 书 中 ,Ms 表示 定义 在 号 上 的 有 界 列 向 量 
的 全 体 , Ls 表示 定义 在 E 上 的 可 和 行 向 量 的 全 体 ,ms 表示 定义 于 
x 百 上 的 和 矩阵 (其 元 素 为 实数 或 土 oo) 的 全 体 , 如 果子 后 Mrsy 捷 
zs 定义 内 积 为 [9, 门 一 49， 有 时 也 用 gf 表示 , 即 gf = [9. 了 ]. 


向 晤 或 垂 阵 的 极 轨 .等 号 以 及 不 等 号 都 是 逐 元 意义 下 的 . 另外 ,用 
0 表示 元 素 全 为 0 的 向 量 或 第 阵 , 用 1 表示 元 束 为 1 的 列 向 量 , 用 7 
表示 单位 和 矩阵. 

设 马 是 给 定 的 一 个 定 关 于 HB 上 的 8 一 答 阵 ,YY(2) 是 一 个 相应 
的 日 过 程 . . 

定义 .1.1 称 定义 在 上 的 行 向 量 ?0 人 4 > 0) 是 关于 
区 (4 的 一 个 广 刻 行 协调 族 ( 简 称 广 行 族 ) ,如 果 下 列 两 条 注 足 

OHNE Ltd > 0 
NA MA) = A ORME Ch a 0), 

关于 02) 的 广义 行 协调 族 的 全 栖 记 作 zero 特别 , 当 全 稳 

定 ,PY(2) 为 最 小 8 过程 (2) 时 ( 称 人 BC) 为 最 小 8 过程, 如果 对 任 
-FT3* 


意 电 过 程 到 (和 , 均 有 和 (2 委 凡 (2 ,， 见 第 四 章 ). 相应 的 广义 行 协调 
族 称 为 标准 行 讲 调 族 , 简 称 为 行 协调 族 . 

定义 3.1.2 称 定义 在 请 上 的 列 语 量 D(X 计 09 是 关于 
82 的 一 个 广义 列 协调 族 ( 简 称 广 列 族 ), 如 果 下 列 配 条 件 满足 

OA) EM 0)) 
EC Ep) = Ca oo DFOECD (CD 0). 

关于 亚 (%0 的 广 闷 列 协 调 族 的 全 和 体 记 和 作 并 ro 特别 ,当中 全 稳定 是 
六 (2) 为 最 小 8 过 程 时 相应 的 广 闵 列 协调 族 称 为 标准 列 协调 族 , 简 
称 为 列 协 调 族 . 

从 定义 可 知 , 广 六 协调 艾 与 多 (2 关于 参数 2 可 交换 , 即 恒 有 

TDPOD = glu) 


VONECEY 一 PAECAY. 

定 交 3.1.3 称 90) 及 < 是 关于 到 (0 的 广义 共 斩 协调 
对 ,如果 下 列 两 条 件 满足 

PAY EEC €E Ji (3.1.1) 
EA) 1 MO. (3. 1. 2) 

美 于 亚 () 的 广 记 共 应 协调 对 全 六 记 作 Dre. 同样 可 理解 标准 
共 孝 协调 对 pe， 

对 于 广义 共 轰 协调 对 ,今后 将 记 之 为 (3(2 eaA))roy 在 不 致 
混淆 时 ,可 简 记 为 人 602) 用 此 记 法 ， 可 视 90) 及 5( 和 D 为 
(nC4) ,E04)) 的 两 个 “分 量 ”, 不 过 要 将 此 记号 与 共和 嫌 及 六 和 的 内 
积 [x( 和 ,185( 罗 ] 严格 区 匣 开 - 理解 成 “分 量 " 后 ,符号 (Cri 可 
认为 是 ?303 固定 , 而 2(D 为 活动 "坐标 ” 同 理 , 可 理解 (*， 


ECAY ray 


lim tnt ,SC%)) = (#5) 
表示 lima(2) 二 5 且 lims(2) 二 4. 进而 
,lim AC9C2) "ECA)) 全 mC 和 (和 ,让 (和 9) = tn, 
表示 lm 4%C7) —a 日 lim 4562) = 


* TO* 


广 行 族 及 广 列 族 的 一 般 性 项 见 下 而 引 理 . 
引 [ 理 383.1.1 设 们 万 1 则 有 
(CD I 二 0CY 2 的 当下 仅 当 对 某 个 各 >0 有 的 加 一 上 
Gi 3 (2 下 十 ce) 从 而 级 限 lim 和 ) 及 limwy(2) 均 存 
在 . 进 - 步 有 : 
FCA YO 信 丰 十 coyrat231.y0 (3.1 3) 
Gi 2aC 和 D1 C34 十 7- 从 而 极限 lim 和 (21 存在 ,但 
可 能 为 十 ee. 
(iv PH= pp C00. 《3. 1, 4) 
j= A) A Ch DY). (3. 1.5) 
人 一 Lr?) 及 下 一 Tim 人 均 存 在 ,位 可 能 为 十 o2. 
证 明 
Ci) 定义 立 得 . 
Ci) #02) 的 单调 下 降 性 亦 由 定义 立 得 ,注意 到 wy( 罗 的 短 个 
分 量 均 单调 下 和 降 ,从 而 %271 亦 随 上 开 而 单调 下 降 , 故 极限 
im 区 2 存在 ' 由 


RAY EY) — Cp CEPR, 


有 
Da)1 一 Dal a INA 
= DL (3.1.6) 
但 
EAL Iu EE Le. 
故 由 控 散 由 伐 定 埋 及 lim 2324)1 一 1 可 得 
i 
lim CIA — pO -pl 
从 而 
| 4 0 C 十 om》 


更 有 
A 


* 


(让 》 由 《3.1.6) 式 同 滋 1 可 得 
ML = + Cp DAMN 
1 一 下) 呈正 1 二 【站 一 力主 3 委 [六 》 
unl REL 一 AEA) DD). 
注意 到 工 一 入 (D1 安立 得 
4 下 十 oo). 
iv) ”由 多 (4) 的 预 解 方程 知 , 当 2 一 0 时 ,PY( 和 ) 上升 , 故 
¥ 一 Jim) 
存在 ; 另 由 di) 知 
nA CaO) 
亦 存 在 ,在 关系 式 
DA) = CO DREN) 
中 , 令 )% 一 0, 注 意 (a 一 为 一 2 人 0 而 由 非 负 单 调 上 升 性 知 
limn a#) P(N) = 7100F, 
这 得 证 (3. 1 4) 式 . 
同 理 , 在 并 由 一 工科 十 人 一 ACE 中 令 4 一 0 得 (3. 
1. 5)， 
引 理 3.1.2 设 <(0 EE rww, 则 有 
0 5D 二 0 《2 记 们 当 且 仅 当 对 某 个 加 半 0, 有 加) 一 


tiy < 是 4 之 0 的 单调 下 降 函 数 , 从 而 2 和) 和 C00 
存在 ,进一步 还 有 


于 《3. 1.7》 
【和 £= A) 二 win (Ca D0) C3. 1.8) 
so Eh) 十 MO EE, 《3. 1. 9》 


这 里 于 二 JimC) 二 lims Ci). 
2 2 
证 明 “只 需 证 (3..1.73 ,其 它 央 引 理 3.1.1 的 证 明 , 由 


总 (有 ED = Co pS) 
t 


1" 


EE Di WE (3. 1.10) 
注意 50i E€ Ms 故 点 (0 所 0 为 与 无关 的 常数 .一 方面 
,lm 2 Wu (SC) > lim WDE 一 本 (4 
另 一 方面 
,Im > WaS Em Wp 8) + jim 2 tal SCA 


< Hm Hh 8) + Cm 了 hr 人 D)C。 
A 十 rtm Ei 


一 点 (2 十 UC, XX 0 一 全 《7 。 
改 


,Jim DE = £0). 


那么 ,在 (3. 1. 10) 式 中 令 4 十 oo, 并 注意 到 极限 的 存在 性 得 
,im SC%) 一 可 KU) = tt. 
从 而 ,im 6&6 一 0 (9iE BB) ,得 证 (3, 1.7). 
引 理 3.1.3 设 0 人 CD 80) 后 Dreow; 则 有 
人 0 04 
nl 0 (2 十 oo)》， | 
SWE CAO 有 EOEREEl. 
£2 ATOYE G0), 
EE 二 ET EN CG 0. 
这 里 更 CA) 站 更 (AY 0). 
GD Ao DUE = nD — AL ,1. 
(ii 2082 ALC) ,和 及 和 4 和 01 一 征 均 为 4 守 0 的 单 
调 上 升 函 数 ,从 而 极限 
,lim AL9CA》，1]， ,lim XL ,6 


lim A[nCA) 1 一 二 


Civ) limA[ (C2) :Sj] 一 0， 


\ 结论 可 见 引 理 3.1.1 及 引 理 3.1.2, 而 0 坊 £ 志 1 源 干 条 
件 
OED ET- WIEL. 
Loca),£] 
[oC + Cp Mn YE A) ,EJ 
[oC CT 十 《一 DE YE 
LGA CT + Cn — MECNNED 
[Lota Ca Om Mn ,BCA ET 
PE) EEE] + Ca Oo LnCn) HPN ET 
[3(Ca 十 (一 和 3C 一 二 (2 
[La 十 Ca Om Lr) ,EO— Ca Oo HL EC] 
Dyas — Cao A EC: 


引 | 
> 


| 
i 


上 
Ek > 


Ca a EC = A EO— pnp ,£]. 
在 上 述 证 明 中 曾 利用 了 无 穷 维 矩阵 的 结合 律 及 分 配 律 ,由 于 
CRA ERY EE Dreon. 

易 知 这 是 合理 的 . 

Ci) 和 [2C 和 0) ,1] 的 单调 上 升 性 见 引 理 3.1. 1.4[5C2),5j] 随 2 
药 单 调 上 升 性 由 已 证 明 的 (ii) 式 得 到 ,注意 我 们 已 分 别 证 得 

AL3Ca 1 Oo— prt 1 = GG DCD 一 02)1]; 

外 [只 CA) EY 一 py 一 《一 OL) EC 
两 式 相 减 得 


nA 1 一 引 一 ALEIC) 1 一 人 
一 以 一 只 — MODE ~ ENT 
由 条 件 &( 和 ) 寺 1 一 生 ( 和 1 可知, 当 久 六 时 ,有 边 守 0; 从 而 
和 9001 一 习 一 AGO 一 习 次 0 
得 证 AfzC ,1 一 如 的 单调 上 升 性 . 
(ivy 由 AEM) 6] ~ An Ca) = Ch LC CA). 
" = 


令 1 一 0, 由 于 
[oad eC [CT < 十 cc， 


与 4 无 关 , 故 | 
limC ~ Eat) 2] 一 一 pn) 人. 
从 而 
lima 2) 一 an 3s] 一 一 ntlp) 61, 
故 得 


lima[yCA) ,6] = 1. 
引 | 理 3.1.4 车 jC) EE Zr; 令 玫 (和 ) 一 工 一 各 (1 出 
GD RDM) E Dre 
Ci 4[7C6249 ,1 一 5 之 十 oo 且 与 4 无 美 , 比 时 2 二 limé? C2). 
证 明 
(i 由 天 (3) 的 预 解 方程 
ED — POD = Cp Oo FODECN. 


可 得 
ED ONL = Co DFO OL 
即 
AVIAL — APODT = CG— DBO tao MFO, 
或 


(一 和 (1 — C1 AP oo Cn PO — A DY. 
即 1 一 BfA7T1 黎 Myr 
再 注意 到 已 名 条 件 得 (Ca E12)) 所 Dec， 
(iiy ”由 控制 收敛 定理 知 
lma[y (a, pF CA) 1] 一 [3 和 :limap Ca) 1] 
| =2[n(2) ,lim(1 一 CA 
— nA Oo 2 ]; 

另 - 一 方面 

Jima wy] =limaa Ln aPC ,1] 


» Bj» 


一 1 一 LI — pay1l] 
=lim 一 [2), 1j 一 lim ~ 378) :1]. 


前 一 项 由 于 ;iL3C2) ,1 为 与 ,天光 的 帝 数 ,从而 区 于 0. 后 一 项 显然 
趋向 ims[Lw(w ,1] 为 有 限 数 . 因为 由 前 面 所 证 知 limeLatx),1j] 存 
在 , 旦 当 2y0 时 单调 下 降 , 得 所 欲 证 ， 
在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 对 过 程 未 作 任 何 要 求 , 为 了 进一步 得 到 
协调 族 的 表现 ,下面 我 们 逐步 附加 一 些 条 件 . 
本 节 中 ,对 下 面 的 结果 ,我 们 假定 条 件 :¥() 是 全 稳定 8 这 
程 . 
引 理 3.1.5 ”存在 满足 茶 件 lim 2nC4) 一 了 的 关于 到 (和 的 非 
零 广 义 行 协 调 族 的 必要 条 件 是 不 等 式 组 
IFOT 一 是 ) 六 
40 VEL. 


9 非 零 解 ,特别 应 有 


T+ 


证 明 由 条 件 1 一 CA 二 (C4 一 AACp) 可 得 
nAY 一 二 
两 边 同 科 2, 并 写成 分 量 形式 就 是 : 
A Oo DA 一 和 
一 之 WA 十 Dm tis C2. 
今 4 <, 对 上 趟 右边 第 二 -项 用 法 都 引 理 ， 第 三 项 用 控制 收敛 定理 
得 
@ = GA) Oo Dm gs + HD. 
EAE] 
By 一 公关 
由 前 式 特别 有 Ce) 之 了 TF 7 
从 而 由 条 件 ?fa E Ls 可知 


" BO" 


2 + CA D0), 
引 理 3.1.6 。 存在 满足 条 件 im 友 (2) 一 8 的 关于 (2) 的 非 
零 广义 列 协调 族 的 必要 条 件 是 不 等 式 组 


( 一 90 之 月， 
0 < 忆 所 1， 


有 非 岭 解 . 
证 明 “与 引 理 3.1.5 的 证 明 大 同 小 异 , 只 是 注意 由 等 式 
EN 一 A 一 A IS) 
— Sap hE 十 #2 a(S 


上 


令 ?一 ce 时 , 对 右边 第 三 项 不 能 再 用 控制 收 伍 定理 , 而 是 如 下 处 
理 


A a A EC) 


— ap MED 十 DY Ap GD). 


tj 
当 2-> oo 时 ,上 式 右边 第 一 项 趋向 pt Ca)， 记 m, = suph Cp 则 后 项 
小 于 


me 2 ha (2) 一 pm > Ma 二 Hm CAA — OD, 


LE 


引 理 3.1.7 误 YWt) 是 下 型 8 过 程 , 则 wt 和 ) 是 关于 亚 (1) 的 
广义 行 协 调 族 的 充 概 条件 是 必 有 表现 
nC = oF (th) + TN) 
其 中 = lim jn 是 oF (OW € Fn, nh) 满足 
HA — Y) = 0; 
0 E Le; 
TAY 一 中 有) 一 (一 CA 
lim 入 (3 一 0. 


证 明 ”充分 性 明显 , 故 只 证 必要 性 . 
由 于 只 是 广义 行 协调 族 ,P (0) 满足 F 条件, 从 而 
:a 36 。 


P00 ET 一 各) 一 作证 【一 AD — 0) 
一 943 Oo tA 一 全 
一 Pt 一 入 十 (% 一 7) 
— nA CO— + 
其 中 第 一 个 等 号 成 立 利 用 了 w() 是 广义 行 协 育 族 ,第 三 个 等 号 成 
立 利 用 了 (0 满足 玉 条 件 . 
注意 以 上 结果 ,由 单调 收敛 定理 及 引 理 3.1.,1 得 
na ud 一 全) = lim 2H — @) 
一 .lim 1 An CA) 一 a. {3.1.11) 
在 的 2 一 才 和 一 人 4 一 OFC) 中 , 令 2 一 十 so 由 Fatou 引 理 
及 引 理 3.1.1 得 


nan) 2 er tp. (3.1. 12) 
令 


由 


PK) 一 na) ~— oF a). 
则 
np) = oF (a) 十 nA). 
由 (3 1 127,3(00 关中, 量 然 玫 A EE Laslim pn(p) 二 0,9(7) 一 (0) 
二 下 1 11) 及 下) 满足 下 条 件 得 
zf 一旦) = 0. 
引 理 3.1.8 设 W{ 四 是 8 型 9 这 程 ,; 则 和 ) 是 关于 于 (0) 的 
广义 列 协调 族 的 充 要 条 件 是 必 有 表现 
EN) = VOB + EW, 
其 中 8 一 tim MD) 县 ”0D8 E Ms 而 到 2 满足 
CA CO— EC 一 人 0 
D < EA E Mss 
E(2} 一 (AD = Cp Oo PONECD, 
Hn 1 ECLA) = 0. 
证 胡 类 似 于 引 理 3. 1.7 的 证 明 可 以 证 得 本 引 理 . 


* RT 


3 2 一 维 分 解 定理 


引 理 3. 2. 1 对 任意 马 氏 过 程 PK , 必 有 
人 pa >| fu) pe ~ os， Cjh€E Ait 0); 


革 生 > PC -| spot -一 Sis, 《Ci EE Ef 0。 ， 

这 里 负 为 本 人 会 Pfams(0) 之 村 Xolwm) 一 站 的 连续 导数 ， 
而 wufa) 为 承 了 出 发 首 达 了 的 时 刻 . 有 关 定 交 详 见 Chung 玉 .L, [1 ， 
1 ,S11]. 

证 明 当 PO) 不 中 断 时 ,这 是 周知 的 首 达 分 解 , 其 证 明 可 在 
Chung[i, I ,$11j 的 定理 8 中 取石 一 名 ,并 注意 ,p,( 丰 三 0 而 得 
到 ]， 

当 PO 中 断 时 , 按 常 规 方法 扩大 状态 空间 为 UU (4) ,然后 利 
用 不 中 断 时 结果 即 可 . 

本 引 理 药 正 确 性 ,从 概率 意义 上 讲 是 非常 显然 的 . 

引 理 3.2.2 对 任意 马 氏 过 程 R(), 均 有 

Ti [207 - 芝 Te rh ) 1 (is jek EE 再 ;页 0)， 
证 明 ”由 引 理 3 2. 1, 若 以 站 表 方 提 的 拉 氏 变换 , 则 有 
rua) 2 半 hrita) + 


故 
TiCAIPm AY 2 haCA) rm (CAITECAY, 

但 由 引 理 3.3,1 还 有 各 Cr 一 ma. 郁 得 CMVralh) 守 
PA 

注 ” 拓 (0 之 拉 氏 变换 名 (人 0) 的 存在 性 是 显然 的 ， 

推论 3.2, 1 ”对 任意 马 氏 过 程 BC , 恒 有 

PaCAIT CA 2 

这 里 到 (人 二 1 一 和 ?4《 轴 ， 


证 明 。 当 RC 不 中 断 时 ,推论 显然 . 车 RC%) 中 断 , 仍 用 常规 
方法 扩大 状态 空间 ,引用 引 理 3.2.2 的 结果 ,再 两 过 同 条 1 即 得 . 
站 88 站 


定理 3.2.1 设 A() 二 (ryC0rivj 七 蝇 是 上 的 妨 过 程 , 任 
取 刀 和 拭 因 , 令 品 一 有 人， 一 oat 和 及 是 名 在 亚 上 的 限制 ， 
则 忌 (2 必 可 和 开 为 


RtA) = |, yo) tm cy) L000). 《3. 2. 1) 
其 中 
5D PC) 是 Ge 过 程 . 
Ci} CA EA) 全 有 co 《3. 2.2》 
且 
im A XN) 1SC4)) = (ee), (3, 2. 3) 
其 中 
r= Cj EE Fe = (a1) EE By. (3. 2, 4) 
Ci re) = Ce 二 (3. 2. 5) 
这 里 < = lim2(2), 从 而 8 宏 二 安 1 而 "为 与 无 关 的 常数 ,满足 
cc Him 4L2(%) ,1 — ££}, (3, 2,6) 


收 1im 22) 3 了】 一 | 必 有 限 ， 
xiv 车 5 为 稳定 态 , 则 


,im [人 和 |] 一 各 一 (3. 2.7) 
为 有 限 数 . 
若 8 为 瞬时 态 , 旭 
im ABC ET 一 十 oo， (3. 2, 8) 
或 等 价 地 
, lim nC 1 一 十 se， £3, 2.9) 


Cv) 车 BRC) 不 中 汤 , 风 <) 二 1 一 2D)1. 而 Lj( 科 ,1 一 要 
为 与 2 无 美的 常数 . 生还 有 5 二 2 和 91 一 搜 ; 从 而 
Ti 二 (十 2En CY, 1 D1. (3.2. 10) 
最 后 , 形 如 (3.2.1) 的 分 解 形 式 是 唯一 的 ， 
证 明 由 已 知 RO) 一 (rafh0ii7 和 吾 ) 为 密度 所 阵 为 的 马 
氏 过 程 , 现 取 5E€ EB 令 所 二 的 {人 0}. 由 于 rw( 和 ) 六 0, 可 令 
和 89 - 


CA) Tay CY 


0 会 0 会 允 鸭 - 
ECA) 会 (EA ILE ED Ng) 全 Cp NF EE Bi). 
显然 
nC 0 E20) 0. C3,2.11) 
再 令 


ra 一 Fi 区 一 Ea CAITs CA Toi (A) ' (1,3 EE Bi 0). 
PCA) = CD CA is € £1,). 


由 引 理 3, 2,2 知 
FON) 党 0， 《3. 2, 12) 
故 RC4) 可 表 为 
RCAY -| Taw (A) Pot)nCA) 
ECAPs Ca) VOM + CAP OANANY 


0 0 i 1 | 
-| |+m| | 1 ,900). 《3. 2. 133 
0 Va) SLA) 


将 《3.2.13) 代入 RC) 应 满足 的 预 解 方 程 RC 一 RC 一 
(4 一 BCDRCW), 易 知 预 解 方程 等 从 于 如 下 四 式 同时 成 立 : 
rw lA) 一 rmt A) 
一 fa 一 MrotAratp) tt Ca 一 Mrath) rs CHIN AIS LA) + 
PAINCA) — rela)ntay 
一 《一 Dre A + a 一 Mr Ara Cn 
二 Ca 一 Mrw CA nA EC AINA) 
TECA) 一 Yi 在》 
一 改正 一 EAI EC Ir CA) 十 《有 一 7 
十 《站 Mr Cr A) EAINA ECE): 
ro AIECAINCAY — PCE NA) 十 FA) — PUM 
= PO 十 【下 一 DFONECDNCA TRIE 十 
Ca 一 Mr CECAINCOIE CRY + Ca 一 Mr Cr ECA NL) 
十 《让 一 Mr Ar CE A EC NA), 
将 第 一 式 代 入 其 它 三 式 , 并 和 由 (3. 2.11》 和 (3. 2.12) 知 用 结合 律 合 
0 。 


理 . 从 而 fa) 满足 预 解 方程 等 价 于 如 下 四 式 同 时 成 立 ， 
TWAA) — 了 本 下) 一 CE AAITHCAITm (CE) 
十 【站 一 AAT Ar Cu INA EC , C3. 2,14) 
pA) 一 有 (一 【下 一 DEC), 《3. 2. 15) 
过 (一 一 《一 和 各 (让 人》 《3. 2.16) 
EO — 可) = Co EOE, 《3.2.17》 
再 由 Raxy 满足 范 条 件 28C0D)1 所 1 及 (3.2.13) 知 
和 四 人 十 rot aN 1 (3, 2. 18) 
种 (1 Mp OECA 十 rn EC L EL1. 
《3, 2. 19) 


引入 
dW) = Dm) GE BED = {dsiE BD}. 


jE 
DAY 一 1 一 rh) 一 Hr NC LY, 
则 由 (3. 2. 18》 和 (3.2.19》 有 等 式 
NA 十 ATg (AIDLA)1 十 二 (32) 二 1， 
FOO NaCAECA 十 Ma CEIIOL + PCY = 1. 
将 前 式 代入 后 式 , 并 用 推论 3. 2. 1 可 得 


24) 二 AGL 1. (3.2. 20) 
由 (3. 2. 18? 式 知 
C1 < 天 十 oo 人 0). (3, 2. 21) 
好 
nh) E bss Ch > 0). (3, 2. 22) 
由 于 RC4) 是 总 过 程 , 故 
lim AR 一 个 (3. 2. 23) 
lim AAA — 1) 二 总 C3. 2. 24) 


+ 
特别 有 tim 和 rt 从 二 0 及 tim jerafh) 二 hi 下) 
十 4 十 se 
但 和 (0 一 ma 人 ti 人 MG E 可)， 且 lm irwt%) 二 1, 下 得 
lim an(4) 一 8， (3. 2. 25) 


* Olie* 


其 中 e 一 《加 弛 执 丽 )， 
同 理 得 
dim (4) = e (3.2. 2B} 
其 中 * 一 《wa E BB)". 再 注意 到 lim ?4) 一 lim &《 和 ) 一 0 立 得 
dim Mp 一 Jim Hrs) = ,ij € FB)s 3.2.27) 
OW —6) = lim Ms) 一 6) 
= EE EY. 《3. 2. 28) 
3,2, 12), (3. 2. 17) C3. 2. 20) , (3. 2. 28) 和 (3. 2. 27) 说 明 更 (2 
是 8s 过 程 . (Gi) 已 得 证 , 再 注意 (3. 2.11),(3. 2. 15) ,(3. 2.16),(3. 
2. 20) , (3, 2.22)， (3, 2. 25) 及 (3. 2.26) 可 知 (9C1) EC € Dre 
lm (32), E64)) 二 Ce;8) 其 中 
eo (gj EE Ey, 上 一 【3 和 FY”, 
kii) 也 得 证 . 
由 于 已 证 得 (32) 2 和 Dery 故 由 引 理 3. 1. 3 知 
《一 Ln EC = Ly) 6] — MC) |]， 
故 由 (3.2. 14) 并 注意 rwCX)raln) > 0 得 
rR 一 PRI = Cp a) CO A ,2]. 
因而 
rE 2 一 2 一 3L900 ET = ri) 一 下 一 过 aa 
为 有 限 常数 , 设 为 0. 故 
rot2) 二 Ce 十 义 十 4p) ,2])-1, 
得 证 (3. 2. 5), 现在 ,再 由 (3. 2. 18) 式 得 
ec 十 六 十 [fs 宇 计 十 AC9C4) ,1]. 


从 布 


cA 1 Oo £4 > 0). 
上 式 对 所 有 4 半 0 成 立 , 而 由 引 理 3.1,3 知 如 7C4),1 一 如 随和 4 单 
调 上 升 ,而 < 为 常数 , 故 
Cc im ALIC2), 1 一 去 |. 


a os 


得 证 (3. 2. 6) 从 而 (ii) 得 证 . 

又 由 (3. 2. 24) 应 有 lim 4CGrs(1) 一 1) 二 gw 三 一 
注意 到 rwC2) 二 《ce 十 二 456 和 ,8])-!1 姑 
5 十 到 十 外 和) ,一 斥 


TA A = 
也 就 是 im 二 十 人 8 区] 一 9 由 于 tm D1 二 0, 而 0<< 


元 十 上 十 [3C2 ,所 
El. 更 有 lim [C4),1] 二 0, 故 上 式 即 为 
sim (0) :$= Oe. 
融 当 5 为 稳定 态 时 ,g < 过 十 50, 故 lim 并 3 有限, 且 (3. 2.7) 
成 立 . 而 当 5 为 瞬时 状态 时 ,由 于 == 十 oo 必须 要 求 
Jim 让 和 ), 引 二 十 oo 
此 即 (3. 2.8). 注意 旬 已 证 得 的 53. 2. 6) 知 , 它 等 价 于 
,lm 22h) 1 一 十 co， 
定理 之 (iv) 已 得 证 . - 
当 EC) 不 中 断 时 , 则 (3. 2. 18) 及 (3. 2,19) 必 成 立 等 号 . 从 而 
(3 2.20) 亦 成 立 等 号 . 即 得 到 
(2 十 CNL = 1. 
由 引 理 3. 1. 4 又 知 4L902 一 引 ] 与 和 无 关 且 有限, 由 于 (3.2.18》 
成 立 等 导 ,再 顾及 到 已 证 得 的 (3. 2.5) 式 , 必 有 
© = ALnAY,1 — &]， 


且 
fag = CA 二 20202317 一 1， 
从 而 得 证 Cv). 
最 后 证 明 分 解 形 式 的 唯一 性 . 车 RC%) 有 两 种 形式 分 解 
1 :1 
RCAY 一 | ow) 十 | ee CT nay 
:站 


0 1 1 一 
一 | oo eh A 一 ] ， 19). 
0 pe WM lal 0 


® a3» 


| 于 rw lh) > 0, 政 首先 得 £C0 一 起 和 (0 二 和). 进而 又 有 
罗 ( 一 变 () .说明 分 解 形 式 叭 一. 至 此 ,定理 全 部 得 证 . 

根据 定理 3. 2, 1 对面 定 的 5E 吾 , 可 笔 久 至 上 的 过 程 RCA) 到 三 
上 的 过 程 C2 的 一 个 映射 六 :8 一 (和 0. 为 强调 这 一 点 ,可 记 
C7 为 PC2) 有 上 且 不 站 称 到 5( 是 C4) 的 所 上 的 投影 过 程 . 反 过 来 
则 称 召 人 2) 是 于 (4) 生成 的 过 程 . 

注意 到 上 述 事实 后 ,我 们 很 自然 地 反 过 来 考虑 这 样 … 个 问题 ， 
车 绾 定 了 如 上 的 一 个 拟 &@ 一 和 矩阵 外 及 一 个 固定 状态 % 马 ,并 进 -- 
步 假 定 我 们 已 有 了 一 个 户 工 的 8&s, 过 程 下 (0 令 Pr (8) 二 
{BC ;RCA) 是 人 过 程 且 ,RCD) 一 亚 () ,那么 Prowc8) 何 时 非 空 ?如 
何 梅 造 ?这 是 我 们 十 分 关心 的 问题 ,因为 由 此 可 考虑 下 上 的 总 过 程 
的 存在 性 及 构造 . 这 正 是 我 们 今后 考虑 问题 的 出 发 点 . 为 此 ,我 们 
必须 研究 定理 3. 2.1 在 一 定 意义 上 的 道 定理 , 它 的 证 明 事 实 已 基 
本 包含 硅 定 理 3. 2.1 中. 

定理 3.2.2 设 给 定 了 5 于 的 一 个 所 一 守 阵 8,58 EE 百 , 令 雄 
一 EN\{5) ,如 果 存 在 一 个 8 过 程 严 (2) 及 一 个 关于 ”人 2) 的 共 斩 广 
义 协 调 对 


CPCAY EECA)Y EE Dren. 【3. 2， 29) 
满足 以 下 三 条 : 
(Ci) Him OnaAY ACA) = (ee); (3, 2. 30) 
d+ 
这 里 e 一 (ge EE 再 7 一 Cs) EE ED 
(Li) lim 2[9tA) IT 一 吉之 十 00; £3, 2. 31) 
di 当 有 去 十 ee 时 ,要 求 
Jim 2[ nA 1] < 雪 吕 ; 《3. 2. 32) 
当 向 一 十 20 时 ,要求 
lim ML9K2) 1] 一 十 cc 《3,.2.33》 
站 十 oo 
或 等 价 地 
lim an ,E] 一 十 co， 3. 2. 34) 


则 8& 是 号 上 的 & 一 矩阵 .换言之 , 必 存 在 马上 的 台 过 程 . 其 人 过 程 


人 


可 如 下 构造; 
如 果 再 二 十 0; 取 常数 oc 二 一 4[5( 和 ,51 C3. 2. 35) 
如 果 名 二 十 2 , 则 任 取 常 数 。 之 lim ji[3(2 1 一 引 (8.2.36) 
然后 , 令 
rw) 一 (ce 十 克 十 29 EL 《3. 2. 37) 
RCAY 一 [0 0 | =“ | ja nM). 【3.2. 38) 
\o yD) | EC 
则 A&C 就 是 一 个 8 过 程 . 
证 明 只 需 证 当 定 理 的 条 件 () ,iil ,kiiy 同时 成 立时 , 按 (3. 
2. 383 构造 的 ACD 确 为 一 个 8 过程 . 
首先 ,条 件 《3.2.30) 保 证 了 ; 当 钙 之 十 吕 时 , 按 (3.,2.35) 是 可 
以 取 到 常数 c; 且 ec 必定 非 负 . 面条 件 53. 2. 31) 保证 了 , 当 四 一 十 ee 
时 , 按 (3. 2.36) 是 可 以 取 到 常数 c, 且 。 必定 非 负 . 故 在 两 种 情形 
下 ; 按 (3.2,37) 及 (3. 2.38) 定 头 的 RCN) 合理 ,上 且 显然 满足 
RCN SS 0. (3.2, 39) 
其 次 ,条件 (3. 2. 32),(3. 2.31) 及 《3.2. 36) 的 取 法 保证 了 
c= .im 礼 外 入 :1 — 二]， 
若 要 注意 到 条 件 (3. 2. 29) 及 引 理 3.1.3 知 和 7( 罗 ,1 一 杂 单 调 上 
升 , 帮 


© 之 ALnt2) ,1 £] ,CV 4 0). 
故 由 53. 2. 37) 的 取 法 可 知 
rag2 十 AA ,11 1! (A 0). 


或 
MA 十 Ara AN = 1, C4 0). (3. 2. 40) 
另外 注意 (4) ,85C)) EE Dyw 知 
EC 十 PON EE 1. (3. 2. 41) 
《3. 2. 40) 及 (3. 2. 41) 保证 了 按 (3. 2, 38) 定义 的 RG) 满足 条 件 
RC SE 1. 《3. 2. 42) 


第 三 ,条件 (3. 32. 29) 及 (3. 2. 37) 的 取 法 保证 了 下 列 四 个 关系 
=。 95 。 


式 同时 成 立 ， 

有 人 一 

HA I = a NAAMLOD ,Cn ODD; 

SCA) 一 本 一 

rtA) — 一 

a Ar CA IA EC A > DY, 
由 定理 $. 2.1 移 证 明 过 程 可 知 ,上 述 四 条 同时 成 立 保证 了 RC2) 满 
是 预 解 方程 


ROAY — RAY = (a Co ROMRCRY. 【3. 2. 43) 
第 四 ,， 菜 件 (7 好:() EE Dzos 要 可 理 3.1.3 人 保证 了 
lim 321 一 0， 
过 更 有 tim [9( 和 ,81 二 0. 由 5 二 1, 那 么 这 保证 了 
lim rw lA) = lim 1 一 |] 
1 二 0 
及 lim ra《 和 9 二 0. 从 而 再 由 (3. 2. 29) 我 们 依次 得 


lim Ars {2) 一 lim img 2) = 0 X 一 
A 二 ey 站 十 


lim Arasf2) 一 lim 天 =~ 0Xx ,= 0; 
lim rsta) 一 jim (ap) 十 Ea CA)re (CA) mi (A) ) 
一 lim Apss (A) 一 人 性 R,), 
总 之 , 按 (3.2.38) 定义 的 R(X) 满足 连续 性 条 件 
lim ZR{AY 一 工 (3. 2. 44) 
因此 ,03. 2. 387 ,053.2.42),(3.2.43) 及 (3.2.44) 已 说 明 届 ()) 确 
为 一 个 马 氏 过 程 ， 
最 后 , 泊 明 8 条件 成 立 , 实际 上 ,由 条 件 (3, 2. 302 知 : 


lim Dr [PD 
十 


3 十 c 


= lim Arwtay lim A 坟 ) 一 (了 E ED 
Fe 2 oo 

* lim Nr CA) 
A 十 Sey 


ma QB = 


lim jw) lim nC) 一 as( € PB); 


Lim A ATCAY TT 0; 
一 十 ca 
一 449 全 一 上 奋 》 十 0 二 ds (Cir BL), 
而 当 有 < 近 十 se 时 ,由 (3,2,35) 知 
‘十 4[ pC ,] 
十 1 十 [yt2),£] 


lim 20 一 Ma 人》 = lim 
b+ eto 
六 
一 C 十 ,im A[3K2 ,CO 由 
而 当 4 一 十 ee 时 ,由 (3. 2. 34) 知 
c 十 [9(2) ,EE] 


十 1 二 a(2) 和 


lim Al OO— Arwt A)) = lim 一 十 ce， 
人 2 


-二 


从 而 按 (3. 2. 38) 定义 的 C4) 确实 满足 
Jim iD — 1) = 
而 在 条 件 (3. 2. 31) 下 ,C3.2. 33) 及 (C3. 2. 34) 的 等 价 性 是 显然 的 
由 于 我 们 常常 讨论 不 中 断 过 程 的 存在 性 问题 , 故 将 不 中 断 过 
程 的 分 解 定理 及 其 逆 定 理 另 行 明确 写 出 ,将 是 有 益 的 . 
定理 3.2.3 设 RCX) 是 上 的 不 中 断 @ 过 程 , 任 取 5 EE, 今 
吾 一 RN , 则 R24) 可 唯一 的 表 为 | 


0 | | 
RO = | 0 woo) t "| 1 一 cj (7 
《3. 2. 457 
其 中 
(4) 是 Ge 过 程 ， (3. 2. 46) 
na) EE Tp)s (3. 2. 47) 
Fw 一 et 3. 2. 148) 
im MA) 一 eve 一 《go 和 全 Ey; 《3. 2. 49) 


Hm AU 一 得 01) 一 8 一 《9 有 (3 2.580) 


"OF * 


lim 29 ,1] = %. (3, 2. 51) 
从 而 当 5 为 鹏 时 状态 时 , 必 有 


lim A[9C2) ,1] 一 十 ce。 (3. 2. 52) 
反之 , 若 存 Qs, 过 程 F(2)》 及 和) E Ivew 满足 如 下 条 件 : 
lim AncA) = e 人 全 (gyii EE FF); C3. 2.53) 
一 1 = 
lim atl — AFCA1} = ee 人 (gus7 EER); (3.2.54) 
lim 2[nCA},1 | = 4. 《3. 2.55) 
EE 
则 存在 吾 上 的 不 中 斯 总 过 程 , 此 过 程 可 如 下 构造 - 令 
1 
Tp CY 一 PE 《3 之 . 56Y 
D 0 1 ' 
RA) 一 -、 十 mn| (1 nC) 1。 
0 POA)] 1 Oo AF CA 
《3. 之 , 977 


证 明 ”定理 的 前 半 部 分 见 定理 3.2.1. 后 半 部 分 易 直 接 验 
证 . 


3 3 二 维 分 解 定 理 


下 面 将 把 52 的 分 解 定 理 推广 到 多 维 情况 ,我 们 首先 较为 详 
尽 地 给 出 二 维 的 情 杭 ,这 不 仅 是 由 于 二 维 情况 的 形式 较 之 一 般 多 
维 博 况 简 少 ,便于 表达 和 理解 ,而 且 更 主要 的 是 ,从 一 维 到 二 维 出 
现 了 一 些 新 的 概念 ,从 而 得 到 一 些 新 的 结果 ,而 从 二 维 到 多 维 则 主 
要 是 形式 上 的 变化 ,因而 只 要 二 维 情况 的 证 明 清楚 ,那么 多 维 情 况 
基本 上 也 就 可 以 类 推 了 . 

为 方便 起 抑 , 设 状态 空 区 吾 一 ta) U {8} U 其 中 ta 人 均 
为 单 点 集 , 且 {a} ,18} 及 久 均 不 相交 ,为 定义 于 吾 X 上 的 8 一 矩 
阵 ,有 (2 是 任意 一 个 和 过程. 

对 EC42 按 一 维 分 解 定理 , 依 (a} 进行 分 解 得 
'] 1 


0 0 i 
RC4) = 十 | zj 


1.9022 7，《S.g. 1 
0 Pen), Cl nA), LC ) 


a 


其 中 效 ( 科 是 gu 过程 ,这 里 Gu 一 (8s;isj ENU (5) 是 8 在 六 
U 4 上 的 限制 ,而 
COA ELA €E Dao. (3. 3.2) 
而 多 (和 又 可 按 一 维 分 解 定理 再 依 状态 公 } 分 解 而 得 到 
元 (2) 一 |, p00 十 BD C159(2)), (C3. 3.3) 
其 中 (和 ) 是 8 过程 ,这 里 8 一 《qu5iyj 所 和 NN) 是 8 在 N 上 的 限制 ， 
而 


A, FAY E Dren. 《3, 3. 4) 
对 上 述 诸 量 的 关系 作 些 分 析 如 下 : 
引 理 3.3.1 恒 有 : 


(ro rg CN), (CENA 0). 
(Hy rl) DS frr (NN) (FE N,i 0 
这 里 gD 一 (gy (DjEEN) 及 fF) = (f(D1I EN) 由 (3. 3.3) 
式 定 义 . 
证 明 ”由 引 理 3. 2. 2 知 : 
rw ATCNY) BD ro (MP CA) GE NA 0). 
从 而 
ro CaP CH) 一 ro AE, CA ro CNY 
rr NY — Fa) BCA rN. 
即 
Po CA CP CH) 一 Eo CA Ta HY) Be ro CN CE CN) — BC AP CH)), 
但 由 (3. 3. 1》 式 ,上 式 即 为 : . 
Pa CA CAY ee Pa) (4) 
由 于 名 (2) > 0 及 由 C3.3.3) 式 知 绵 (4) 一 (NA)gw( 加 得 
nh) ro CA grt) 
(iD 式 得 证 . 
同 理 ,由 7)rath) 守 Ta rm(h 得 
TA Cra CH) — pio CA Te HY De po CA ra lH) — pi ND) , 
即 
= 日 日 = 


Pj CA Ba Ch) BE Th (A) Bs, CA), 
约 去 gw C4) > 0 即 得 证 (ii). 
引 理 3.3.2 若 令 ; 
WCA) = Pa CA CP 一 Past CE NA 0). 
ma) 一 it), (jE NA 0). 
HOD = HE NNO ND = Dj EE NY, 
则 有 
《说 ORI EE Ly 0 EL,. 
C1) Pla) = ro ANCA) TA EN 0), 
ray A) = pat A A) 二 rm CA CN) , {jE NA 0). 
证 明 ”G3) 由 引 理 3.3.1 的 他 式 知 #0( 和 0 宇 0, 再 和 由》 ry(24) 


瑟 凡 


十 吕 庆 ( 习 扎 : 而 0 和 (和 DE 由 定义 式 及 定理 3.2. 
1 可 得 . 
(i 前 一 式 由 (说 的 定义 式 及 gt) 一 frit 各 立 得 ,而 后 
一 式 的 右边 等 于 
Ta CAITE CA Cr AY 一 rah) go CY) 十 Tw CL) 
=P rE Ar + Calh) 一 Tua Cr Chr CA go CA 
= Er CA CN 十 和 (23950527 
=—=ni(A), 
引 理 3.3.3 若 令 
El A) = ral CO rl A) 一 有 (yang (jE NA 0). 
Ea) 一 frlN), (GENO 
EI = CE EE NY EMC = CC) E NY, 
则 有 
(0) OE E Mrs0EEV) EE Ms: 
{iy Fala) = EAT CH) dT Ep CA rm (CA), 
pa》 一 EA Tah) 十 EpCAI Ph), 
证 明说 由 引 理 3.3.1 的 ( 式 知 (0 守 0.2307) EE My 
由 ri EE 厅 s 可 得 .0 志和 (1 所 Ms 则 由 定义 及 定理 3.2.1 可 
-100 ， 


得 . 
0i) 前 一 式 由 上 总 03 的 定 闵 式 及 ts( 科 = 二 fal 得 到 ,而 后 
一 项 的 右边 等 于 
Pal CD) 一 fa Cr CA Ya CY) 十 fC Ar A) 
ri Ar CA A) + Fala) roa) — rhYra! Car (aD) 
= Es, CA Po A Ra) 十 fh Pr CA 
= EAP A Ch) 十 Pah) 


二 Ty (A}. 
为 了 叙述 方便 ,引入 记号 : 
' bd (AY 
(4) 一 | ECA) = EV CA EY CH) Y. 
| Ch) | 
1 pa A) Fe CA) 
44(2) 一 。 
La | 


那么 上 述 各 引 理 可 统一 在 下 面 一 个 定理 中 ， 
定理 3.3.1 设 R) 是 定义 于 五 一 aa 48) NN 上 的 名 这 
程 , 则 R22 必 可 表示 为 
RX) 二 | 0 | ACAY (和 CA) 
0 更 (2 CA ECM)ACAINCAY 
《3. 3. 5) 
其 中 
Ci) 到 人 2) 是 Qs 过 程 ; 
ii》 3#2) 是 非 负 ,可 和 的 入 上 的 二 维 行 向 量 ; 
《ii #( 和 0 是 非 负 , 有 界 的 站 上 的 二 维 列 向 量 ， 
证 明 ”只 需 证 明 YijiE AN 有 : 
Tg) 二 六 2) 十 GCA)ro CA CA) 十 Sa CA ra CA (a) 
EC AT A mh) 十 Ea C2 ri AY Th CAY, 
司 为 其 它 各 项 已 在 引 理 3. 3.2 及 引 理 3. 3. 3 及 本 节 开 头 时 前 (3. 
3. 1) 式 至 (3, 3. 4) 式 而 得 到 ,而 上 式 右 边 等 于 
绑 3C%) 十 Cr (人 十 SA)ra(A) 
= pF) 十 Ea Fr CH) 二 Ea CA Cty Ch) 十 re CO ra CA re Ca)Y 
* 101 。 


一 项 (2 十 EA DA) 十 《So 人》 十 Ear CA rE CA YP, CAY 
二 名 A 和) 十 FCA) 二 CE 十 faCAD ra Cra Cr tn) 
二 C4) 十 CED 十 Te CNPEI NY 一 Eo CA ro (A) 
= 十 rar Cr C2) 
=rij (1). 

在 进一步 分 析 以 %) 的 性 质 之 前 ,首先 注意 一 个 简单 事实 ; 即 

上 面 引 入 的 4(%) 具有 道 矩阵 ,其 实 我 们 有 更 强 的 事实 ， 

IaW|>0 (Yh> 0). 


即 
To CA PCN) 一 Yo 和) > 0D， (YY > D0). 
这 可 由 一 维 分 解 定理 而 得 到 ,按照 (3. 3. 1) 式 可 得 
raf2) 一 re (CAPE CT (HY 一 PCN). 
但 闹 (2) 全 0 再 顾及 到 rt4) >> 0 就 得 到 | 4(2)| 总 
引 理 3.3.4 设 RG) 形 如 (3. 3.5) , 则 RC) 满足 预 解 方程 : 
RC) — RR) = Cg MREORCEDY, CaF 2 0), 
(3. 3. 6) 
的 充分 必要 条 件 为 如 下 四 条 同时 成 立 ; 
和 一通 (一 《下 一 和 人 人 CR 
十 《一 和 42OOC2OECUCU 《2037， C3.3,7) 
NY 一 na) = Oo nF CRD) (3.3.8) 
去 [一 二 人》 一 【下 一 四 KAIEE ha 0 (3.3.9) 
POY — FO) = A EO Qn 0). (3.3,10) 
证 明 ”车 (3.3.6) 成 立 , 特 (3.3.5) 代入 可 得 它 等 价 于 如 下 
四 式 同 时 成 立 
ACA — ACH) = Cp ACOACD 十 【下 一 DACOWCMOECEIAC), 
ACONCA) 一 ACHINCE) = CR AIFCOMP CR) 
二 Cao MACIACODCEY + Ca OACAMITOAIECEY AC NCA 
EECA — EC ACD = Ca oOo EOVEL EY ACA) 
十 《一 和 DEC 和 CC + Ca ME ACAINCAI EC HIAC HY ， 
EM) — VE) EC ACAINEAY — ECHI ALAEIN LY 
» 102: 


= Ca VFOD 十 《一 DEOOECHIACON EY 
Ft Ca EC AC + Ca Oo— DEC ACW AGO DA) 
+ Cx AECAY AAACN EC ACH RCE). 
将 第 一 式 代 入 其 它 三 式 , 知 又 等 价 于 如 下 四 式 同 时 成 立 : 
ACA) — ACH) 一 《让 一 入 商人 二 Cp Oo DACMIDISLAI ACL), 
ACNCAY ~ AINE = Ca DACONCAIPLEY, 
(3. 3.11) 
(CA — EC ACKE) 一 【下 一 DENECD AL), 
(3. 3, 12) 
EC ACAIINCAY 一 二 CA 人 有 十 OA 一 Vn) 
一 《下 一 DVP 十 
+ ESCA CIRCEY 十 《一 MA ECA)) 
《用 CA EE OA EC I ACAIN CL). 
注音 到 4- :2) 的 存在 性 ,将 (3. 3. 11) 左 溢 4460D ,53. 3.12) 右 乘 
4-1(4) ,并 将 所 得 结果 代入 最 后 一 式 就 得 到 人 3, 3.7)、3. 3. 8)、(3. 
3,9) 及 (3. 3.10) 同时 成 立 . 反之 . 若 (3.3.7) 有 至 C3.3.10) 同时 成 
立 则 道 转 上 述 推 证 . 易 证 (3. 3. 6) 成 立 . 
显 杖 , 引 理 3. 3.4 的 汪 明 仅 仅 用 到 4 一 (2 存在 的 事实 ,因而 这 
个 引 理 对 一 般 和 多 维 情况 的 证 上 明 可 以 一 字 不 改 ， 
引 理 3.3.5 设 BCi) 形 如 (3.3.5), 刚 RCW) 满足 范 条 件 ， 


MB SEL 《3. 8. 13) 
的 充分 必要 条 件 为 如 下 两 条 件 同时 成 立 ; 

AACODI 十 ACAML A 1 《3. 3. 14) 

去 (27 下 AFCONL ss 1. (3. 3, 157 


且 RCD 不 中 断 当 和 且 仅 当 (3. 3. 14) 及 (3. 3. 15) 成 立 等 号 ， 
证 明 ”车 C3. 3. 13) 式 成 立 , 则 由 人 《3. 3. 5) 式 知 必 有 : 
AACAYL 十 2400D01T < 1 (3. 3. 16) 
MC ACOL + MELT EOWACINCHL EL 


令 


- 站 全 


由 (27 


LEACH 
DC) = Da) = dd). 
| A | 
dD = r= 1 oD rh). 
= JE 二 
d= 1 Pr, GEN). 
2 丘 吉 
则 上 面 两 式 可 写 为 等 式 形式 


AC MACAINCOL 十 DX) = 1 
CIALAL 十 ECD1 十 条 C)ACORAD1 十 Det 
将 前 式 代 入 后 式 得 ， 
ji 到 0431 十 EC 一 工 一 有 0 OOD CN). {8.3.17) 


| 
~ 


媳 果 
D(a) 六 0) 记 (2) 《3. 3. 18) 
成 立 , 则 由 (3.3, 17》 立 得 (3, 3.15). 而 (3. 3. 14) 由 (3. 3. 16) 可 得 . 
但 (3. 3. 18) 式 是 一 般 关 系 式 
FoalAY TolA) Fat) 
PiaY rm) | (ij EE NA > 0). 
区》 
的 推论 ,后 者 则 可 由 定理 3. 3, 1 推 得 . 不 中 断 性 的 充 要 条 件 显 然 . 
由 上 述 几 个 引 理 看 出 ,着 RC 科 是 8 过 程 ; 则 在 (3. 3.5) 式 中 定 


yO CN 
#2) 一 | ,E00 一 (08 CN) 
满足 以 下 条 件 ， 
WD) E Front 和 Ler, 
SVAN) EE Myo se 后 Myr. (3, 3. 19) 
且 
ee 十 EC 和 过 工 -和 字 (91， 《3. 3. 20) 


因而 ,wi%) 的 每 行 都 是 关于 风 (%) 的 广义 行 协调 族 .502 的 每 列 都 
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是 美 于 (的 广 闷 询 苏 调 族 ,进而 易 知 sO (人 十 上 0) 也 是 关于 
到 (加 的 广 到 族 , 这 样 ,由 引 理 3.1.3 知 ; 对 任意 9%2) E Lro 有 
A E01, MGA ,£0 十 #0], 
MI — EAA — £0 — #21, 
等 等 都 是 4 的 单调 请 数 , 故 当 4 一 十 oo 时 ,上 述 诸 极 限 都 存在 ,这 
点 事实 马上 要 用 到 . 
为 方便 起 见 , 称 满足 (3. 3, 19) 及 (3, 3. 20) 的 二 维 广 叉 协调 族 
F964) 及 2 和) 为 关于 到 6 的 广 闵 共 轿 二 维 协 调 对 . 将 记 之 为 
EC) €E De. 《3. 3. 21) 
以 符号 对 ?0 人 表示 二 阶 内 积 方 阵 , 即 
琶 PA 《2 ,| Sp" CAY ,| 
A 全 (iid a) em a) oj 
《3 227 


类 和 似 地 ,我 们 有 :车 CEC) 和 带 ww 刚 : 
《4 NNECAN ELK) = 
1 uo Cn) se ] _ 2 a'" 【2 ,Ei ] [Ce 区) se] A pA) a _ 
RE Cp) ES 一 让] LS C6] 一 MR AY! 
后 者 我 们 自然 可 记 之 为 
un nm) ,Ed Oo ADCH) ,el. 《3. 3. 231 
这 种 表示 方法 十 分 方便 , 它 形 式 上 与 一 维 情况 相同 ,但 注意 其 意义 
不 一 样 了 . 
引 理 3.3.6 设 人 0 22) E Brow; 则 402) 满足 (3. 3.7) 
式 , 即 匡 足 ， 
A — ACp) = Ca AACYACD + Ca Oo DA EA ACE) 
的 充 要 条 件 是 ,存在 二 阶 常数 方 阵 


C11 ~ P12 
= 


Ca Coa 1} 


使 十 灯 十 3 存在 道 筷 阵 . 且 
ACA) = (CO 二 十 AICAY ,EE] -1 (3. 3. 24) 
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这 里 /是 二 阶 单位 方 阵 | 。 ME 


证 明 ”由 于 471() 存在 ,在 (3. 3.7) 式 中 左 乘 4 (2 , 右 乘 
4 1 有 注意 到 4 02) 为 有 限 维 矩阵 ,而 nA) EA) 非 负 , 故 结 
合 律 成 立 , 得 到 

A 一 4 和 = Ca Oo MT Oo PECD). 

由 (3. 3. 23) 式 可 得 : 

A — pe — ant 1 = A — MA Mn, EL 
与 参数 无 美 , 故 为 常数 矩阵 , 记 之 为 

c=| ” iE 

Cel Ce 
那么 GC 十 机 十 入 9( 和 4) 习 存 在 道 阵 , 且 (3. 3. 24) 式 成 立 , 必要 性 证 
毕 ， 

反方 向 推 加 去 则 得 充分 性 . 
引 理 3.3.7 形 如 (3.3.5) 式 的 R(X) 满足 连续 性 条 件 
,lim 2B(2) 二 了 当 且 仅 当 如 下 四 式 同时 成 立 : 

lim 4AC%) 一 Ts lim $2) 一 05 lim et 一 0; lim 2FC%) 二 了 
进一步 ,在 上 述 条 件 下 ,RC) 满足 @ 条 件 lim 4GRCX) 一 7) = 9 当 
且 仅 当 如 下 四 式 同 时 成 立 ， 

Hm AAA 一 了} 一 @@ im 2h) 一 Wi} 
im MD = Qs lim FN 一 站 一 和. 


其 中 ;808- 184 分 别 是 8 在 四 个 子 块 上 的 限 迪 , 即 


I 亿 
lo a 
证 明 显然 
引 理 3. 3.8 
jm OF A = 人 | “| 
to dm i 
证 明 易 计 算出 
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Tw Top) 


“一 机 4 从 
A — A-1CAY 一 ， 
Pr) Fon (AY 
ACA) ALA) 
其 中 402) 二 Tor 和 一 Ta 人 ral 和 二 [14AC4)| 半 0, 邦 
> Pos A) 
im en 


1 MT (AY 
TREE 


=g 
. 1xt—0x0 ~- 
同 理 得 
i Tp AY 
2 
再 有 
。 rw (2 
”im 一 
= lim Area CA TAY 一 MraCA}rm CA) 一 To CA) 
Pn Fos CA PA) 一 ToC aIriat a) 
1i To) 一 Mr Ar CN) 一 Mr Ca) 
一 Mpaa CRY ri Ch) 一 Herat A Yr CH) 
jm 2 On) 一 1) 一 Xr AY AT CAY 
TD re A Ch) — rh) Mr A) 
lim Ara CA ACAra ta) — 1) CO— Mros (A) ATm (A) 
和 Proa AI AT CH) 一 2 
1 x fa 一 Hm 0 
TI 又 1 二 0 又 9 一 各 
同 理 得 
， 四 
dm ID 


下 面 再 对 引 涅 3. 3. 6 中 得 到 的 常数 矩阵 C 作 进 一 步 刻 划 . 
引 理 3.3.9 设 RD 是 8 过程 , 则 由 引 理 $$ 台中 得 到 的 带 


"107。 


C11 


”| 有 如 下 性 质 ， 


Cae | 
0) v0， {247 = 1 ,2). 
(iiy os = gs 二 lim 2 C2Y ,0 | > 4m CY ,£0 ]， 
二 部 
(2 > 0)., 


数 矩 阵 Ce 一 


' 1 


ca 二 qm 十 Him CD 60] 字 AYD 6 
(> D0), 
证》 ea 六 ea 十 ,lim XL (2) ,1 一 sm 一 £6] 
一 十 lim OD, 
cz 2 ea 十 lm Ma (2) ,一 EE) 一 Ett] 
= ge + dim A) 1 — 80], 
从 而 ,im xzL9 (2 一 5 及 im 外 #93《D) ,1 一 $9] 均 应 为 有 限 
数 ， 
Gv) ea lim C9 Ci ] = go 


eg 十 im 29 CA ED} = gs 


2 十 me 


从 而 , 若 * 为 瞬时 状态 ,应 有 
,im AL9 (0 0 一 十 co, 


或 等 价 地 | 
lim 2 (CA)1 一 十 cc， 
车 为 稳定 态 ,应 有 ， 
lim 2[ Ca) 本 | < te < oo, 
同样 对 状态 上 有 相同 的 结论 . 
最 后 , 若 RO) 不 中 断 , 则 (iii) 中 的 不 等 式 应 改 为 等 式 . 


证 明 ”由 于 REC) 是 89 过程 , 必 满 足 范 条 件 , 变 由 引 理 3.3.5 
有 


AACAL 十 32420174 1 — Di(2) = 1, 
同 乘 4 (2) 后 得 
41 十 3621 = 4 CW Co AOAD CAY. 3.3.25) 
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及 AIDICA) 2 0 (3.3.26) 
举 实 上 , 它 就 是 
1 | 人 > 51 
4 一 ra 人 (re 10 


而 由 于 4 一 14 | 全 0, 故 它 等 价 于 : 
rm) ra CHa CA) 


及 
rat da) PoC A da CA). 
由 推论 3.2,1 这 两 式 成 立 ,这 就 得 证 (3.3,26) 从 而 由 (C3. 3. 25) 
得 : 
并 十 A921 A ACO 
但 由 引 理 3. 3. 6 知 
AT'CA) 二 局 十 竺 二 49,8 


赦 得 到 
1 十 和 (1 SCL 十 人 1 十 和 [区 :| 
写成 分 量 形式 即 为 : 
IDDT Ee Co cm MAI .SY + £1]: 
MO CY E000 一 ca 十 MYO 十 全 了] 
且 当 RO) 不 中 断 时 ,上 述 两 式 成 立 等 号 ,这 就 得 到 
on 2 cw AIC 一 2 oH], (A 0) 
ea ca 十 AITOD Eo C0. 
注意 到 47 CD31 一 5 一 5 及 49 和,1 一 69 一 5# 信 ] 都 是 
2 半 0 的 单调 增 函 数 , 而 ou,c: 为 常数 , 败 必 有 : 
cil 这 C1 十 im A C2) :1 — £7 一 人 
ce 加 十 mA 一 二 一 人 
(十) 的 前 半 部 不 等 式 得 证 ,再 由 引 替 3. .8 知 i 
jm (好 一 4 | 
Rr fi 


"109. 


A 二 CI 二 A[yCA) 2]， 


fd 一 雪 
CT lm nCA) ,2 = \ 
二 — he 


里 


即 


Cl 一 | 
一 lm 
Ca Boa |! A ro 


fe 一 gs) 

-| 一 全 | | 
这 得 到 di) 及 dv) ,进而 又 得 到 (iii) 药 后 半 部 等 式 . i) 则 是 (i) 及 
《ii) 区 推论 ,其 它 结 论 已 显然 成 立 . 

现在 可 以 统一 得 到 下 述 定理 了 ， 

定理 3.3,2 设 R() 是 定义 在 HB 上 的 8 过 程 , 任 取 4 关 了 所 E. 
令 W 一 一 (9,6), 则 RCA) 必 可 表 为 形式 ， 

RC = 人 0 | | ACAY ACA) NCAY | 
f Pay EECACY ECAY ACAIDE DY! 


A (CA) | 本 《和 ， | 
4 CAY ED |] ay CAY + ] | 


其 中 

(i 加 (和 是 人 过程,@ 二 《qvysirsj EN) 是 @ 在 NN 上 的 限制 . 

《ii CA EY) E De lim AKC20 50427 =— (es6). 
这 里 

_ jew| _ /gi Et "| 
0] (人 EN 
Eee 一 《gg E WN). 
Ciii) lim A C4 ,1 一 上] < 所 十 oo， 
,lim 2 CAL 一 | < 十 oo， 


一 Ci 


Gv) 存在 与 1 无 闫 的 常数 矩阵 C | “| ,使 得 C 


二 和 二 Mo ,本 存在 道 失 阵 ,其 北 甜 阵 恰 为 RD 在 tc,5 上 的 根 
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市 AC2); 即 
A 和 二 {CC 十 条 二 儿科 1] 


Cll 一 C2 | 


党 数 惩 阵 C 一 pe | 有 性 质 


ca 一 du 十 fim A a) ,er ] 
+ re 


站 0D, 
ta 一 go 十 lm 多 [CAE | 之 昌 
an 


mj] 宪 0. 


3 7 
ca cil 二 Yim ne] 人 0, 
十 


(3. 3. 28) 

0) 车 = 上 蚂 时, 则 im 外 40080] = 十 ,等 价 地 
im nO, 1 一 十 ce， 
莽 m 稳定 。 则 ,im 2 C2 ,6 < 十 20， 且 cu 十 
im 对 《和 |] 一 @。 
对 状态 上 有 类 似 结 论 ， 

Cvi) 车 RO 不 中 断 , 则 进一步 有 

ET 一 Et + EV = 1 Co DY. 

且 (3. 3.27) 及 (3.3.28) 成 立 等 号 ;此 时 让 WC ,1 一 63 一 6 中 
及 让 和 1 一 一 59] 拘 为 与 4 无 关 的 有 限 数 . 

最 后 ,上 述 形 式 的 分 解 是 唯一 的 . 

证 明 ”分 解 的 唯一 性 由 4(%) 可 北 立 得 ,其 它 各 项 结论 见 定 
理 3.3.1 至 引 理 3. 3.9 的 证 明 . 

定理 3.3.8 设 8 是 B= 人 ai UN 上 的 一 个 氢 昌 8 一 外 阵 Ce 
隆 站 ,如 困 存 在 一 Qw 过 程 W(X) 及 二 维 广 闵 共 锯 协调 对 

Cnt ACM) E Dee,, 


使 满足 条 件 : 
《lim 和 yA 一 2 之 十 0， 
4 十 oo 
lim yA 1 一 上 人] < 导 十 co， 
十 ce 


* il11 


Gi》 im y= A (gi = ,b,j € N)- 
im (和 ) 4, 会 (gyii EEN,j=a,6) 即 Q: 及 QQ 分 别 是 

在 la) XN 及 NX (a UD 上 的 限制 - 

Gi 若 a 是 稳定 态 ,要 求 g6 十 Jim 和 9 (区,1] Sg 

车 4 是 瞬时 态 , 要 求 im 4[4"( 科 ,4 一 十 co 
或 等 价 地 lim 4[#% (2),1] 一 十 co， 

若是 稳定 态 , 要 求 gx 十 lim 入 29 (和 ,1] 二 

若是 瞬时 态 , 要 求 lim ai[yw (和 ,69] 一 十 cc 
或 等 价 地 lim Aw%(),1] 一 十 ce， 
则 8 是 一 个 8 一 矩阵 ,换言之 ,一 定 存在 名 过 程 ,例如 一 个 8 过程 
可 构造 如 下 

取 常 数 征 阵 0 一 | “ “| ,使 满 外 


els 一 ga 十 ,lim AL C2) ED ], 


C11 -一 Ca 


cal 二 gw 十 lim A CY ED ]. 
cu a0 十 lim ALa Ca, 1 一 - Eo) ec 
he 二 = 
一 和 im AL 一人]， 《3. 3. 29) 
A 十 0 


caz es 十 ,dm A nC) 1 一 En _ £0 


一 和 二 lim A pC) ,lo ee ]. (C3, 3. 30) 
Wr 十 oo 
其 中 ,如 果 a 稳定 , 密 取 
Cn 一 人 一 im [Po EC ] ， 
4 一 上 
如 果 ， 稳 定 ,应 取 
Ch lim A[m' Ca) Et ]. 
3 十 cm 
然后 令 
4 和 二 《CC 十 好 十 和 世人 的 ?1 (3. 3. 31) 
0 0 A ACAI CA 
ac 一 | | ) HKD | (3,.3, 32) 
0 EO) [eCVACG) ECOACOICO 


“1l2s 


就 可 得 到 一 个 9 过 程 RC 
若 进 一 步 还 能 满足 条 件 ， 
EXT 会 SO 二 ENCA 一 1 一 (1 (3, 3. 33) 
若 4 稳定 , 则 还 要 求 满足 


tim A TA I] 一 下 一 和 (3. 3, 34) 
Jr 十 cn 

若 稳定 , 则 还 要 求 满足 
lim 和 [TXT = Oo a (3.3.35) 


则 @ 过 程 RC 还 可 有 取 成 不 中 断 的 ,此 时 只 要 在 上 述 构造 中 53. 3. 
29) 及 (3. 3, 30) 取 等 号 成 立即 可 ， 
证 明 ”由 于 条 件 G) 满足 , 保证 了 lim Myo(D :5]， 


lm A560 lm AD 一 59 一 多] 及 
im 外 2 和),1 一 6%) 一 58%]1 均 存在 且 均 为 有 限 数 ,故常 数 策 阵 C 
可 以 取 到 - 


取 和 宪 常 数 矩 阵 口 后 ,由 避 的 取 流 易 知 ,下 阵 
C+ 条 十 让 (和) ,8] 
有 性 质 ; 对 角 线 元 素 为 正 , 非 对 前 线 元 素 非 正 , 且 各 行 行 和 峰 格 大 
于 0, 从 而 由 矩阵 论 中 周知 的 结果 必 有 首 矩阵 , 且 其 道 窒 泗 汐 非 负 
年 阵 . 因而 按 (3. 3.31) 可 取 到 A(4), 且 A 和 ) 非 负 , 因此 , 按 (3. 3. 
32) 定义 的 RC(2) 满足 


五 (2 2 小 (3. 3. 36) 
进一步 ,从 402) 的 实际 取 法 知 
AT1CAY) = 十 和 二 CA) ,| 
| 4 十 eai 十 2 (C2) ,9 ] 一 人 


一 :3 
一 qs 和 十 coz 十 让 人 EC 


从 而 
A-1CA1 一 i “ 十 ol 十 A 0] oo 
| 商店 妆 s 十 2 [2 ,to — ge! 
十 和 C2) 1,1] 
4 二 AC CA 1 


之 | (3. 3.37) 
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即 
41 二 DLE A 
科 以 非 负 征 阵 4(%0) ,不 等 号 保持 方向 


AC 十 54323901 EL1, (3. 3. 38) 
再 加 上 已 知 象 件 C3(D 8022) 天 襄 o; 天 
ET 十 WADDLE 1， (3. 3. 39) 


回顾 引 理 3. 3.5 知 ,(3.3.38) 及 (3.3.39) 成 立 保证 了 我 们 按 3. 
3. 32) 定义 的 R(X 有 
Ji EE 1. (3. 83, 40) 
再 注意 按 已 知 条 件 凶 (? 是 如 过 程 且 
《CA ECAYY 二 DB). 

知 必 有 : 

PO 一 时 人) = Ca DFOONECOD, 

~ NA WD = OANA EC), 

EA — Eu) = Ca Oo A ON EC). 

从 引 理 3. 3.6 知 ,定义 的 4() 满足 : 
ACAY 一 Ata} = Cp Oo DACOACED 二 Ci Oo AACAIELHY AL ER), 


(3. 3, 41) 
现在 由 引 理 3, 3. 4 知 , 我 们 按 (3. 3. 32) 定义 的 有 (2) 满足 
RCA) 一 BC = Ca — MRCOVRCAY. (3. 3. 42) 
进一步 , 茶 件 (3. 3. 41) 及 引 理 3. 1.2 及 引 理 3. 1. 1 保证 了 : 
fim ICA) 一 9， Mm SC 一 0. 《3. 3. 433》 
y(t 和 0) 是 x 过 程 , 当 然 名 证 了 
lim aC%) 一 工 《3.3. 44) 
4 一 十 oo 
由 AC4) 的 定 广 式 又 不 难 证 明 : 
im X44) = 1. (3. 3. 45) 


3. 3. 437, C3. 3. (44) 下 3. 3. 45 的 成 立 ， 保证 了 可 利用 引 理 3.3.7 
lim AR 一 了 (3. 3. 46) 


i 二 om 
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由 (3. 3. 367、(3. 3. 40)、(3.3. 42) 玉 (3, 3. 46) 可 得 , 按 (3. 3. 32) 定 
文 的 RO) 确 为 一 个 马 氏 过 程 - 我 们 只 需 证 明 它 的 8 一 和气 阵 就 是 原 
给 的 已， 

将 原 答 的 恕 接 {e5) X taiyfaiBy XI Xe ww X 和 全 
成 四 个 子 块 , 即 


[> 加 
Wr 
条 件 (ii) 及 到 (4) 是 8 过 程 已 保证 了 : 

im 7 一 YO:, lm 6%) = Or, lim AAFC) — = 


{3. 3. 47) 
再 看 我 们 定义 的 ACWD 可 知 , 必 有 ， 
好 一 4 人 一 一 和 一 讶 94 ,ej 
一 Cl 和 Le (2) so et 
ge 一 cos 一 A (AY ec | 
当 a 稳定 时 ,由 ou 一 一 am_ ae,o 条 
Hm (~ en 一 A a), Er ]) 
= lm (— gt lm A EY Oo A CH) EY 
te jo 
= 一 十 lim A AY se] — ,lm AL yp (CA ,Er ] 一 一 由。 
而 “ 爵 时 时 ,由 条 伴 Git) 知 ,ima[ 05 一 十 00, 故 更 有 : 
lm 《一 el 一 aL CHA), Et ]Y 二 一 
同 理 也 有 
tim 《一 oa — 2 (D8) 一 一 和 
故我 们 证 明了 : 


lim CA — 4 = 0, = [7 和 |. 


a 二 os 


Toa 
注意 到 已 证 得 的 事实 lim 和 4(2) 一 7 可 得 ， 
lm 和 CA4CN 一 站 一 色 ， 
从 而 由 引 理 3. 3. 7 可 得 , 按 (3. 3. 32) 定义 的 Ra20 确实 满足 : 
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im CARCD) — 站 = 9， 
故 RC 确 为 8 这 程 ， 
最 后 注意 , 当 (3. 3. 33)、(3. 3.34) 及 (3. 3.35) 满足 时 ,我 们 取 
的 4(2) 可 满足 : 
AACAYL TT AACAINCAY1 = 1. 
另外 
EA)L + ATCAYT 一 】， 
亦 由 条 件 所 保证 ; 故 按 上 述 方 法 枸 成 的 CX) 必 满 足 : 
AR{2Il1 = 1, 
肥 存 在 不 中 渐 的 8 过 程 ， 


$ 4 刍 维 分 解 定理 


本 节 将 致力 于 证 明 多 维和 分 解 定理 . 其 中 与 $3 类似 的 地 方 , 推 
证 将 从 略 . 为 简化 记号 及 陈述 ,与 二 维 情况 一 样 ,我 们 引入 维 广 
义 共 轿 协 调 对 的 概念 

定义 3.4,1 设 了 (2 是 任意 一 个 过 程 , 称 ?362) 全 《PCD ， 
A EA) EDOAY ,ECA soe ‘6 (A)) 是 关于 
24) 的 1 维 广义 协调 对 ,如果 下 列 三 条 件 满足 

(DD) Yl EE Lr: 

(i Yl 区 本 ro 


(ii EVD E11 OY). 


i=1 


今后 将 简 记 之 为 (nC 和 D502)) E 下 四. 于 面 的 条 件 5iii) 今后 常 记 作 


EOL EL — MVCAYL. (3. 4. 1) 
1 
1 

但 要 注意 左右 两 边 1 意 义 不 同 ,左边 的 1 表示 * 维 列 向 量 | 、| 而 右 
1 
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边 的 1 一 般 是 无 限 维 列 向 量 , 故 . 七 式 的 确切 意义 是 


Yh EPO) EL — AY ph). 
:=1 EE 
同 二 维 情况 :- 样 ,以 符 导 息 z(%) ,2j 表示 7 阶 内 积 方 阵 . 即 
A EO CM ET Ri 
这 样 ,我 们 可 得 :如 果 司 人 ,ED) 万 D5ow; 则 必 有 
(一 和 TS 一 ALICE 一 na) El (3.4.2) 
为 了 下 面 应 用 的 方便 ,我 们 先 来 证 明 两 全 关于 * 阶 符 阵 的 简 
单 引 理 ,我 们 下 面 讲 的 阶 矩 阵 , 其 元 素 是 广义 实数 . 当 和 矩阵 元 素 
都 是 有 限 实 数 时 , 我 们 称 为 * 育 限 年 阵 ” 注意 这 里 的 "有限 ”不 是 
指 和 矩阵 欧 阶 数 . 
引 理 3.4.1 设 4 和 ) 及 4 均 为 a 阶 有 限 方 阵 , 如 果 lim A 和) 


= 4 则 必 有 


Him |4t4)| 一 |4| 及 lim A* (%) = A'. 
Com A 
进而 ,如 果 im 14( 妨 一 了 且 4600 对 任意 之 0 可逆 , 则 
im 全 -2 = 1 
1 一 十 :em 办 


这 里 141 表示 4 的 行列 式 ,4: 表 4 的 伴随 掉 阵 . 
证 明令 4AC0) 二 CC) 4 一 《ob : 则 lim ou Ch — sly i 
站. 由 于 qt 和) 及 均 为 有 限 数 , 而 4 阶 行列 式 的 定义 元 非 是 有 限 
积 的 有 限 代数 和 , 故 有 
i 一 i 1 于 所 {2 rr 
Him | AGO mo Dap Chas Cheestoy CAY 
= D7 Dim a OC Him ew, (HDC lim a (4)) 


一 >) (一 1)ronazsem = |Ai. 
1 


而 im 4 一作 则 是 刚 证 明 的 事实 的 推论 , 引 理 前 半 部 分 得 
证 . 
车 ,lim 44( 和 二 /我们 令 B80) 一 24(2 ,那么 Jim BCD 一 7 则 
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由 刚 证 明 的 事实 , 必 有 


lim | 人 一 一 1 及 lim B* (4) 一 了 一 了 
i 二 oo 
队 而 再 由 4C4%) 的 可 道 性 及 了 (12 一 和 14 《和 可 得 

lim A im AAO) im "lA* (A) 

A z 7 十 2 太 | (CA) | 2 | ACDY | 
mm 局 
ee ACAYT 1 [BCAY| 

了 
一 二 一 了 
|7| 


引 理 3.4.2 设 442) 为 a? 阶 有 限 方 阵 , 且 满足 条 件 442) 可 道 
及 Jim 324 和 一 工 则 
站 十 ee 
(人) 若 lm 20a4(0) 一 站 一 8 , 则 必 有 lim (好 一 4102)) = 


《ii》 反之 , 若 lim (7 一 A-71(CA)) 一 8, 亦 必 有 lim 440 及 
— 1) = 人 0. 
这 里 龟 的 非 对 角 线 元 素 为 有 限 数 ， 

注 ”本 引 理 的 直观 意义 是 很 清楚 的 ,实际 上 ,注意 到 %24( 和 0) 
一 站 二 44( 和 )( 知 一 1( 罗 ) ,并 由 条 件 im 4() 一 1 可知 应 该 有 
im A4C 和 一 成一 lim《 杂 一 本 以)). 但 当然 这 不 是 严格 证 明 ， 


证 明 6G) 由 已 知 条 件 ,引用 引 理 3.4.1 可知 lim 4 2 
二 了 即 


im (1 — 4 2) . (3. 4. 8) 
2 + co A 
{AACAY — 7) = HACA)CT 一 2) (3, 4. 4) 
及 已 知 条 件 
lim ACAACHO — 1) = Q. (3.4.5» 


现 设 AC2) 二 (er0 ,A710) 一 (84( 和 )) 8 二 (95). 由 于 当 i 基 3 
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DO 


时 ,9 为 有 限 数 故 53.4 5) 给 出 
im PoC) 二 gy 和 天 力 ， (3, 二 6) 
而 恒等式 C3, 4. 4) 又 给 出 


lim D>) Naa{ a) (6 一 (2) 一 好， (i 关内 
或 和 
lim (C280 CA CL 一 名 一 ， Ma (A) ea 和 2 和 
— De WH) — oy GE (3. 4.7) 
Ei 


注意 当 h 了 i 且 4 考 j 时 ,(3. 4.6) 及 (3.4.3) 给 出 lim ?en 存在 
且 为 有 限 数 gr. 而 tm 4 一 0, 从 而 
lim >) Xa (2) po 一 一 Da x0=0. 


rt | i 
故 由 (3. 4.7) 将 有 
im Cai 一 WHE 一 Ha 生生) 一 ， 各 天 让， 


但 Jim Vay CA) 二 gy 为 有 限 数 .而 (3. 4. 3) 又 给 出 lim (一 (2) 
一 0, 从 而 
lim M2 CAYIC1 一 


这 得 到 


2 ) 一 和 xD 0，G 尖 用， 


lim 【一 Agaf ay) 和 2) 一 dss CE 天 1}, 
A 十 co 
但 由 已 知 条 件 Bm ?qu 和 ) 一 1,9s 文 有 限 , 故 极限 lim By(2) 必 存 


在 , 且 就 是 


mn (一 Pt)) 一 0 C3., 4. 8) 
再 来 看 对 谣 线 元 ,此 时 (3. 4. 4) 式 及 已 知 条 件 给 出 
im (Was 1 一 二 和 — DD a )) = gr 
《3.4.9) 
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注意 ,当天 ;时 ，lim Mas(2) 存在 , 且 为 有 限 数 ,而 lm 


by 
癌 ( 和 9 存在 且 为 0, 帮 知 
, m2) 
,im > Nah 2 一 0. 
那么 (3, 4,9) 给 出 
lim Xas CAIC1 一 2 ) 一 ge (3, 4. 10) 


这 里 gs 虽然 可 能 不 是 有 限 数 . 但 必 有 确定 的 符号 , 而 lim 2 (2) 


lim 【和 0)) = 一 i ‘3, 4 11》 


一 证 


现在 (3. 4.8) 及 (3.4. 11) 已 说 明 
lim CT 一 41a7) = &. 


A 二 oo 
Gi) 车 
iim CT 一 4123 一 站 
即 
iim A 一 全 人) 一 电 : 
令 BC%) = 生僻, 则 上 式 给 出 
,im KAB(D 一 1) =— @. 
电 已 知 条 件 4(2) 可 递 及 lim MXM( 一 工 由 引 理 3.4.1 可 得 
Hm 


4 一 了 


认 而 BA) 亦 可 逆 且 ， lim 4B(%) 一 ,im 


利用 已 证 明 的 (1) 的 结果 得 
im (和 7 一 B 00) 一 一 全 
-但 显然 
BC = (4 )! 一 和 4(7， 
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故 上 式 实际 给 出 lim 3?(44(3) — I)=g. 

现在 ,可 以 来 陈述 并 证 明 # 维 分 解 定理 了 . 

定理 3.4.1 设 忆 四 是 定 闵 于 吾 上 的 过程 , 任 取 吾 的 有 限 
子 集 加 己 琴 令 N= 是 一 色 , 则 RC 必 可 表 为 

RA) = | 0 | ACAY 二 AIA 
0 VU) ECIACH) EC ACA) NCA) 
《3. 4. 12) 

其 中 

(i) 4At 加 是 以 和 D 在 加 上 的 限制 , 即 4C2) 一 (ryt 3isj EE 
B); 且 满足 条 件 


[AC4)| 计 0， (4 0), (3. 4. 13) 
从 而 402) 对 所 有 之 0 可 道 . 
iy (和 是; 过程 ,这 里 @x 二 《qy3ij 亿 和 N) 是 8 在 N 上 的 
限制 . (3. 4. 14) 
GH) CoCAY EL E Dy, (3. 4. 15) 
且 
,lim CnCA) ,Eth)) 二 C3, 4, 16) 


其 中 人 入 一 (QF EE Bsj Ny i 81) 分 别 是 久 在 
BLXN 及 Nx Bl 上 的 限制 . 
(Civ) im 20°C) rE EE),C(3.4.17) 
(wv} 存在 与 无关 的 | 如 | 阶 常数 矩阵 C, 使 得 CT 十 他 二 
2[Lnc%) 8] 可 道 , 且 | 
| 4 和 一 《十 逢 十 和 3) {3, 4, 18) 
其 中 ,常数 矩阵 如 的 对 角 线 元 素 为 6;, 非 对 角 线 元 素 为 
一 c(i 关门 ,满足 
0 二 ij 十 ,lm AL CED IEE jj EE BD). (3.4,19) 


ode +t lim MRP) — DEH] EE E). 
pe tm i 


(3. 4. 20) 
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(vi) 车 i€ 可 为 瞬时 态 , 则 


lm HFN SY] =+ oo (3. 4. 21) 
或 等 价 地 
sim [Lo (91 一 十 co， (3. 4. 22) 
若 :E 可 为 稳定 态 , 则 有 tim A(x?C10) ,$"j 夺 十 co 上 且 
下 一 全 十 im A CH) ,60 《3. 4. 23) 


Cvii) ”车 RO) 不 中 断 , 则 进一步 有 
EL DI EFNW = 1 — WL, (3. 4, 24} 
EB] 


且 (3. 4.20) 对 所 有 (Gi EE€ E,) 取 等 号 . 

最 后 ,满足 上 述 条 件 的 形 如 (C3. 4. 12) 的 分 解 式 是 唯一 的 . 

注 ”我 们 将 对 如 中 状态 个 数 行 归纳 法 来 证 明 本 定理 . 为 了 行 
文 的 方便 ,我 们 将 假定 == 11;2,3,…}) ,并 在 行 归纳 法 时 ,认定 对 
其 一 (1,2,… 尖 一 1) 成立, 推 证 对 有 一 11,2 成立, 这 当然 
不 失 一 般 性 . 

另外 与 $ 3 一样, 为 了 同时 得 到 后 面 一 个 道 定理 ,也 为 了 帘 出 
上 述 各 杀人 忻 各 自 的 意义 和 作用 ,我 们 将 通过 一 系列 的 引 理 来 完成 
本 定理 的 证 上 明 . 

显然 , 当 | 再 | = 1 及 | 及 | 二 2 时 ,已 证 得 定理 结论 正确 , 现 假 
设 对 名 = {1,2 一 1} 已 正确 , 推 证 对 户 一 1112) 亦 正 
确 , 换 言 之 ,假定 

RA » | | 1 | 
0 雍 (2) ECAIACY ECOACIFCAY 
《3. 4. 25} 

其 中 定 (CD) EC) AK) 分别 定义 在 高 XX 诅 , 六 XX 主神 XX 六 ， 
礼 , XxX 蕊 上 , 且 满 足 条 件 (3. 4. 13) 至 (3. 4.24). 这 里 章 一 四 一 站 一 
估计 十 1). 由 条 件 03. 4.14) 知音 (02 是 Qs 过 程 .胡可 再 对 它 依 
状态 好 } 行 一 维 分 解 得 


~ 四 1 | 
A) 一 十 | (1 ,ga)). 


FE oo 1 
(3. 4. 26) 
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记 
及 CPCA) 二 无 (和 ) EC)ZAC4) 一 疡 (1)， 
窑 (40 十 ECAACAINCA) 二 让 (0 
那么 ,RC4) 可 分 据 写 为 


《3. 4. 27 


可 (2 六 (0 
a = | Ca) Bt |. 


记 (2) (C4) 
为 简便 起 见 , 在 下 面 引 理 3. 4.3 和 引 理 3. 4, 4 中 ,我 们 有 时 省 
去 C0. 钢 如 ROD 记 为 已 
引 理 3. 4.3 ”车 假设 定理 3.4.1 对 高 二 {1,2,-… 尺 一 1 成 
立 , 则 对 任意 iE 视 ,j 所 鹤 . 必 有 


了 1 
Py 
A |， 
Ti— 1 
Ta Pz Pl Tyy 
PL 
Ta 
可 | 0. (3. 4. 28) 
PE 
Ta Te Tw Ti 


换言之 ,4 的 任意 加 边 子 阵 的 行列 涉 非 负 , 守 的 任意 加 边 主 子 阵 的 
行列 式 严 格 正 . 
证 明 ”由 (3.4.25) 并 注意 全 (0) 是 马 氏 过 程 , 就 有 
Bh, > 0， 0 GEN,jE NW). 


Pi 守 Emm CE 掏 再， 所 N), 


m= 二 1 {=1 


上 一 】 +t—I 


Ti > >) Firm tt 和 NY. 


m=] i=1 
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宙 条 件 (3. 4. 13) 知 卫 可 逆 且 |2| > 0 得 


rt—l 上 一 1 


| 本 175 守 了 >， > 于 | 广 rm 和 人 三 府 ,j 万 Ny). 
m=1 fml 


RO—1 
DlAlrains GE Wy. 
一 上 1=1 


注意 到 (3. 4. 277 式 及 和 -1 一 条 这 里 和 全 C61) 为 的 伴随 和 矩阵， 
就 得 


上 一 下 一 圭 


[Alrs 3 > > ruleirmii (GEN,jEN). 
muml {=1 


[ar > y， naarw， (i € 训 ). 

.由 拉 普 拉 斯 定理 知 , 上 面 两 式 就 是 欲 证 的 (3,. 4. 28)， 

击 引 理 3. 4.3 的 证 明 可 知 ,我 们 实际 上 已 得 到 如 下 的 重要 推 
论 . 

推论 3.4.1 车 定理 3. 4. 1 对 于 | 高 | 一 下 一 ] 时 成 立 , 则 过 程 
RCx) 的 任意 一 个 * 阶 主子 式 严 格 正 ,RC2) 的 任意 一 个 + 阶 偏 主子 
式 非 负 ， 

这 个 推论 我 们 马上 就 要 用 到 |， 

引 理 3. 4.4 设 定 理 3.4.1 对 芒 二 {1,2,-…, 记 一 1} 成立, 令 


PCAY TIA)Y eer F(A) 
CD 二 Poa) PatA) ee ral) 
ra Ay Pet 由) 机 Pert A 
则 RCD 可 表 为 


RD = | 40 m0] 
RC) Rl) 
再 令 
向 (和 0) 会 和 (入 一 和 Ogy( 和 (1 一 1,j 宇 上 十 7). 
Wh (2) A gC), Ct 十 1). 


“1124。， 


Exh) C1 
SC A fali), CG 上 十 1). 
WC) 二 O00) ;1 入 1 让 守 下 十 1)， 
2) 二 CE 和 [和 kj) 守 上 十 1)， 
其 中 (0 一 〔 的 [向 条 臣下 十 162) 一 《有 (和 5 次 
52 ,4) 等 的 定义 见 (3.4. 25) 及 (3. 4. 26). 则 有 
Poth) = ACAINCON), 
RCA) = EC ACA), 
RN 一 FOOD + ECOACOFW. 
ED 
nA) 2 0 
这 里 下 (2 是 C3. 4. 26) 中 得 到 的 过 程 ， 


#4 D. 


学 十 1) ;及 


(8, 4. 29) 
(C3. 4, 30) 
(3. 4. 31) 
(3, 4. 32) 
(3. 4. 33) 


证 明 ”在 下 面 的 证 明 中 ,我 们 仍然 省 掉 (). (3. 4, 29) 及 (3， 


4, 30) 瑟 可 以 直接 验证 ， 实际 上 , (3, 4. 29) 就 是 


= Sr 十 ra， (入社 十 1). 


‘=] 


注意 , 当 1 所 i 所 一 1,j 主 十 1, 时 


亚 一 上 
> Pa 了 多 
{=1 
kl 
一 Fi “一 Hage 十 Ps 
4 一 1 . 
* 一 1 t 一 1 
— > ri 十 《pa 一 Sri) gt 
t=] {=] 
x—1 


一 Sra 十 0 区 gt 
{=1 


上 一 了 

一 > rh 
:一 1 

Ti 


而 当 i 二 jy 宇 庆 十 1; 时 


(3. 4.34) 
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上 一 上 


了 > rims 十 Tons 


t=1 


[el 
一 Dr Ch 一 Wg) 十 Tk; 


t=1 


t—1 kl1 

一 > J ruth 十 《ru 一 > za)g 
i=1 1] 
t-—] 


一 >， re 十 Pes 


1=1 


从 而 C3.4. 34) 也 即 (3. 4, 29) 式 得 证 . 
同 理 ， 当 1 之 十 1 1 所 jt 一 1 时 


> ET 一 » GaP 十 ETE 
二 | 


二 一 二 
一 >) (CE, 一 了 ED 十 ffirs 
t=1 
一 1 三 一 上 
= > Er 十 fu tri 一 DS Ery) 


r=1 


Td 


ury 十 i 0 


> FILE 一 一 BS Firm 十 二 让 


Te 


一 5 (Es 一 Fad rn 十 天 


了 


一 1 
Sy Em 十 所 Cra 一 D Era) 
'=1 
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+ 一 1 
一 D> Era 十 


1 一 1 
二 一] 
= 十 Dr 
i=] 
一 7 
从 而 (3. 4. 30) 得 证 . 
由 引 理 3. 4. 3 知 ,4C4) 可 道 . 故 由 已 证 得 的 (3. 4. 29) 及 《3. 4. 
30) 立 得 
A) 二 AAReA) 及 1) 一 而 (4-503 
故 为 证 (3. 4. 32) 及 (3.4,33) 只 需 证 
> pr 0 UiChjk+ 1). 
me 
及 
> rai Ti 2 0, 十 11), 
{=1 


这 里 {a3 ) 一 4' 是 4 的 伴随 年 阵 . 注意 到 |4| > 0, 放 等 从 于 要 证 明 


i 
D0 (ij 十. 
f= 


业 
Dr 0 GPt+1l Ej), 
t=1 


但 上 面 两 式 的 在 边 是 RC) 的 下 阶 偏 主子 式 ,它们 的 非 负 性 已 由 推 
论 3.4.1 哥 证 , 队 而 证 得 C3, 4. 32) 及 (3. 4. 33). 

最 后 ,(3, 4. 31) 亦 容易 直接 验证 . 实际 上 ,对 于 i 宇 十 1,j 闻 
x 十 1 有 


A 
1 

加 
1 


1 


Ty 一 名 ; 十 Erim Dn 

掀 二 1 1 二 1 
El 4 一 1 

王 妆 i 十 《eu 十 faen rn Cmagis) 
m=1 上 一 
上 -1 4 一 1 #1 kl 

二 次 ; 十 | SP Tey 十 fa 了， 了 > ?Eur ) pm 
m=] {=1 刘 一 上 ?一 上 
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一 1 #—1 


十 Bt; > ( Sri 十 fag 之 > ET im mk 
二 


一 1 
局 总 一 1 


= 煞 ; 十 > karim 十 fn 2 Pem Wm 


之 各 


#1 El kl 


十 gu 2 res 十 Sugs >) > ET Tn 


一 】 m=1 t=1 


上 一 人士 一 1 


一 化 ; 十 >, DY Ear ia 十 ga Dr 


m= {=1 


十 CS \ gym, 十 7 一 We) 
一】 -1 
一 多 ， 一 Wr fts 十 > 2 Sree: 


3 Timi 十 C > Ei tm ) Mey 


放生 | 


1 
十 3 Spt, 十 Ei Tin 
m=1 !=1 1 
十 C2 rin) 
二 加 十 py sr 


二 1 上 一 


总 结 上 述 引 理 ,我 们 已 经 得 到 
命题 3.4.1 设 定理 3.4.1 对 义 一 {11,2,… 汪 一 1 成 立 , 则 
若 令 马 三 {1,2,… 如. 那么 过 程 RO 必 可 表 为 
0 0 ACA) ACAI NCAY 
co 人 | A 
0 EON) EMIACA) EC ACAIDLA) 
(3. 4. 35) 
其 中 40 入 多 和 D EC),FCD 分 别 定义 于 记忆 1 记 XXNN XX 闻 ， 
NX NN= HB— EYL 上, 
”4( 力 是 ROW 在 EX 本 上 的 限制 ,满足 1401 之 0， 从而 40%) 
可 道 ， C3. 4. 36) 
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YY( 办 是 Qr 过程 ,这 里 Or 一 (gj;5i,jE N) 是 9 在 NN 上 的 限制 . 


(3. 4, 37) 
D0) (3, 4. 38) 
7C24) 的 个" 分量 ”都 是 N 上 的 可 和 行 向 量 ; (3. 4. 39) 
< 的 人 个“ 分量” 都 是 NN 上 的 对 4 一 致 有 和 界 的 列 向 量 ， 
(C3, 4, 40) 
RX4) 的 任意 k 阶 及 十 1 阶 偏 主 子 式 非 鲍 ;8(N) 的 任意 下 阶 及 
5 十 工 阶 主 子 式 严格 正 . (3. 4. 41) 
.进而 有 
Dsl) 六 ECO DCN). (3. 4. 42) 
ATICOOIDCAY 之 由 (3. 4. 43) 
这 里 
4) drri (A) 
DC) 一 0 ， DW) = ee ， 
起 (1 


LD = 1— Dn. GEE). 


2 字 一 

证 明 ”命题 的 前 半 部 分 ,包括 (3. 4. 35),、(3. 4. 367 (3. 4. 37) 
及 (3.4. 38) 已 由 引 理 3.4.3 及 引 理 3. 4. 4 而 得 到 . 

(3. 4. 39) 及 (C3, 4. 40) 由 3 820) 的 定义 及 归纳 假设 立 得 ， 
其 中 #( 和 0 的 每 一 个 分 量 关于 4 的 一 致 有 界 性 也 由 妇 纳 假设 及 定义 
得 到 ,例如 可 取 1 为 一 致 的 界 . RC4) 的 任意 阶 偏 主子 式 及 主子 式 
竟 非 负 性 及 严格 正 狂 由 推论 3. 4. 1 得到, 至 于 RC 的 任意 # 十 1 阶 
禹 主子 式 非 负 性 及 任意 # 十 1 阶 主子 式 的 严格 正人 性 由 已 证 的 (3. 4. 
35) (3. 4. 36) 及 (3. 4. 37) 用 与 引 理 3. 4. 3 完全 相同 的 证 明 方法 
而 得 到 ,只 蓝 将 该 引 理 的 证 明 中 用 到 的 让 (023 , 放 ( 和 用 462) 及 C0) 
代替 即 可 , 注意 证 明 该 引 理 时 唯一 用 到 的 条 件 是 |4(x)| 汪 0 及 
$B 0 pl > 0. 而 现在 相应 的 条 件 1 A400 | 全 0 蓉 0， 
(2) > 0 确实 满足 . 这 得 证 (3. 4. 41). 
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最 后 , C3. 4. 42) 及 (3.4.43) 是 (3. 4.41) 的 显然 推论 ， 

下 男儿 个 引 理 ,完全 类 似 于 3 3 的 讨论 ， 

引 理 3.4.5 设 Ri) 形 如 (3.4.35) 日 满足 (3. 4.367 蒜 (3. 4. 
40》, 则 Rt2) 满足 预 解 方程 


ROA) — RERY = fp Oo MROMNBRCAY 3, 4. 44) 
的 充 要 条 件 为 如 下 四 条 同时 成 立 
ACA CO— ACD) = Ca Co MACDACA) 
+ CE ACIMAIECEI ACH) (3. 4. 45) 
FA OO I = CO A); (3. 4. 46}) 
EA 一 E21) = Ca Oo MFOMNECRD; 《3. 4. 47) 
EPA) 一 村 (6 = Ca Oo PO CR). (3. 4d. 48) 


证 明 ” 同 引 理 3. 3. 4 的 证 明 . 
引 理 3.4,8 设 86) 形 如 3.4.35),; 则 满足 范 条 件 


ARCAIlL El {3. 4, 49) 

的 充 要 条 件 为 如 下 两 条 件 同 时 成 立 
AACAIL + AACAINCAL < 1; (3, 4. §0) 
E21 二 C1 所 1. 《3. 4, 51) 


且 RC 不 中 断 当 且 仅 当 (3. 4. 50) 及 (3. 4, 51) 成 立 等 号 . 

证 明 利用 关系 式 (3, 4. 42), 用 与 引 理 3. 3. 5 相同 的 方法 容 
易 证 得 本 引 理 . 

注意 ,由 《3.4. 38)、 (3. 4. 39)、(3. 4. 40) (3. 4. 46) (3, 4, 47) 
及 (3. 4.51) 我 们 实际 已 得 到 CyC) ,E00)) 所 政 c 

引 理 3.47 设 (yC0 2) EE 防风 4400 满足 (3. 4. 45)， 
即 
A 一 ACWD = Cao MDACDACD + Ca Oo DACOIMEC ACE) 
的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 阶 方 阵 


11 -一 CI 人 一 CO 
一 cal Ca Cer 
侣 二 +» C3. 4, 52) 
rr we 人 a 
Cl Gre 机 Ce 
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司 避 十 好 十 守 # 和 :5 存在 道 矩 阵 且 
4-1( 科 一口 十 和 十 和 ?CE]， 《3. 4. 53) 
证 明 ” 辣 引 理 3. 3.6 的 证 明 . 
引 理 3.4.8 形 如 (3.4.35) 的 五 (和 满足 连续 性 条 件 
lim ABC2) 一 了 的 充分 必要 条 件 是 如 下 四 式 司 时 成 立 


lim AAC2) 一 了 lim nt) = 0; 
Ar 十 cc 2 十 co 

tm £2) 一 0; lim A 一 工 
十 号 + 


进一步 ,在 满足 连续 性 条 件 下 ,EC 满足 8 条 件 lim 4C48() 一 站 
二 日 当 且 仅 当 如 下 四 式 同 时 成 江 


lim xx — 10) = Os lim nC) = rs 

2 一 十 局 dr 
lim MX) 一 Qs lim ACAP CY 一 了 一 人 
lr Ar 十 = 


其 中 仿 ,@ ;及 Qi 分 别 是 8 在 天 BBXNNXENXN 上 
的 限制 . 

证 明 ”显然 . 

引 理 3.4.9 设 8 是 9 过程 , 则 由 (3, 4. 52) 式 得 到 的 常数 
矩阵 


Cll 一 C2 一 Ce 
一 82 Ca 一 人 
全 一 
一 2 
有 性 质 
() cE0 (lik,1 7; (3. 4. 54) 


《这 人 一 十 im 和 LOCAD7 ED], C4 天 js) 3 Ey. 
(3. 4. 55) 
(Hi) ea 之 2 十 lim 外 0% (和 ) ,1 一 DE], CE Bi), 


J 上 | 


(3. 4. 56) 
即 
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上 区 > 十 lim MAO] GE hy). 
Ee 


jE 一 {4 
(3. 4.57) 
(iv} ei 二 im 对 9 EO gg CER.). (3.4, 58》 
且 当 RC 不 中 断 时 ,(3. 4. 56) 及 (3, 4. 57) 应 成 立 等 号 . 
证 明 ”因为 ROW 是 @ 过 程 , 故 满 足 范 条 件 从 而 
AACAYL 十 Ad 十 而 (0 一 1， 
同 乘 4- (2) 后 得 到 
31 十 条 人 1 一 AACA)1 一 由 1 
由 《3. 4. 43) 得 到 
j1 LE A 
且 当 RCD 不 中 断 时 ,上 式 成 立 等 号 ， 
但 由 引 理 3. 4. 7 知 
AT12) 二 合十 条 十 A092) ,EE 


故 
CA)1 CL + oN E]1， 
此 即 (3. 4. 56) 式 , 且 RCD 不 中 断 时 ,成 立 等 号 - 
另 由 RE2) 是 如 过 程 , 故 由 引 理 3. 4. 2 及 引 理 3. 4. 8 知 
lim ar — A-i1CAY = 


由 十 5 


其 中 心 = Cjiyj € 到) 是 8 在 加 X 局 上 的 限制 ,再 注意 到 
A 二 局 十 类 十 AL 和 ),] 
立 得 
c+ lim AL ca) 一 一 人马 - 
此 即 (3.4.58) 及 (3. 4. 55)， 
由 (3. 4.55) 及 (3. 4.56) 得 到 53. 4.57), 而 (3. 4.54) 是 (3. 4. 
55) 及 (C3, 4.58) 的 推论 ， 
最 后 总 结 一 下 ,来 完成 定理 3. 4. 1 的 证 明 . 
定理 3.4.1 的 证 明 当 | 加 | 二 1 或 | 互 | 一 2 时 ,已 由 $2 及 
§ 3 得 证 . 现 设 当 | 到 | 二 8 一 1 时 成 立 , 则 当 户 | = 二 时 ,用 归纳 假 
设 及 再 次 应 用 一 维 分 解 定理 ,并 按 引 理 3. 4. 4 中 的 方法 定义 #7 加 
+ 132， 


及 50) ,由 命题 3.4. 1 得 知 ,8x) 必 可 表 为 
0 0 1 | ACA) ACAIMCA) 
0 wj CD EC ACINCAT 
这 得 证 (3. 4. 12) ,并 已 得 到 (3. 4. 14) 和 (3.4. 13》. 

另 由 命题 3. 4. 1 及 引 理 3. 4. 5 得 证 (3. 4. 186). <3. 4. 16》 由 引 
理 3.4.8 得 到 . (3. 4. 18)、(3. 4.19) 和 (3. 和 20)7 由 引 理 3.4.7 及 引 
理 3.4.9 得 到 . 而 563.4. 213、(3. 4. 177、(3. 4. 227 和 (3. 4.23) 是 
(3. 4.58) 的 推论 ,同时 也 得 到 了 (3, 4. 24), 至 此 ,定理 对 | 豆 | 一 于 
亦 成 立 . | 

外 归纳 原理 ,定理 对 任意 有 限 集 E 成 立 . 

最 后 ,分解 形式 的 唯一 性 由 4(%) 可 道 立 即 得 到 ,定理 3, 4.1 
全 部 得 证 ， 

在 上 述 各 引 理 的 证 明 中 ,我 们 实际 上 已 证 得 下 面 的 道 定理 . 

定理 3.4.2 设 8 是 B= UN 上 的 一 个 拟 8 一 矩阵 ,这 里 
吾 为 有 限 集 , 是 E; 站 NW 二 避 , 如 果 存 在 一 个 8 过 程 Yt2) 及 关于 
(0) 的 广义 | 上马 1 维 共 罗 协 调 对 , 即 存在 (9 和:200D) €E Di 满足 
下 列 条 件 

im 2 ,50) = Crs). 
其 中 :及 引 分 别 是 8 在 如 XN 及 NX 上 的 限制 . 

3) im 4? ,1 Oo 40+ GE BE). 

《ii 车 iE 九 是 旧时 态 , 还 要 求 
im 47D] =+ 


RLN) = | 


或 等 价 地 
lim A WA) 1] 一 十 ce， 
车 iE€ 吾 是 稳定 态 , 还 要 求 


4 > 和 十 Ji A 11. 


jE 一 
则 @ 是 一 个 & 一 矩阵 ,换言之 ,此 时 必 存 在 8 过程， 
若 进一步 还 能 满足 条 件 
让 33。 


CA = 1 EAL 《3. 4.59) 
且 对 稳定 态 i€ Bt 有 


9% 一 mi 十 Ji M11, (3. 4. 60) 


3 一 1 


则 8 过程 还 可 取 为 不 中 断 的 ， 
证 明 ”只 要 证 明 在 条 件 满足 时 ,我 们 可 实际 构造 一 个 8 过程 
即 可 .实事 上 ,我 们 先 取 一 个 | | 阶 的 常数 矩阵 2 如 下 
= lm MFID EV] GF hij€ BE). 
且 对 所 有 的 iE 名， 
车 二 十 50; 网 任 取 ci 之 多， 时 + im Aa C1 — 6 


车 避 达 十 0, 出 取 短 ci 二 一 lim Ma ,8 


CU ”Ps 四 一 Te 

Col 2 TC 
二 

Crt C2 bc 


这 里 #* 王 | 名 |. 
由 已 知 条 件 Ci) 及 {过} 可 知 这 样 的 常数 惩 阵 0 确 实 可 以 取 到 . 
然后 ,再 对 尾 党 4 半 了 构造 ] 吾 ] 阶 的 方 阵 如 下 
CC 二 7 二 AWCA) El, 
注意 到 外 mC 8?j 随 4 单调 上 升 , 故 按 上 述 方 法 得 到 的 方 阵 有 : 
对 任意 4> 0, 非 对 角 线 元 索 非 正 ,而 每 行 行 和 严格 大 于 0. 邦 由 周 
知 的 线性 代数 结果 知 
十 17 十 3[9C3 ,2] 
必 有 道 矩 阵 ,上 其 道 非 抽 . 
令 
AC) 二 (GC 十 和 十 MD,51)7! 
ROA) 二 | 0 | + ACD) ACAInCAY |. 
0 POAY ELA ACAY ECAYACAINLA) 
出 于 证 得 4 和 0 非 旬 ,而 7 入 ,2 和 0, 于 C0) 的 非 负 福 , 由 已 知 条 件 可 
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(3. 4, 61) 


得 . 从 而 按 03. 4.61) 定 愉 的 22) 必然 非 负 ， 
易 算出 , 按 上 述 方法 定义 的 术 罗 有 性 质 
41 二 C1 十 入 十 守 7C20) ,51 
六 41 十 43C23 ,11. 
两 边 同 乘 非 负 和 矩阵 后 ,不 等 式 不 改变 方向 ,〈 注 意 : 上 面 两 式 也 是 非 
货 矩 阵 ) 得 到 
AACA)L 二 ACAINCAYIlT 1 
再 利用 已 知 条 件 (( 力 ,8609)) EE Di 辑 
eA 十 ACNL < 二 1 
由 引 理 3. 4. 6 知 , 上 面 两 式 保 证 了 , 按 (3.4.61) 定义 的 ERC) 满足 
范 条 件 
ARCAY1 过 1 
至 于 RC) 满足 预 解 方程 , 则 由 4C) 的 定 交 及 已 知 和 条件, 到 (和 是 吕 
过 程 , C9),E(2)) E Dj ,并 用 引 理 3. 4,5 而 得 . 
至 于 EG 的 连续 性 条 件 及 8 条 件 由 已 知 条 性 C7, (vy(%)， 
< EE DH ,并 用 引 理 3. 4.8 不 难 验 算 . 
故 RC 和 0) 确 为 8 过程 ， 
最 后 当 条 件 (3. 4. 59) 及 C3. 4. 60) 满足 时 , 易 知 可 以 物 造 一 个 
不 中 断 的 龟 过程 ， 


3 5 过 程 的 若干 性 质 


3l 理 3.5.1 设 ¥(2) 是 马 氏 过 程 , 册 
(i) ”对 某 个 为 半 0,inf 27 WC) 一 0 等 价 于 

¥ > 0, we C2) = 0, 
(il 若 e 基 也 上 非 负 不 可 和 行 向 量 ， 则 对 某 个 为 守 0， 

eFC)1 过 十 co 等 价 于 

时 0 eC)l < oo. 

证 明 (0 册 多 (的 预 解 方程 知 ,Y 2 半 0， 
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WA Tm) = Ch Oo OPCMLN). 


POA — FOAL = (ho PAIPTONL. 


Inf Zbl) < it 2 chin) 一 二 一 | i CA). 


上 ji 


由 上 式 可 知 司 成立. 
(i) 由 于 人 9) 的 预 解 方程 知性 2 守 0. 
可 一 BC 和) = ho — 0 
从 而 入 这 0,eF(2)1 < 十 co 等 价 于 ee¥ C00)1 < 十 co， 
引 理 3.5.2 设 普 () 是 马 氏 过 程 , 巾 以 下 三条 相互 等 价 
GD if 一 0 >); 


《ii) ”存在 上 非 负 不 可 和 行 向 量 ,使 得 
ap)1<A4oo, > 0; 
(iii) 存在 互 上 无 穿 多 个 不 同 的 (不 计 常 数 因 子 ) 非 负 不 可 和 
行 向 量 了 一 {e} ,使 得 YeET 均 有 
e 罗 (1 二 co， (> 0)， 
证 明 (i) 等 价 于 (ii) 是 明显 的 . 我 们 只 证 腿 旨 等 价 于 (iD). 
若 G) 成 立 , 任 意 固定 加 > 0, 那 么 


inf 人 《2 加) = 1. 


从 而 存在 上 非 负 不 可 和 和 行 向 量 。, 使 得 
ey (M0)1 < ee， 
由 引 理 3.5.1 得 (D1 过 十 c0， 信 六 站 .有 即 (i) 成 立 . 
反之 , 若 (ii) 成 立 , 则 人 成 立 是 明显 的 ， 
定理 3.5.1 设 R( 和 ) 是 马 氏 过 程 ,s 和 和 Ww 分 别 是 5 上 非 象 行 向 
基 和 非 负 列 向 量 ,而 且 
区 < 把 十 ee， (YE 也) 


(3. 5. 1) 
Pram < oo (Vi€B). 
EE 
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由 
2 二 二 
证 明 任 取 j 了 EB 固定 x 六 0, 当 4 之 4 时 ,YiE€ 
CA em APs CH) 
CC A ra A Ca) 


tc 再 


lim eRCAY = e, lim AR(AYMm = m. 
i+ 


一 ef — FA SE erit pa), 
由 (3. 5,1) 及 控制 收 仑 定理 得 
lim A Drs ra) 


Pe 


1 了 


一 lim 4 一 a» Per, CA CH 


rto jE 玫 


一 De lm Ar CHT CE) 二 ETH CHA) 


1 所 下 十 

注意 PCH) 闻 虎 了 EE 的 任意 性 得 
lim R(X) = e. 
出 理 可 证 lim ARCANm — mh. 
定理 3.5.2 设 交 (和 0) 是 日 过 程 ,nC E€ Lr 36t%4) EE ro， 

etAY CAF)1, 
而 且 

lim pf = e; < 二 co) 


Ar 十 co 


lim MG 一 hi 十 oo。 £3. 5, 2} 


Him 50. 
此 处 ,一 lim&(%)， 
那么 


ROA) = PA) + CN) 一 中 加 


7 二 和 GE 但 Se 十 oo) 


(3. 5. 3) 
是 有 过 程 , 其 中 吕 一 (05 E 外 满足 


"i377" 


gy 一 


| 若 Hm nC)1 一 十 co 
十 co 
, ey , 
二 号 了 一 下 ii mi tm nC 之 十 co， 
to 


(3. 5, 4) 
并 且 
lim AC1 一 ARCA)1) 


| im Al1 22C0O1) 一 mm， 车 lm jn)1 一 十 co 

一 则 一 十 3 RPR 十 er 

lim C1 一 2 一 4， 若 limn 和 (1 < 所 十 ec 
十 加 站 十 < 


(3. 5.8) 
lim nt)1 


”一 机- 一 ft 
此 处 4" 一 mm 一 让 二 MAL 
3 一 士 co 


特别 , 若 “ 二 5, 则 必 有 


lim AC1 一 ABC = lim AL 一 45)17 — m, 
ar 二 oe 


《3. 5. 6) 
证 明 ”由 广义 行 协调 族 的 性 质 及 定理 的 条 件 得 
CDCI 一 人 8 (2 十 ce) 
从 而 . 
e 十 AE 5 二 AE 2 A) 1. 
由 上 式 及 sf 四 委 工 一 得 (0)1 得 
RO 宇 0 MO 1 (> 0. 
即 RC 和 0) 满足 非 负 性 和 范 条 件 . 由 jas 人 2 之 2 和 一 1 十 
00),(Y i E€ 如) , 知 RCX) 具有 连续 性 . 
由 引 理 3. 1. 3Gi)， 
CA ODECEY) = AE pale, 
注意 nC2) Jeo E04) EE Mero 及 (4) 的 预 解 方程 得 
《和 一 RC RE) 


NAY ELH) 


=(h CO PA 二 CA HGCA) c AnCAYIE 
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,Ye 十 (一 人 
oT me tt HS) s+ mE 

, I) 

十 《4 一 站 更 (全 (CD 4 十 ina)e 


Wy 一 WE MME — CDE 
(WW FOO + HD tw me + pa 


WE) 一 HCN) Cs) 
十 CAD mae 十 《SC — S04)) = rr 
加 nC) i 0 
P00) + ED FTE FN) + SD TF me) 
=Rin} 一 ROAY. 


从 而 RC( 轨 满足 预 解 方程 , 故 RE 和 ) 是 马 氏 过 程 . 设 人 = (89534;7 到 
是 Ray 的 如 一 矩阵 , 册 
i 一 im Mar) 一 6 


= im XC 一 05) 十 ,lim p80) 二 CE 
EE 车 lim (34)1 一 十 co. 

-| 。 7 (3.5.7) 
di 十 ms oT lm me MN < 于 oo， 


由 lim C49C2)1 一 29M)2) 二 上 8 之 十 oo 可 得 (3. 5,4). 由 上 式 及 C3. 
5. 3) 式 可 得 (3.5.5); 和 由 (3- 5.52 可 得 (3. 5. 6》. 
推论 3.5.1 设 & 是 如 一 矩阵 ,到 (她 是 一 个 8 过 程 ,如 果 
inf 2 一 0， > (3, 5. 8) 


则 看 在 无 穷 多 个 诚实 日 这 程 . 
证 明 “由 (3.5.8) 及 引 理 3.5, 2, 存 在 下 上 无 穿 多 个 非 负 不 可 
和 的 行 向 量 了 = (eye 芒 0,el 一 十 co} ,使 得 YeE 均 有 
eFCAY)l < 十 ce， (2 = 0), 

令 

WN) = eye 一 1 Co CL. 
由 引 理 $1.4;, 和 CCl 一 向 二 上 之 十 ce 与 无关 
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因此 ,nC4) ,E04) 满足 定理 3.5. 2 的 条 件 , 令 
em 
eFCAIL’ 
由 定理 3.5. 2, 开 (4) 是 8 过 程 (在 (3. 5. 3) 中 取 c 一 8 得 C3. 5. 9)). 

不 难 验 证 让 (0) 是 诚实 的 ,而 且 当 se 不 同时 (非常 数 倍 ) 得 到 不 
同 的 总 (4). 由 于 e 扣 了 有 无 穷 多 个 ,从 而 得 到 无 穷 光 个 诚实 吕 过 
程 ， 


RO = EN 二 + 0 Oo ON} 


(3. 5. 9) 


$6 补充 与 注 记 


关于 马尔 可 夫 过 程 的 禁止 概率 分 解 最 早 可 见 KL. Chung[1， 
1 $11j 和 J.Neveu[1] 等 文献 . ,EE. H.ReuterL1j 首 先 应 用 禁止 概 
率 分 解 公式 来 构 洽 8 过 程 . 陈 安 匣 对 其 进行 了 详细 研究 并 和 将 其 系 
统 北 ,形成 了 本 章 中 的 分 解 定 理 . 它 基 我 们 研究 8 过 程 的 重要 工 
具 . 1 一 $4 取 自 于 陈 安 后 ,4], 定 理 3.5.1 取 自 于 侯 振 挺 、 费 志 
凌 [1]. 
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第 全 篇 
Q 过 程 的 
存在 性 


1 全 稳定 o 过 程 的 存在 性 


本 章 讨 论 全 稳定 情况 下 && 过 程 的 存在 性 ,8 1 中 ,给 出 Feller 最 
小 妨 过 程 ,从 而 解决 了 全 稳定 8 过 程 的 存在 性 问题 . 在 $ 2 中 ,介绍 
最 小 过程 的 若干 性 质 . 在 $3 中 ,给 出 全 稳定 过 程 的 一 般 形式 ， 
在 本 章 中 ,车 无 特 别 声明 , 恒 设 8 是 全 稳定 的 . 


§ 1 最 小 8 过 程 及 全 稳定 8 过 程 的 存在 性 


设 8 二 (gs; sj EE 本 是 任 一 全 稳定 所 8 一 和 容 昨 , 定 义 
FG 0 如下: 
| ~ 0; 


FH DD = Be + er | C Yaaf Cy Ye da 
0 


下 


《4.1. 9 
引 理 4.1.1 设 &= (gf 是 全 稳定 拟 妨 一 抵 阵 ,那么 按 (4. 1 
1) 定 议 多) 人 等 价 于 按 以 下 (4.1.2) 定义 中) 
{[ 多 = 0; 


Em t= dee je > Fh Cu yg Jevrdy. 


上 
(4. 1. 2) 
而 且 fC f(D)， {n -~ co)， 
证 明 考虑 了 9 的 拉 氏 变换 gg 加 CO)， (4 这 中, 那么 (4.1. 
1) 成 为 


Cd.1.3) 


fo 一 0 ， 

、 1 fi: 。 
ci 一 一 一 一 小 十 > CCA, 
和 ‘ 1 他 | pp Pl a 
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(4. 1. 2) 成 为 
人 【2 一 0; 
tn 二 113 一 1 —- 
PN) pe 


我 们 只 要 证 明 (4.1. 3) 与 (4. 1. 4 等 价 即 可 ， 
为 了 简化 ,采用 和 抑 阵 记号 , 令 


开 一 (7 
(1 一 6 70 _ _ 
| gq > Os 
他 7 下 一 0. 
令 TTX) = (CTC): 
| 人 
HAY 二 nL 
令 对 前 形 和 矩阵 
十 9 二 diag (7 十 di). 
则 (4.1.3) 成 为 


ge (Ci 一 0， 


BTID =D DT ROD CY, 


归纳 便 知 


DVN = OOD DL 0. 
一 由 


从 (4 1. 4 得 
pn -一 0 ， 


号 十 了 gC) 一 和 
;十 人 人 天 十 页 


{4. 1.7) 


C4.1.8) 


BD = TD 二 GT WIN 


归纳 仍 得 (4. 1. 8) ,于 是 (4. 1.3) 等 价 于 (4. 1.4)， 


另外 ;由 (4. 40) 或 (4.1.2) 归纳 可 得 .各 "9 关于 4 单调 不 减 . 


故 
友人 一 lim 人 


存在 且 非 负 , 引 理 证 毕 . 


C4d, 1. 9》 


苦 用 gw(2) 表示 fiiCD 的 拉 氏 变换 , 则 由 44. 1.8) 可 知 
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DW) 一 六 (人 (十 的 -0 > 0). (1.10) 


= 


定理 4.1.1 设 8 是 全 稳定 拟 8 一 窍 阵 ; 那么 $4) 一 
pst%)) 是 晶 过 程 且 满足 柯 氏 向 后 和 向 前 方程 组 . 名 (2) 还 是 最 小 名 
过 程 , 妈 对 任意 吕 过 程 下 (4) = (%%( 科 ) 有 

PA) 六 0 《4.t, 11》 

证 明 ”和 上 先 证 明 (2) 满足 范 条 件 . 预 解 方程 .3 条 件 及 闫 条件， 

832) 的 非 负 性 是 明显 的 . 由 归纳 知 对 一 切 & 有 4 27 pC 二 


1, 从 而 1279502 所 1, 即 范 条 件 成 立 . 


为 证 BC) 的 莉 解 方程 成 立 , 先 证 大 对 一 切 # 有 
mA II) n+ 9-1 


= DO TOOGTF DPD C112) 


记 C4.1.12) 右 方 为 4,, 则 有 
AA = 于 二. 
(4. 1. 13) 
当 2 一 0 时 5d41.12)7 显然 成 立 . 设 i4.1.12) 对 某 # 成 立 , 将 7() 作 
用 到 (4. 1. 12) 左边 得 
OA C= DIT 
一 下 (十 的 一 天 本 (十 人 
— C9 !, 
将 上 式 代 入 (4. 1.13) 恒 得 到 将 4 十 1 代替 4 后 的 {4.1.12) 式 成 立 . 
于 是 (4. 1. 12) 对 一 切 # 成立. 
在 (4.1.12) 式 两 边 对 # 求 和 ,注意 (4. 1. 10) 便 得 
DCN) 一 Bp) = CHO MBMNGDC). (C4. 1. 14) 
即 预 解 方 程 成 立 . 
由 (4.1.3) 和 {4.1.4) 得 


Cp = gap .1.15) 
El 


BED)CA 十 一 损 十 D> pCO (4.16) 


ky 
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令 z 一 po 得 


(十 98 人 (和 二 而 十 gupy(24)， (4. 1.17) 
et 


pit) 二 9) = 6 二 DD) PaODgs C4. 1.18) 
Ll 


即 到 (xy 的 BB 亲人 忻 和 条 件 成 立 ， 
由 《4.1.14) 得 mw(C 关于 4 单调 不 增 , 由 范 条 件 及 
gy) -| ef Cd, 
得 
limgps(h) = 0, 1 人 至 . 
出 (4.1.173 及 工 式 得 
lim ips(A) 一 6 (C4. 1.19) 
邵 连 续 性 条 件 成 立 , 再 由 (4. 1,17) 得 
CAM AY 和 人 一 Dg (a). 
由 (C4. 1. 19) 五 控制 收效 定理 得 
lim A(CABLA) — 72). {4, 1, 20》 
即 包 条 件 成 立 . 
因此 ,8( 乱 是 一 个 &8 过 程 且 满 足 柯 式 向 后 和 向 前 方程 组 ， 
最 后 , 设 轩 (和 0 二 (Bp;(2)) 是 任 一 恕 过 程 ,那么 于 (0) 满足 柯 式 
向 后 不 等 式 组 ，; 
一 jEE (4.1.21) 
显然 各 (和 0) 宇 PB(0). 
由 上 式 及 (4. 1. 3) 用 归纳 法 易 证 高 (7) 守信 (00 对 一 著 # 成 六 ,从 
而 得 (4. 1, 11》， 
定理 证 毕 . 
定理 4. 1.2 对 任 给 的 一 个 全 稳定 拟 8 一 和 窍 阵 8,8 过 程 .3 型 
8 过 程 义 ; "型 9 过 程 总 存在 - 
证 明 ”和 由 定理 4.1.1 立 得 本 定 玛 ， 
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$2 最 小 8 过 程 的 若干 性 质 及 (五 ) 条 件 


在 本 节 中 , 恒 设 总 一 (957 是 全 稳定 名 一 矩阵 ,B04) = (gy(27》 
表示 最 小 8 过程. 

引 理 4.2.1 设 7 之 07 六 0 分 别 是 中 上 列 向 量 和 行 问 量 , 则 
当 各 * 2 时 ，- 


5 BF, (Cd. 2.1) 
0 A, 《4. 2, 2) 
其 中 #3 由 下 式 确定 : 
际 坟 | 一 Os 
m+D di ee (4. 2. 3) 
| T+ 
7 由 下 式 确定 ， 
| 一 和 
。 rs (4.2. 4) 
人 tn 一 入 十 十 Sm 让 十 沁 ; 


证 明令 83 一 Ge 二 gC), 则 由 C4, 1. 157“《4. 
1. 16) 知 (4. 2. 3)、 C4.2, 4) 成 立 . 再 注意 2B 中 C0) 和 BCD) ,Cn oo)， 
知 (4.2. 1 、(4.2,2) 也 成 立 . 

引 理 4.2.2 设 f 宇 0; 若 4 满足 下 式 


十 gid 一 六 gous 十 fis 
ji 


i (C4. 2,5) 
0 和 oo， 
则 # 守 BC2)F. 
设 g 实 0, 而 + 潢 足下 式 
A 一) 一 DD mig 十 gi， | 
Ee jE EF, (4. 2. 6) 
0 00， 


则 > 守 gB()， 
证 明 ” 因 4z 宇 29 二 0, 由 (4.2,5)、(4.2.3) 归纳 得 z 六 ， 
" ]47: 


从 而 主人 BC2)f. 
类 仆 可 证 2 汪 gC). 
令 . 
ACpgsh) = 7 Cu Oo NBCN), ha > 0. 
命题 4. 2.1 A(n,4) 有 界 , 且 对 任意 ,ay > 0， 
ACns A ACA, PY 一 CU 
DALE 一 由 CU (一 TA). 
特别 地 
ACu, ALA, HY 一 了 
即 4kas 2 存在 有 界 左 逆 At4,n) 和 有 界 右 道 ACh,j)， 
证 明 ”利用 由 (23 的 范 条 件 和 预 解 方程 易 得 44 1 有 界 及 傅 
题 4. 2.1 中 另外 两 等 式 成 立 . 
记 方 程 组 
《F (7 一 Ga 一 0 (4. 2.7》 
的 解 4 E is 全 体 为 占 , 非 负 解 2 人 ad 的 全 体 为 丰 ,x 中 其 界 为 
下 的 全 栖 记 为 局 (KY, 记 方程 组 
(CF: vA — w= (Cd. 2.8) 
的 解 » € Ls 全 体 为 工 , 非 钠 解 * € Ls 的 全 体 为 2 
5[ 理 42.3 车 了 EE 或 和 让) 则 4 记 和 DFE 或 导 , 若 gg 毛 
互 或 Lt 则 gAC4,A) 所 二 或 二 7. 
证 明 设 了 E wi 则 由 Be 和 加) 的 BB 条件， 
QACa YF = Co RBF 
一 上 好 十 (4 一 AAA 一 
A A EE Mg, 


BP ACA AF E wi. 
设 fE 如 , 当 入 上 时 ;显然 有 
ACGSDT = Co NEF 0. 
当 坟 守 时 ,有 


CAT— f= Wf 
由 引 理 4.2,2,f 守 BOD 一 Wf ACa Wf 0， 
* 1418+* 


9g) 所 玉 或 下 可 类 似 证 明 . 
定理 4.2.1 2 p60) =1— Dp — KN, 


(4. 2.9) 
其 中 号 为 非 保守 状态 集 , 二 (C2) 为 如 的 非 保守 列 拓 量 ,这 (5) 是 方 
程 


4. 2. 10 
|- 1 ‘ ) 
的 最 大 解 , 且 im 一 (271 和 0) ,nm 即 
DH 一 ]， 
(4.2. 11) 
4 十 re a 
|, Cl) -一 和 2 PE per }, 
证 明 由 Bt) 的 8 条 件 得 
《47 一 OBAd = dd, 《和 .了 工人 >》 
【好 CT DNL) = CA — Wl Al = 一 l= 
C 13) 


由 引 理 4. 2. 2， 
1 一 和 (41 Bd. 
从 而 由 (4. 2. 12)、(4. 2. 13》 知 
RA) = 1 Oo BDL — BOA 
是 方程 (4. 2. 10) 的 解 ,并 得 到 (4. 2. 9). 
由 引 理 4.2.1,1 一 于 (2 一 由 CA) 十 4) 是 上 升 列 6" 的 极 
限 , 其 中 


to 0, 
aly -一 入 十 元 如 让 fa Cd. ?2,14) 
| + 2 Tt 


因而 芒 (4) 是 下 降 列 we” 一 1 一 5" 的 极限 .由 上 和 式 得 (4.2. 11). 
最 后 , 设 x 是 方程 (4. 2. 10) 的 解 , 则 由 +*< 扫 1 有 
# A 1 
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ui JA 


从 而 
ue lim OL = ROY, 
即 入 (0 是 方程 (4. 2. 10) 的 最 大 解 ,证 毕 . 
引 理 4.2.4 设 u 志 上 吉 且 |4| 安 1, 则 
一 禾 (4) sg 区 (1) 


证 明 ”市 方 不 等 式 已 在 定理 4.2.1 中 证 明 , 左 方 不 等 式 可 类 


似 证 了 明 ， 
引 理 4.2.5 > 和 十 筷 十 并 0 一 1 
aE 要 
其 中 
Toad, a € HT = lim®()) 
是 列 协调 族 


KE) = pal a€EH, A>0 
的 标准 映 象 ,因而 
DVX = TO EN dEH. 
四 是 列 协调 族 (2) 的 标准 映 象 ,因而 
2 和 (四 一 下 一 壬 C29)， 
是 方程 


的 解 :而 
iT X" 一 X', 


且 XX 是 方程 (4. 2. 20) 满足 条 件 好 (aa 一 4 的 最 大 解 ， 


(4. 2.15) 


C4. 2.16) 


4.2.17> 
(4. 2. 18) 


(4.2.19》 


(4 2.20) 


《4.2.217》 


注 ”关于 最 小 9 过 程 2 的 列 协调 族 , 行 协调 族 见 定义 3. 
1.1 ,定义 3.1. 2. 而 协调 族 52) 的 标准 瞻 象 和 会 lim6(2). 
证 明 ”由 BC4) 的 预 解 方程 知 XX (4) (Ca E 互 ) 是 列 协调 族 , 其 


标准 映 象 


Ke < 一 lmX CY 一 limep Cd 一 了 id 
sr Ci 
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(4. 2. 22) 


由 (4. 2. 9)， > 辣 ( 和 扫 1 故 2 三 委 1 因而 中 引 理 3.1.20i) 得 
C4.2.18) 
由 C4.2.9) 及 (4.2.18) 得 


ji8(DE SIX) =1— Sx — NU. ?7,23) 
EH 


ovE 玉 
由 此 及 0) 的 预 解 方程 夭 (W)C(4 > 0) 是 列 协调 族 , 且 由 于 于 (4) 
所 1, 帮 其 标准 映 象 紊 所 1, 因 而 由 引 理 3. 1. 2Cii) 得 (4 2.19). 又 
因为 
(21 一 ORE = 0, 
|, CA) 1 
故 令 440 知 下 是 方程 (4. 2. 20) 的 解 . 
由 (4. 2.9)， 之 ,和 (2》 十 束 (2) 安 1, 令 xy0 得 
9 
X=1 一 2 庆 一 耻 之 0， 
4 和 持 
由 此 得 <4. 2. 15). 由 (4.2.19) 及 (4.2, 23) 得 (4.2.21). 由 (2%) 的 
8B 条 件 有 
| (CAF CO— QIADEAL = Al. Cd. 2. 24) 
四 由 C4.2.9) ,4201 C09, 在 上 式 中 令 和 4y0 得 @X' 二 0， 
即 X? 满足 (4.2.20). 设 # 满足 (4.1.20) 且 3520 = 二 #4 则 二 
2 扣 本 (2)1; 故 4 所 ZO, 证 毕 . 
定 闵 4.2.1 称 耻 为 第 阵 避 的 流出 解 , 称 X' 为 秆 阵 @ 的 消极 
解 . 
引 | 理 4 2.8 如果 如 非 保守 , 刚 
A IRA A oo, (C4, 2. 25) 
rH 
证 明 困 和 人 一 1 一 和 0001 一 > (十 及 ( 罗 是 列 协 调 
如 人 条 
族 , 电 
(CAT CO— IZ) 一 下 
在 上 式 中 令 4+* 吕 ,注意 ?C040 以 不 20)0 引 理 3.1.2), 得 
AZLA) = 00). (4. 2. 28) 
151. 


同班 在 
(AT — IAC 一 

中 令 4 co 可 得 4 了 (GA) 一 由 此 及 (4.2.26) 得 (4. 2. ?25)， 

命题 4.2.2 设 训 )(2 疙 中 为 行 协 调 族 , 则 1 

a 一 AT7(2 ,KO < ce (4. 2. 27) 

与 7 半 0 无关， 

证 明 ”由 引 理 3.1.4 立 得 本 命题 . 

引 理 4.2.7 如 轩 行 矢量 4 使 ed) = 0( 即 对 每 个 小 
> ageu(i) 一 0, 且 级 数 绝对 收 伍 ), 则 = 0 


如 果 殉 矢量 5 使 2(006 一 1( 即 对 每 个 2 >ou(2 忆 一 0, 且 级 
数 绝对 收 伊 ), 则 8 一 0， | 
证 明 ” 困 @() 满足 向 后 方程 组 , 故 
2 一 本 十 2 gp 《4. 2. 28) 
曾 定 ?两边 乘 f, 并 对 ; 求 和 得 
0 =p + > 2 pp 


一 Bi 十 2 2 pr CAB = py, 
求 和 号 可 以 交换 是 由 于 
DDNgdp NBD = DBS) lg |p)) 


i 


一 > ip, | ‘ > gg Ch) 二 2497 (C27) 
= BCGp ND — 6 + 2462 


< 十 20:) > ps 18,| < ce， 
应 用 (和) 的 下 茶 件 
Mpa 和 = 6 Pg C4. 2. 29) 


类 似 可 证 = 二 0, 证 毕 . 
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注 ” 引 理 4.2.7 中 最 小 8 过 程 8204) 换 成 任意 人 过程 , 引 理 
4.2.7 的 结论 仍 成 立 , 只 是 其 证 明 复 杂 一 些 而 己 , 在 此 就 不 叙述 
了 . 

引 [ 理 42.8 设 苹 (和) 关 0, 则 

supX,CA) 一 1， (4. 2. 30) 
及 对 任意 了 E€ Ms 
inf (CBA)F): = 0, C4. 2. 317 


2% 


证 明 因 sup 马 (二 ag 各 11q 六 0 故 一 一 © jC1). 出 于 


RD 是 由 51) 中 的 最 大 解 , 故 荆 2 < 交 (2 ,因而 。 一 1 
由 C4.2.9) 及 (4.2,30) 和 54. 2.313 对 了 一 工 成 立 , 从 而 对 了 所 
Ms 成 芯 ， 
在 本 节 最 后 ,我 们 给 出 全 稳定 @ 一 定 阵 的 五》 条件 . 
定义 42.2 称 8 的 (8H) 条件 成 立 ,; 如 果 
inf > 7 ag9sC7) = 6 > 0, (> 0, (04.2.32) 
由 引 理 3. 5. 10) 知 ,车 (4.2. 32) 对 某 加 > 0 成 立 , 则 对 一 切 
0 成立. 
推论 4.2.1 如 果 咏 的 ( 玉 ) 条 件 不 成 立 - 即 
inf 27 rp (2 一 0， (> 的. (4. 2. 33) 
则 存在 无 穷 多 个 诚实 8 过 程 ， 
证 明 ”由 (4.2.33) 以 及 推论 3. 5. 1 知 本 推论 成 立 . 
在 第 三 篇 中 和 将 可 看 到 ,在 8 过 程 唯一 性 的 讨论 中 ,C82 条件 起 
车 非常 重要 的 作用 . 


8$ 3 ”全 稳定 4 过 程 的 一 般 形式 


设 多 (0) 是 名 过 程 , 则 到 (2 一 BOC0) 六 0 庄 于 玫 (CA) 满足 向 后 
不 等 式 组 (1. 8.1) 式 的 拉 氏 变换 形式 ) ,而 DC4) 满足 8 型 条 件 , 故 
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(7 一 和 (FC) 一 BO)) 这 0, 而 且 当 i EE 一 五 时 等 号 成 立 .更 精 
确 些 ,对 固定 的 jw 二 车 () 一 py(2) 满足 


hn 一 ga — FC), (4. 3. 1) 
i 


其 中 名 (和 ) 空 0,4 为 非 保 守 量 . 由 引 理 4. 2. 2， 


Bs) = 各 00 一 名 (0 Oo— pe 0 
RE 有明 


当 ; 固定 时 ,Bu(2 E 碾 ( 主 ). 这 样 我 们 得 到 下 列 定理 的 一 部 分 ， 
定理 4.3.1 任意 @ 过 程 Y() 必 具有 下 列 形式 ， 
PuN) 一 py EOF) Bula). (4.3.2) 
9 刁 睫 
其 中 如 (0 = 二 ma 人 (da 全 五) 当 i 固 定时 ,0 所 Bi.(4) 蕊 Ls, 当 
j 国定 时 ,BC 和 七 研 ( 元 ), 而 
FA 0 FC sl1，e 红 五， C4. 3. 3) 
如 果 罗 (2) 满足 向 后 方程 组 ,有 是 9 非 保 守 ; 则 天 (办 ==0 (a€ 
HA), 
如 果 理 (5) 满足 向 前 方程 组 , 则 当 i 固定 时 ,B.C 和 ) €€ Lt+. 而且 
如 果 @ 非 保守 , 则 FC) € Lx (a € HH》, 
证 明 因 ; 国 定时 ,$C E Ls (7) E€ Lata € HY),B.(A) 三 
Li. 
设 (0) 满足 向 后 方程 组 , 且 & 非 保守 ,由 (4.3. 1)7 及 (2)、 
下 (2 的 号 型 条 件 , 得 
ROPECOD 一 Py pL 一 他 
日 民 二 aE 王 
由 引 理 4. 2.7 这 等 价 于 严 (4 = De €€ HH), 
如 果 到 (52) 满足 向 前 方程 组 , 则 由 于 (和 ) 和 (2) 都 满足 ?条 . 
性 , 故 若 记 GCN) 一 (APA SE EE E), 则 
(BNC 十 了 (DC27 — 0 一 0. 
左 乘 好 一 总 得 
GW ~ 0) = 0, 
从 而 BC27CA 一 8) 二 0, 即 1 固 定时 ,BO EE LiF E Litae 
+ 154 。 


A). : 
往 证 (4. 3. 3). 在 (4. 3.2) 两 边 作 用 好 一 人 8 后 并 对 了 求 和 得 
CF — AFCOOD: = + DoddsALF CT] (4.3.4) 


0 本 村 
当 i 二 gg 时 


CA — OA CL = AF A) ,1]. (4d. 3, 5) 
但 依 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 引 理 14. 6. 8 
CA CO— APC)LT CC— 1 近世 Cd. 3.6) 
由 (4. 3. 5) 4. 3.6) 得 (4. 3. 3) ,证 毕 ， 
定理 4.3.2 每 个 0 这 程 W(%) 必 具 有 下 面 形式 ， 

BD = D+ (0 一 CC 4.3.7) 


其 中 HO) 二 COO RE ROC 一 《CE 有 站 
当 固定 时 ,GC 和) € +, 当 j 固 定时 ,C20) € Ms,H(2) € Mz. 
(C2) 满足 向 后 方程 组 的 充 要 条 件 是 :Hj 和 4) E€ pj,C0.,(2) EE 
司 ()， 
Y 人 4) 满足 向 前 方程 组 的 充 要 条 件 是 ; H(4) = 0. 
证 明 由于) 的 向 前 不 等 式 组 CO. 8. 2) 式 的 拉 氏 变换 形 
式 ) 及 C4) 的 下 条 件 , 故 
(VOD — POOI OT — Q) = HOON 0. 
故 由 5 引 理 4. 2. 2， 
CA A FOAY CO— BCA CO— HONBON 0. 
且 CC E€ + ,从 而 得 (4.3.7). 由 (C4.3.7) 得 C.,(2) E Ms. 因 
Hap (1 
鼓 .C4) € Mx. 
(2 的 8 型 条 件 等 价 于 
CA — OMNIDON + CA) = 0. 
(她 一) 右 乘 上 式 得 ( 条 一 QO)H(2) = 0. 从 而 由 上 式 得 
(和 一 GOC0 = 


因此 8 条 件 等 价 于 C4) E 几 ( 地 ,HD 司 ， 


“155 ， 


到 (2 的 下 型 条 件 等 价 于 
(HONDBOO CONIAT C—O 一 0. 
即 Ht24) 二 0. 证 毕 . 


$4 补充 与 注 记 
W. Feller 于 1940 年 构造 了 全 稳定 最 小 8 过 程 (Feller[ 1]) ,这 


样 不 仅 解 决 了 全 稳定 8 过 程 的 存在 性 问题 ,而且 也 为 后 来 对 @ 过 
程 的 研究 黄征 了 基石 . 本 章 内 容 主要 性 村 于 杨 向 群 [1]， 
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加 全 瞬时 态 Q 过 程 的 存在 性 


$ :结果 的 陈述 


D. Wiliams[3] 给 出 了 如 下 全 用 时 态 名 过程 存在 性 定理 
定理 5.1.1 设 拟 8@ 一 和 窍 阵 9 一 (qi3isj E 让 满足 全 瞬时 条 


件 
(FT gq;=+ cc， (ED). (C5. 1,.1) 
则 @ 成 为 2 一 算 阵 的 充 要 条 件 是 下 列 CNY、(8) 条 件 同 时 成 立 ; 
CCN) > 2 Ny i 0, (ab E Eig sb). 


{5. 1.2) 
(S7 存在 吾 的 无 穷 子 集 五 ,使 得 
Yo GE 四， 《5. 1. 8) 


IE 
当 上 述 CN)、《5S) 条 件 成 立时 还 存在 无 穷 多 个 诚实 8 过 程 . 
D., WilliamsL3] 用 概率 方法 证 明了 上 述 定 理 , 且 以 概率 直观 为 
主 ， 
本 章 用 分 析 的 方法 严格 证 明 上 述 定 理 , 8$ 2 证明 条 件 的 必要 
性 , $3 证 明 条 件 的 充分 性 . 


§ 2 定理 5.1.1 的 证 明 ; 必 酸性 部 分 


先 证 明 (N) 条 件 苑 必要 性 . 
定理 纪 2.1 车 &= (49) 是 任 一 9 一 矩阵 (不 必 全 瞬时 ), 则 . 
= lS7 。 


CN) 条 件 成 立 . 

证 明 设 R) 是 如 过 程 , 对 任意 给 定 的 e 沁 和 扯 用 ke 关 扩 )， 
记 

eV = (qui EE {ub)) (k= abd), 
P= tg 三 四 一 人 ap 
对 Ra 关于 14,9) 使 用 二 维 分 解 定 理 知 , 存 在 3) 5 中 CA》 (EF 二 
4 汪 ) 满足 
lim an A) = ed, Ch Oo a bY). 

lm se® <+ co mi DG 一 和) < 

由 法 都 引 理 得 
ee | oo el — £0) 二 oo0, 
于 是 
et el CO— 0 二 oo， 
所 以 
el < 十 cn， 

即 (N} 条 件 成 立 . 定理 证 毕 . 

以 下 证 明 (3) 条 入 的 必要 性 ,为 此 先 给 出 两 个 引 理 . 

引 理 5. 2. 1 《S) 条 件 等 价 于 下 列 5S" ) 条 件 

CS') 对 吾 的 任意 有 限 子 集 五 ,有 

liminf > \g, 一 0. 


1 二 玉 
证 明 (5)=>(3*) 是 平凡 的 . 现 设 (S') 成 立 , 我 们 证 明 (5) 
立 , 不 妨 设 中 一 {1 ,2， a }, 令 


Hs = {ls2. nN), (xr 一 ] ,之 
由 liminf y gu 一 0 知 存在 Ma) 半 使 得 


EE 
> Jaen < 人 


4 上 
于 是 
. ey < 2 【< 
邻 玉 一 {EC1) 2),…}, 则 下 是 志 的 无 窍 子 集 且 
。 158 。 


人 和 一 > ga 一 am 十 2 0 


je 好] Renyt 


Es ns 
A > gao 十 > 2 < 十 oo， 
Dt Pe 
上 了 让 网 ) 5 


即 CS) 成 立 . 
引 理 证 毕 . 
引 理 5.2.2 设 9 是 & 一 秆 阵 , 若 存在 及 的 有 限 子 集 厅 及 5>> 
0 使 得 
D5 (jE EH), 


则 对 一 切 8 EE 一 上 有 % 过 十 2. 
证 明 设 ROi 是 如 过 程 , 记 吾 一 (各 
et 和 一 (2 全 加 一 在)， = (qui€E 8— HH). 
再 记 sR(02) 为 EC 和) 禁止 状态 集 瑟 所 得 的 8 过 程 ,由 禁止 概率 知 对 
isj 二 EE 一 于 有 


uPA ET CA) » (gE E), 
由 分 解 定理 有 
>) Gira) < 二 oo (ERY, 


2 二 一 了 2]iEE 一 


所 以 
> i nro(t A) < 十 coy ha EE EE. 


4 已 点 一 厂 了 下 一 开 


十 ee > >) > >) i HT Ch) 


二 于 jE 一 自 j 尼 生 一 占 


一 》， (Dg) > 和 


褒 8 一 百 和 EN jE 8 一 下 


6 > 了 人， 和 


jE 时 一 二 j 尼 旦 一 所 


于 是 


注意 5 半 0 得 
DY > wa < co. 《5. 2. 1) 


1 东 旦 一 此 了 EE 且 一 五 
对 任意 给 定 的 万 一 玉 ; 关 于 b 分 解 -RC2) 得 
-1]59+ 


BC) 一 | ”IT |a CD) 
sitla) 一 人 a 
0 RD, Lao), " 
{5,2, 2) 
EA E Mp EO) EL1, 《5. 2. 3) 
(1 一 介入 志 十 %， 
lim = GE BE CU {8)), (5.2.4) 
lm (4 地 一 灿 一 所 {5. 2. 5) 
其 中 全 Lj 简 记 为 8 
由 (5. 2. 1),(5. 2.2) 得 
DD TH rT 二 
由 (5. 2. 3) 得 
E = SN 十 和 有 CE SE EN + hsRONL 
所 以 
$< 二 0， 
于 是 对 于 任意 给 定 的 440 之 4 之 1), 存 在 5 一 Wi {5)) 的 有 限 
了 和 集 N 使 得 
SE (EN). 
由 于 wrt2) 一 gw: 于 是 由 (5.2. 4) 得 
o> m= Ym ~ &) 
> 
i i 
一 (一 中 向 (1 一 Dan) 


= 


0 AE Oo Dn. 


?三 
所 以 
各 十 > 和 (2) 
入 一 lm)E 二 6 直 1 本 Fc 十 oo 


“工人 0 。 


引 理 证 上 毕 . 

定理 5.2,2 设 8 蚌 8 一 矩阵 且 含 无 突 多 个 聊 时 态 , 则 C5) 条 
件 成 立 ， 

证 明 天 @ 合 无 究 多 个 上 姐 时 态 , 由 引 理 5. 2.2 知 (S') 成 立 ， 
从 而 由 引 理 5. 2 1, CS) 成 立 . 定理 证 毕 . 


$3 定理 5.1.] 的 证 明 : 充 分 性 部 分 


为 了 般 述 的 方便 ,不 妨 设 二 {10,1, 2 总 一 Ct EE) 
是 全 瞬时 所 8 一 矩阵 且 满 足 CNY) ,C3) 条 件 . 我 们 将 证 明 存在 诚实 
过程, 有 生 有 无 穷 包 个 ， 

引 理 5. 3. 1(P. D. Seymour) ”对 吾 中 每 个 i 存在 的 无 穷 子 集 
7Z4) 满足: 

(DD) ZOD Cj 

(ii 2 但 207 二 名 ( 宝 集 ) (关门: 

Gy) SZ) = EF— {0); 

(liv) ”存在 ?0 的 无 穷 子 集 (3) 使 得 

2 8 < 二 
(tv) dt; 尘 gs 一 相 了 十 93， 
Ji 
这 里 
i j€E fi U2; 
0，, 其 它 . 

证 明 ”由 于 的 对 角 线 元 素 只 是 起 着 令 人 讨厌 的 作用 ,我 们 

将 其 稍 许 变动 一 下 . 设 8 二 (qs;i,j 马上 ) 满足 
0 十 50， (isj EE EY). 
记 @(H) 一 >q (8 CB). 另 外 我 们 再 假定 0EK. 对 4 隆 5, 令 


IE 


pi 一 


三 8 一 
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了 = {jy < Gu， 
由 CN》 有 
+ o> Da A = WT) + OB — Ta) ， 
所 以 
Wa CT ) < 十 co WE Oo To,) < 所 十 ce， 
于 是 存在 集合 Tw ,使 得 Ts 一 So 为 有 限 集 ,而且 
QS) C81) 所 二 00, 


令 
WB (U8), 
A 
则 
PB — We) EE OB) < oo 《5. 3. 1) 

而 对 尖 8 ” 

AW) EWE — Sy) <+ oo, C5. 3. 2) 
对 任 一 i 令 

三 (8 EK)N OU 二 + 1) 
则 | 


UJD (Eo— KC— {0). 
注意 对 每 个 i 由 (5.3.1) 有 
QE— (KUT)EO(E— WW)<+oo. (5.3.3) 
而 由 (5.3.2) 对 i 关 h 有 
WT NN EEO) EB) + ga T+ oo0, (5, 3.4) 
人 
< 
dr EC 门 (jj i}) 一 CY), 
[UA 不 交 且 
U1 =B—K— {0). 
进一步 由 (5, 3, 4) 有 ,对 每 一 i 
i 一 下) 入 (j 守 让 ) 十 220 门 7 + ee。 


(5. 3.5) 
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将 表 为 不 交 并 
K=Ur. 
其 中 每 一 K, 无 穷 且 


KC (jj 对， 
对 每 个 i, 令 
2Zfiy = J UK,, 
则 20 满足 (2 一 Giz). 而 由 (5. 3.3),(5.3.5) 及 (5S) 得 
QE — ZE OK EE (KU)) 
WK) 十 全 (下 一 (民品 TD + OU ~ Ir) 
< 二 oo. 
到 42) 说 成 立 . 引 悍 证 毕 ， 
引 理 5.3.2 对 n EB, 令 89 二 (gyiyj 万 F(2)) ,其 中 
一 "1., i 二 上 
a 一 
0， i 
而 qr] 满足 :对 i€ 2Z(n) 
gr 守 Cn 二 1)3G 二 D2 十 gD 十 2 {5.3.7) 
则 存在 8*1 过 程 WJ(4) 及 FDC 和 er € 型 ro 且 
Cy RA 十 Vela 十 AAA 1 = 1, 
这 里 4 二 (di 后 Zn) E Mo 
(ii) lim AX™I(%) =— Os 


(5. 3.6) 


《iii lmaF {ND = gs (FE Zn)); 
iw} tim ZL 一 十 om, 
(Cv) tim Ap CO— XD) = 1 1): 
《vi imptC)1 = bh 1 十 1733 
Cvii} aPC (1 一 XY = a — FIICAY a, 
证 明 ”由 (5.3.7) 得 

> Cg + 2/0 To) 


YE ELM 


DC 170 + 1)°) 


i FC) 


» ]63+ 


< TAGCe 十 ])2， (5. 3, 8) 
将 五 Ca) 分 成 可 列 个 无 窃 子 集 {Kw 人 3)) 计 1, 记 

ZR) — KOK) = {8ofayeee)， 
令 Ns 二 Kal2) UD fan} Cm 一 1 2)， 则 


DN = Zn), C5, 3. 9) 


且 由 引 理 5. 3. 1(iv) 知 
DD ga oo m= 1,2.0). 


jE jE Rin) 
(5. 3, 10) 
取 
GC max{ > 由 /190 + 1, > qn}. 《5. 3. 11) 
IE EN 
由 55. 3. 8) ,C5. 3.10) 知 
| 1 各 0 过 十 0. 
对 i,7 EE NN,, 令 
加 看; 
Ch = 议 于 人 
十 li UA 二 站 | 
4 十 四 C 十 和 2 Cg — doz + oI)) 
二 
(5, 3. 12) 


由 (5. 3. 11) 及 定理 3. 5.2. 知 pf 一 【加 = 和 所 Nn) 是 
G@rm- 过 程 .这 里 总 中 一 《了 No). 对 说 jE 训令 


XP) 一 工 一 2 MW) 一 Dd 


2 7 
C， 一 2) dq) 
_ 台 一 台 ER 
4 0 + DC — d) /Cg + oi 
3 


(5. 3, 13) 
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Fe a) = JEG FDC, 十 和 (45 — df Cg 十 名: 


:Er 
易 证 
KZ) 一 《以 ro 和 EE Na) E 机 ri (5.3,.14) 
Fadl) = (FRA SI EE Na) E 了 rt， 
IR A 0 FOOD 0 (4 十 00), C5, 3.15) 
4 mA 1 《2 人 十 co)， (5. 3, 16) 
jEN 
令 
Wm ICAY LA 
I"(2) = lr 2) ,KCCAY = | Xa) |, 
(5. 3.17) 
FLEAY = Bw 十 Fl"ICN), (5. 3.18) 


Fl" CY 一 《再 5 CAY say ye ), 
这 里 zt 二 (gy37 EE 202)) EE Lz 
现 证 CN), 详 [ 呈 (04) EC 满足 引 理 , 首先 易 知 到 (5) 是 
Qi 过程 ,XC4) E Memo 目 人 fi) 成 立 , 而 由 Fi 的 定名 及 
《5. 3.11), (5, 3.8) 得 


FAIL = > DY Dg 十 2D) 2 Fn) 


区 mE 


gr CF" — &,) a | “7 
一 之 辫 (! 十 ) 
二 Fg 入 十 at qb 一 a 
0 + 4 THT 


ESN, 


Cr 5 0 Ed] 


EN 
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= > Cf ET 十 2709》 


HN 
一 2 Cgu/ gr + /91) 
CA 


ln 二 1), 
所 以 由 人 《5,3.14), (5.3,15), (5,3,17) 和 (5. 3. 18) 知 FI(4) 所 
Pralty 且 (vi) 成 立 , 由 (5.3. 15),(5.3.18) 及 定理 3.5.1 知 {ii 成 
立 . 注意 


limAFm (A) 1 > lim a DP "AL SD limAFe (2)1, 
ml Ee 


于 是 由 (5. 3.16) 辽 得 Gv) 成 立 . 现 证 (v) ;Lvii) 成 立 . 因 
KPICAY 十 APO 十 PEC GL 一 大， 


而 
lim(AP HCH), 一 mT 
1 D+ oP) 
+ Ee Hi 
十 中 和 
所 以 


1 一 XY 一 PA] Vd 一 mE CY). 
由 PICAY EE Le 得 . 
MFOICOD CL — KP) = FI (DPN) 一 《BE 一 FIC YA 
《5. 3.19) 
这 里 FY] = mp (C4). 由 FI() 的 定义 及 (5. 3.11) 知 
FP 一 gg + Dy gg 一 F/O gy)) 十 2 


En m 


< gi 十 29 /gm] (7 万 Narm Oo 1,2,*), 
所 坟 
Fr 一 > >) FH; < > {gq + 2)d 76 


类 EN jE BERY 
nm 11), 
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而 
Piady0 C4 十 co)， 
所 以 
= lim2F” A 一 和) 一 Pld Sy EE 
于 是 (v) 成立, 再 由 (5. 3. 19) 得 (vii) 成 立 , 到 此 引 理 证 些 . 
下 将 我 们 将 进行 构造 工作 ,在 此 先 把 思路 介绍 一 下 :首先 构造 
全 过程 (4) 满足 
1 RT CA 一 -下 (CANd. 
这 里 8 一 (中 ;61j 可 ;4d 一 (dri EB8) 满足 引 理 5.3.1(v). 然 后 
利用 R- C4) 来 构造 诚实 过 程 RC2). 
引 悍 5.3.3 存在 8 过 程 启 (4) 满足 
1 — AR CAL 一 及 CAva 
证 明 ”定义 映射 #:E 一 {0} 一 百 如 下 : 
70) = 二， 当 且 仅 当 iE€ 2(8). 
由 引 理 5. 3. 10) 知 
a Li, GE 一 5109. (5. 3. 20) 
记 呈 Cn) 一 1Z(m) U 10) (x 二 0,1,.…). 由 (5.3.20) 知 E(w) 沪 


由 到 


Za 十 1)) 且 全 FBO. 对 rn€ EEO = (i,) 一 
其 中 


i (nj EE EE), 
je = 4 — gh] (i A= EE ZY) 
0， 其 它 . 


对 DE FDOT = (GPsj EE {0), 令 


二 [CAY 二 | 9 
0 VAY 


十 70 | FUSCA ), 


1 
其 中 
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【DY 7 1 
"(DT 


由 引 理 5.3.2 及 分 解 定理 易 知 放 中 (4) 是 例 JH 过程, 这 里 O05 一 (4,;; 
iyj 亡 EC0)) 满 居 


gi (i = 0 € £); 
和 一 4 一 9 je20); 
人 0， 其 它 . 


由 引 理 5.3.2 还 可 得 
1 — EC 
= CR, 《5. 3.21) 
其 中 一 (C45i EE EB(0)) € Mg. 令 
PCAY 


一 PAN) 
[0 -一 yr 
RA) ya) } CH.3.22) 


则 易 知 EWC 是 于 ”过程 本 对 给 定 的 大 E 下 车主 Z(8)， 
jE ZY FCO ,MN 
RD 2) = RVCA) = 0., (5. 3. 23) 
对 下 之 二 令 
XOOD = (CKO LE EF) EE Mes 
A = CKOCODIEE Bo {a}) € Mes 
(5, 3. 24) 
其 中 
xc 二 和 PICA) ， Ci EE ZH)s 
0， 其 它 ， 
对 上 之 1, 令 
下 DTA 一 CROCAY SS EF) E Les} 
PO = CFOSI EE FE {oa}) € Le_in, (6. 8.25) 
其 中 
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| FPC2) ， jE 加 (ED 
pe = | ,GE€ 20) 
10， 其 它 ， 
自 引 理 5, 3, 2 及 (5. 3. 22), (5, 3. 24), (5, 3. 25) 知 
玉 CY 多 Men FAY EE Lianays 《5. 3. 26Y 
1 C— ANRC 一 > XN) + ROCAA, C5. 3.27) 
#1 
PA) oj 天 (5. 3. 28) 
加 FCOD1 一 十 oo (4 十 00)， (C3. 3, 297 
lim ar ACL t= 1 ， (53. 3. 307 
FOI = GF lime 《5 3.3]) 
A CA Cl — XY) 一 人 一 :人 (和 sd CO. 3, 32) 
这 里 


= di€ Bo (kl) € si 
甘于 状态 1 分 解 ER" (5) 得 
Fo” | -eco| ， ja rn), 
0 | 人 
其 中 ， :RC) 是 ,9 过程， 
ENA EE MRO NN) €E LM (5. 3. 
DOD 0, IO 0 +0), (5.3. 
DO ED EB oo, (5. 3. 
nA) = 1 十 二 ED), 
由 《5. 3. 27》 还 可 得 
1 一 MVOCYL = DY KE 十 EN + RV, 


te1 
(5. 3, 
Bi A = 5.3, 
由 (5.3.23) 并, 若 宇 和 ZR 1) 全 ZE) UU BECO (FE); 则 
古人 (1 二, (1) = 0. (5. 3. 
叉 国 1 EE ZCz01)) ;所 以 当 jE Zr U RC0) = FC0) 时 


33) 
34) 
35) 


36) 
37) 


38) 


» ]69. 


ED CAY 一 WP = 0. (C5. 3. 39) 
了 于 是 由 (5. 3. 24) 一 (5. 3,26) 得 
OCA) 多 NM Rs» 1 DCA) 局 LLRs 《FS 1), 


C5. 3. 40) 
令 
_ 0 ] 
RYEAY 一 A 
4) E REC) | 1X Va)) 
(1 DY FFD CN)Y. (5. 3.41) 
其 中 


FN) = AB 十 2 十 和 (ED 十 的 十 和 PDCA XY), 
由 <5. 3. 36) 得 
EA) LEEL (C5. 3. 42) 
由 (5. 3. 28) ,(5. 3. 33), (5. 3,34) 及 (5. 3. 40) 得 
EA TFA) EE MM EO 
WOM) TPOCA) €E Lito. (5. 3. 43) 
ED AY FE — 0 
0 TD 1 不 十 oo), 
《5. 8. 44) 
由 55. 3. 30),{5. 3. 35) 以 及 (5. 3. 39》 得 
CH CAY —1F AY CL 四 EC 一 | 四‘! 
= mC EY FOC — 1X ) 
守 记 十 而 所 十 0 (5. 3. 45) 
由 上 式 及 (5. 3, 29) 得 
A FD CI 十 0) oo. (6.3.46) 
因而 由 (5. 3. 42) 一 《5. 3. 46) 及 分 解 定理 知 再 553) 是 本 2 过程. 由 
《5, 3, 36),(5. 3. 37》 及 《5. 3. 32) 易 得 


1— RD 一 DKON + FD ON. 


ta 
由 (5. 3. 38) ,C5. 3, 39) 和 0, 当 iE ZO), jE ZY) U BOY (FE BF) 
时 
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PC = RC 一 0. 
和 曾 由 55. 3. 39) 及 (5, 3. 40) 得 
FDA 后 Laveoys 古人 (2 E Ma 
因此 由 归纳 原理 知 , 存 在 {中 (和 0)),es ,其 趴 ?0) 是 6" 过 程 旦 满 
足 
1— RW1 = DS XP EIA (65,3.47) 


En 
另外 还 有 如 下 的 关系 式 
0 0 
Fin 1 — ni Cm 
Eon(2) |， pd) tr | os ,ja nA)), 
(5. 3. 48) 
D 机 
Pin) 一 0 
RC) , Re st Dy oxy) 


A) + (A), (5. 3. 49) 
?和 二 1GB 十 2 十 40DEm)， (5. 3, 50) 
FPA) 一 17CpB 十 大 十 知 中 CE 十 本 十 各 FeO (2 
和 1， 0 站 肥 ). 
(5. 3. 51) 
对 iE ;由 (5.3.21) 知 ,车 1 这 ?i 则 i E Z04) ,于 是 
ROC = XA 一 OPV) = = 0. (5, 3,52) 
设计 四, 记 地 一 maxfi 个 ,对 任意 aa 由 (5, 3. 48),(5. 3,49) 
及 (5. 3,52) 得 
Be DA = RY DA 十 FOCAL EC ， 
RP CEsBR CN) + FA EN CA WY CN 
于 是 由 (5. 3. 50) 得 
Fir D(A 一 RCA) 
= 7 OF DG 十 PVA KO EN AWN) 0. 
(5. 3. 53) 
所 以 UmR* C4) 存在 . 令 
rj (2) 一 lim 《人 (i EY; BR CM) = (Cra (a3d) EE Ey. 
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现在 我 们 证 明 R- (和 是 87 过程 且 
1 一 RT 《1 一 及 Cd 
首先 由 VCD 实 0 得 RC) 守 0 由 (5.3.48), C5,3. 得) 及 (5. 3， 
52) 知 , 若 固定 i E 琅 ,, 则 对 jE 吾 ， 
条 (和 = RDC + DF ODE OPP 
Si 


FP Cm, 十 PO EV CAI PTL). 


5, 3.547) 

其 中 

~ 1， 二 

Pi 站 一 

人 (x (AY, 觅 了 了 
于 是 

1 一 2 人 1r5 (2%) 
J€© 上 
=1 — 4D BP — SS ar Ne CARY ON) 


J 所 二 EE i 
一 OC VM a, APO KOIEDV CAINM CY), 
但 由 {5, 3, 51) 及 (5. 3.31) 得 


SY Ye OPPOD EE 3 DFE) 


jEE Ami Ai jEE 
和 Db 所 十 20. 
mE 
所 以 
1 — A = 1 A BD DOE OED 


JJ 全 下 JE 杏 Nt 


十 DRO 二 ED 二 ND). 


(5. 3.55) 
在 (5.3.47) 中 用 一 1 民 灶 x, 再 把 (5.3. 48) 代入 并 注意 (5. 3. 50) 
得 


Br MPC = Wa, 


JE 


一 
所 以 由 4Pe0D1 一 pe 人 (DT1 因 Pei 一 0) 得 
POC — Ca FEC 7 人 十 MCA) 
一 和 Feo(A)1 十 
人 MTOR IA — AOL 一 本 0 一】 
Ca 十 FO ETOPO A ,+ AA 
一 Ca, 一 FV (CE — Xm)) 
一 PT 和 KG ARN CR 一 PCA)d. 
而 由 (5.3. 47) 及 (5. 3. 52) 得 
1 一 2 RC 一 RY. 


ieE 了 E 四 
于 是 由 {5. 3, 54), (5. 3. 55)》 得 
1 A rh) 一 Dr Ca (5, 3. 586) 
J 包 殉 = 
由 i 的 在意 性 ;我 们 便 得 到 
1 — AaB (Al = RB- Ct. (5. 3. 57) 


上 式 也 说 明王 (2) 满足 范 条 件 . 任意 取 定 i,jE ,由 (5. 3. 56) 知 ， 
对 任意 4 记 > 0, 存 在 #*E 百 使 得 

和 > rEC4) 十 4 过 

Fh 1 


由 (35.3,47) 及 (5.3.52) 知 ,车主 则 
ADD 十 TRV = = DTD + Pri 


2 
[3 ER 上 和 二 KEE 


由 (5. 3,53) 知 , 对 &,i EB 在 在 ns 使 得 
RECA) rR (4), Cn > fas EA). 
于 是 当 n> Ny 时 


FDC + 2) Re (Cds 


Lh kh 


RAPID 十 DD 


上 Li 


取 定 # 这 4 六 >0, 因 VY(2) 是 "过 程 ,所 以 
Rr 0) 一 BR) = Cp — 1 DY RPCOIRD CD). 
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令 4 一 co 由 法 都 引 理 得 
一 Dra (CAT CH), (5.3.58) 
由 于 AP Ca < 1 所 以 当 六 Nia 时 
EC 一 EP OE Ca Co DD RNR (Cm 


Pe 
+ Co > BA/ 
Ee 
< 4 DPR VR + 4A. 
Pe " 


令 R 习 十 cc 得 


WD EC DE ra Dr + 4 
i 下 


Sa DD rs 十 上 4. 
珊 毛 有 
由 4 的 任意 性 得 
WD TD Eo ND Dr Mr Cn). 


上 名 加 
结合 (5, 3. 58) 得 
Ro— BC = Cp WR CR (Cn), (C5,3,59) 
妈 R- (2) 满足 预 解 方 程 . 对 任意 给 定 的 i 由 (5.3.53) 得 
PK) 一 BE CN) 
一 Dr CMFVA Ca 十 FDR EY COM CCA). 


Le 
因 02) 是 592 过 程 ,所 以 
MRO) -> 上， 《4 站 十 cc 
而 由 (5. 3. 53) 及 (5. 3.30), (5. 3. 31) 得 
LOT CANO CD Cos 十 MPO CD KPI ES CA WH LA) 


ni 


Da/ DFO KVMYOG 2400), 
oe rt 
所 以 
MRCAY -1， (本 十 co》 
妈 R- 《0) 满足 连 纺 性 条 件 . 于 是 由 (5. 3. 57), (5. 3. 59) 知 R7 {2%) 
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是 互 上 的 一 个 马 氏 过 程 . 记 其 密度 密 阵 为 纺 一 095 区 如, 现 证 如 
二 外 .首先 由 (5.3.53) 知 , 对 记 j 万 五 ,存在 mm 使 得 
Th) CA}, CR > A ). 


干 是 
i 私人 1 ， Ca > tj}, 
由 4 的 定义 知 
十 0)， 
所 以 
CR (5. 3. 60) 
关于 i 分 解 B" (和) 得 
0 0 1 _， 
Ro)= Lo pei) | | 二 PCD zj 和 CD)， 
Fe (2 二 TABo 十 大 十 je 
1 分 解 定 理 知 
NCA 2 (CA (ji ， 15. 3. 81) 


ED ~ CD 二 一 个 )， 人 0)， 15.3.62) 
因 limRY( 和 ) 二 (而 天 (2 是 4 过 程 , 所 以 
FO > 
(jo zB CA OS ED CH NC E, 
(rn 十 sc)， 


由 " 1 CD| ja yA) 
n A = 六 加 A 后 
0 


天 (一 ACEC 十 和 十 和 (07). 
易 知 上 式 是 R- 4 关于 :i 的 分 解 ,由 分 解 定理 有 
| 全 如 ， ri 一， 天宇， CO 二 cc 
十 总 一 一 村 + 
(5. 3. 63) 
在 {5.3.61),(5.3,62) 中 令 4 一 十 co 得 
D2 2 人 EE 十 康之 一 qi ， 
站 了 了 5 和 


于 是 由 (5.3. 63) 得 
di 汪 + 


结合 (5. 3.60) 得 
dis = 人，- 

由 此 我 们 便 证 明了 8 (4) 是 8- 过 程 旦 满足 (5. 3.57)， 

以 下 来 构造 诚实 过 程 . 

定理 5.3.1 设 & 是 全 瞬时 态 拟 & 一 矩阵 ,满足 Cv),Cs) 条 
件 ; 那 么 名 是 8 一 和 窍 阵 , 并 且 存 在 诚实 8 过程 
证 明 由 上 泗 知 ,存在 87 过 程 有 C2) 满足 (5. 3.57). 记 
a= (gg jE EYE LE d= (dit EYE NM. 

0 = Ci €E BE). 


其 中 
， 人 下 一 ii 
0， 天 
i jE Bi 
人 (2 > 各 
易 知 
QO (二 oo0), (5. 3. 64) 
eol 一 和 ii Da 一 上 (5. 3. 65) 
止息 下 
不 失 一 般 性 ,我 们 假设 
> 0, (i & BE). 《5. 3. 66) 
会 
bs _ _,. er VR CAY 
RO) = DT ER Cd mR 
(5. 3.67) 
其 中 
RR N= lmR- 《DG 
on = iimAe 下 《ACE - Rd 


loc， (5. 3. 88) 
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现 证 RY (和) 是 人 "过程 且 


1 AROCOAL = RO 一 区 (5, 3. 89} 
SVM ER aD EE Mr, (5. 3, 70) 

TOA ev RR (CACco 十 WORT CYR dm) EE Laon: 
(5. 3.71) 


首先 由 有 (人 0 的 预 解 方 程 易 得 (5. 3.70) 及 
eliR (CM) EE Lue (5. 3. 72) 
由 法 都 引 理 及 RF (0 的 范 条 件 和 连续 性 条 件 有 
ec 《DT ec 一 四 人 + 十 cc)， (5. 3. 73) 
于 是 由 定理 3.5.2 和 引 理 5. 3.2 知 Bo) 是 8'P 过 程 .由 R72) 
的 苇 解 方程 
evR CMR dD = ed RB LV 一 eVR 《44 ， 


于 是 


co 一 lim2e SB CCL — R70) = el ~ eV RT 区间， 


A 


由 {5.3.57) 我 们 有 
1 一 AROCOYL 一 DA 人 
Jet 再- CAYl 
te ev RT (AYRT do 
eR Cae 一 dD) 
mt Hem RR- CAR- di 
eR C1 eVR- C4 eVR (WV, 
co 十 Me AR- CIR a 


= 1 RR (1 一 玉 COd™ 


—R CO dy HR CY 


一 FR [| 


一 0o, 
即 (5. 3.69) 成 立 . 由 于 站 0) 是 Go 过 程 , 所 以 册 
下 [CA = RoC Ca 一 下 CA) 


可 得 
RR CAVTO (A) 
=R Cat Cue AR (2)) 
二 Cam BR CDR CAYAMTOCA) 
十 CE + Ca Oo RV), 
=- I77 +* 


因此 
BR CEITVAY = BR OULTO OT + Cp — RV) 
从 而 
人 
= C+ Ca RT CR COT CT pO RNC), 


Ch > 0). 
零 
i RR CIEVTOCOY = RT CYLNTOONY CE + Ca — DRVCY, 
Cp > 0), 
令 j 一 十 oo ,得 
UPTO = LITO + Cp CO— DRIOD) 
由 于 do 和 0, 所 以 
《ACT Ca Oo WRV CY. 
从 而 可 推出 55. 3. ?13. 
于 是 由 归纳 了 苦 理 易 知 ,存在 { 忆 ”hi}。 满 足 : 
Et 是 8" 过 程 ， (5. 3.74) 
1 — ABV = RNC — Dd ), 《5. 3. 75) 
STA ROMY E Mane, Cpe DA) = 
| {5. 3. 76) 
TR evRe DO MR NMDET TNIVY E Leavesy, 
《5. 3,77) 


ROAY = Re MY 4 BY DANTHOCAY. 5.3.78) 
由 定理 3.5.1 得 
LS AY — di, TD CNY 一 于 ev， [| 二 oo. 
{5. 3. 79) 
由 (5. 3. 78) 知 


RR 人 DCA) 站 。 (5. 3. 80) 
于 是 六 (和 ) 二 limR" (和) 存在 且 
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RC) 一 RW) 十 SY sw TD. (5. 3. 81) 
由 {5. 3. 80) 知 | 
IE 一 和 次 (好 1 一 tim(1 一 4RoC)1) 0 
即 站 (2) 满足 范 条 件 , 同样 由 (5, 3. 80) 可 知识 (4) 也 满足 预 解 方程 
及 连续 性 条 件 . 现 证 主 () 满足 日 条 件 . 即 证 
CMF CD — 0),) > gs (4 十 oo). 
由 C5. 3. 80) 得 


和 (和 一 页) 一 

jz 了 — G2) 十 PSP CITP OD + YS CATED CH), 

mt 
再 
{in 
MTN — 63) 9 NSP OTPCN 6 和 一 ef 
所 以 人 人 们 只 项 证 明 
2 8 AP > 0, 人 十 200),， (5. .82) 

固定 疡 0. 家 3.76) ,(5.3.77) 知 , 当 克之 上 女 时 ， 


(A prs CO SP CTY CA TD Ca) 
(一 


EA PED SMO EG — TP Or U0) 


上 人 可 EE 
一 (站 (一 SOCANICTI CD — TPCAYY 
LH CI TY CA). 

但 由 (5, 3, 81) 得 


SPTH CR) + oo, 
dE 
于 是 由 控制 收敛 定理 及 
0 D>O limo A = 0 (FD)., 


知 55. 3.82) 成 立 . 这 样 我 们 便 证 明了 部 (0 是 @ 过 程 . 由 (5. 3. 747， 
(5. 8, 75) (5. 3.79) 知 , 对 ss BE, 
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MGL 一 OD AL ART NOD 一 和 CC 一 yo) 
tn 
令 4 一 oo, 由 定理 3,5.1 得 
limA(l — 入 OD Sd Sd, C0). 
A [ 
由 = 的 任意 性 及 (5. 3. 65》 得 


Al — ARCA)L) 一 0， (4 下 十 ce)， 《5. 3.83) 
取 e 和 Ls 且 e 尖 小 令 


eCAY) 
RtAY = ROX) 十 《1 ARCAY LY EET 
由 (5.3. 83) 及 定理 3.5.2 刊 RCW) 是 诚实 过 程 . 


定理 证 毕 . 
定理 5. 3.2 若 &@ 是 全 瞬时 &@ 一 柴 阵 , 则 诚实 & 过 程 有 无 穷 多 


个 


证 明 ”因为 8 是 全 瞬时 0 一 和 矩 阵 , 所 以 8 满足 CN) , C5) 条件 . 
取 当 态 百 , 令 
一 cs， i= j= A; 
di 一 40， 1 一 4 或 于 一 4 天 有 
js isj EF. 
则 = (yi,j EU {4)) 也 是 全 肯 时 的 且 满 足 (N) ,3) 条 件 . 于 
是 总 是 诚实 名 一 自 降 ,不 妨 设 RC) 为 诚实 日 过 程 . 取 5 EE 百 , 令 
2 Oo (guytj EB {86}), 
EV 一 《生生 四 一 要， = (gi E Fo {b}). 
对 RC 禁止 状态 集 {4,5} 使 用 二 维 分 解 定理 知 , 存 在 恰 过 程 ;sRC2) 
及 (和 和 Mn 和 E 工 rn 一 4,5) 满足 
ED 二 EN) 十 RCI1L 一 工 
ET > 0 AED Ee 二 oO), 
DA 十 0)， 
lim HE 二 oo ma e+ 00， 
ma im DCT) 


Hm ap Caer 一 十 lim A 《六 Ed 一 十 oy, {H, 号 38-1 
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心 


| 二 


1 


Bi 一 | 
， | CA) 


| 《1 ms 


其 中 

二 = 二 

m2 = 1 二 21), ft< 十 cc 
由 分 解 定 理 知 六 (2) 是 诚实 8 过 程 ,而 由 (5.3.84) 知 
X02) 天 9， 
于 是 
BRC) 天 BCAY, [ 习 ， 

即 诚实 @ 过 程 有 无 突 多 个 . 到 此 定理 全 部 证 完 . 


84 ”补充 与 注 记 


D. Williams 于 1976 年 给 出 了 本 章 中 的 完 理 5.1.1( 见 
williams[3]) ,因此 ,解决 了 全 瞬时 态 8 过 程 的 存在 性 可 题 ,并 瑟 给 
出 的 条 件 非 常 简 炼 . 但 是 ,williams[3] 中 给 出 的 证 明 属 于 概率 方 
法 , 且 有 些 地 方 用 了 概率 直观 , 本 章 给 出 的 分 析 证 明 取材 于 侯 振 
疾 , 费 志 小 [1], 其 中 引 理 5. 3. 2 的 分 析 证 明 属 于 邹 捷 中 ， 
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日 ”有 限 稳定 态 无 限 瞬 时 
态 Q 过 程 的 存在 性 


$ 1 结果 的 陈述 


在 第 五 章 中 ,我 们 给 出 了 全 瞬时 态 8 过 程 和 诚实 如 这 程 共存 
在 性 准则 . 本 意 利 用 第 五 章 的 结果 ,给 出 有 限 稳定 无 限 瞬 时 9 过程 
和 诚实 8 过程 的 下 述 存 在 性 准则 . 

定理 6.1.1 设 0 一 (qs;i,j € 下 是 含有 限 个 稳定 态 无 限 个 
瞬时 态 的 拟 42 一 矩阵 ,那么 存在 & 过程 的 充 要 条 件 是 下 列 (N)、 
.C5) 条 件 同 时 成 立 ， 

(BM) OD A+ (YabE Boal), 

] 


了 和 上 


(CS) 存在 下 的 无 穷 子 集 乓 ,使 得 
>») 9:; 十 CoO. {FY iE EY. 


当 以 上 条 件 满足 时 ,还 存在 无 穷 多 个 诚实 9 过 再. 
下 面 来 给 出 上 述 定理 的 证 明 . 


$2 定理 6.1.1 的 证 明 


定理 5.2.1 设 &8 是 带 有 限 个 稳定 态 无 限 个 瞬时 态 的 拟 & 一 
托 阵 ,那么 存在 名 过 程 的 充 要 条 件 是 & 同 时 满足 (六 )、(S8) 条 件 ， 
证 明 ”必要 六 ” 设 Y() 是 如 过 程 , 记 囊 一 人 8 二 十 coj， 
可 一 EB Es = (gu:is 所 22)， 即 人 ss 是 如 在 亚 革 的 限制 . 
由 E, 为 有 限 集 及 有 限 维 分 解 定理 知 ， rz?(%) 是 如 , 过 程 , 但 
，182. 


er 


Qs, 是 全 瞬时 态 的 ,由 第 五 章 的 结果 可 知 Qs 满足 CN》、C58) 条 件 . 

由 于 名 为 有 限 集 目 包 中 状态 均 为 稳定 态 , 故 立 得 名 也 满足 
CN)、CS) 条 件 . 

充分 性 。” 设 8 满足 (NX),t5) 条 件 , 往 证 是 8 一 后 阵 . 

先 考虑 日 为 单 稳定 状态 情况 ,不 失 一 般 性 可 设 EB, 二 {8) ,一 
{i520} ,人形 如 


i 昨 全 
1s 
0 = 2 Ws, 


其 中 4 过 十 co 而 姑 , 是 全 肯 时 态 如 一 矩阵. 现 令 


oo dh de 


Bo | 各 Ws, 


由 于 8 满足 CN)、C5) 条 件 , 易 知 立 亦 满足 CN) ,C5S) 条 件 . 但 总 是 全 
朋 时 态 拟 8 一 矩阵 ,由 第 五 党 的 结果 知 ,存在 总 过 程 着 (27， 
对 站 (4) 关于 禁止 状态 5, 使 用 分 解 定理 得 
0 
5 l ,4) 
其 中 ， 膏 (2 为 9s, 过程 ， 
A 所 L aes ECA) 拓 Mi» 


+ mo) | qiao? 


1 
SC2) 


Fa 和 二 
A 
lim2(2) = 0, limn(2) = 0, 
lim 0%) = B, limAn(%) = a 
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这 里 和 一 lime( 办 ,CY 实 lim 2 入 ,1 一 下 为 常数 ， 
i (gn ss 8 一 (Calpe ee 


令 
RC . 上 oo jan 
0 RW) zy| 机 
其 中 
1 
TD = 祝 十 外 十 A[ mR) + 让] 


C 一 名 一 fim 针 wm 有 (和 ), 引 为 常数 . 

由 分 解 定理 知 Ra4) 是 98 过 程 . 从 而 8 是 8 一 秆 阵 . 

至 此 , 当 8 为 单 稳定 态 时 ,条 尾 的 充分 性 已 成 立 . 

至 于 @ 为 一 般 有 限 稳 定时 ,可 对 稳定 态 集 琴 的 基数 行 归纳 法 ， 

当 | 开 | 二 1 时 ,已 证 成 立 , 现 设 | 画 | = % 一 1 时 成 立 , 往 证 
[Ba 二 # 时 亦 成 立 . 

任 取 5 € 马 , 接 上 面 证 明 单 稳定 态 的 办 法 ,将 2 转化 为 睡 时 态 ， 
易 知 对 愿 给 的 8 车 满足 (N)、05) 条 件 , 则 这 样 改变 后 的 总 亦 满 足 
CN})、(5) 条 件 . 但 对 总 而 言 ,稳定 态 个 数 已 为 4 一 1, 从 而 由 归纳 假 
设 , 存 在 名 过 程 . 

注意 到 在 单 稳定 态 证 明 过 程 中 ,我 们 其 实 并 未 用 到 避 的 具体 
性 质 , 仅 仅 妻 求 龟 过程 存在 而 已 . 故 现在 仿照 单 稳定 态 情况 的 证 明 
就 可 得 , 当 | 包 1 二 x 时 ,也 存在 过 程 . 

由 妇 纳 原理 ,充分 性 得 证 - 

定理 6.2.2 设 @ 是 带 有 限 个 稳定 态 无 限 个 鹏 时 杰 的 8 一 算 
阵 .那么 存在 无 穷 多 个 诚实 过 程 . 

证 明 ”由 于 & 是 & 一 第 阵 ,由 定理 6. 2. 1,8 满足 (WJ、(S) 条 
件 , 不 妨 设 无 穷 子 集 起 是 (S)7 条 件 中 的 一 个 安全 因子 , 即 立 zi E 吾 
有 


将 排序 为 K 二 fm, 如 ,be,…). 取 一 列 正 实数 {a ) 严 ,使 得 
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令 . 
Eo~ EU {d= (risj € Fy, 
其 中 
fi 2 后 五 ; 
- 一 2， i 二 = 7 一 2} 
di 二 , ， 
人 1 一 有 一 
0， 其 它 记 j. 


易 知 6 是 记 X 记 上 拟 8 一 矩阵 ,含有 限 个 稳定 态 无 限 个 瞬时 村 , 且 
Os 一 总 . 
Bi 攻关 51j 关 5, 则 
>， dr A #4 一 >) gr 访 gt 之 十 oo， 


由 生起 一 f+ EE BO— Ht) 


若 i,; 中 有 一 个 为 5 不 妨 设 i 二 5, 则 
>) 和 A rc >) gt < 十 ce 


一 ER 一 1j] 
故 和 名 满足 (NN) 条 件 . 令 六 一 {Fis Ba ys so+* Rat ，……*} ,那么 Ty t 所 六 
车 i 关 5, 则 


若 : 二 58, 则 


故 龟 也 满足 (5) 条 件 . 
由 定理 5. 2. 1 知 ,存在 总 过 程 训 (13 ,对 下 (和 关于 禁止 状态 引 ， 
使 用 分 解 定理 得 
RC) 一 |, 9 ’ ai 
sR(A) ECA) 
其 中 涛 (4) 是 8 过 程 ,C41 < 之 十 o0,43C4) 字 m 训 (4) ,这 里 
ea 一 (aiE 吾 ) 是 行 向 量 ,满足 


十 和 (和 
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人 一 一 1 2 
ii 一 
0， 否则 ， 
由 了 om, 一 十 co 可 知 ol 一 十 o0; 
由 al 一 十 ep 及 mg < TI < 十 co 得 
inf D7 ,FC = 0. 
iE# ER 
从 而 可 取 电 上 非 俯 行 向 量 使 得 
Bl 一 十 oo RRM < ce。 
并 且 这 种 8 的 取 法 有 无 穷 多 种 . 
对 于 上 述 取 定 的 8, 令 


BAC) ,RA) 十 (一 hILY BR(AY 


MABRYL' 
那么 名 (2) 是 诚实 8 过程 ; 当 8 取 不 同时 ( 非 倍数 ,B24) 也 不 同 ， 
从 而 证 明了 存在 无 穷 多 个 诚实 @ 过 程 . 

由 定理 6. 2. 1 和 定理 6.2.2 知 定理 .1.1 成 立 ， 


33 补充 与 注 记 
在 全 瞬时 态 8 过 程 的 存在 性 准则 基础 之 上 , 陈 安 岳 解决 了 会 


有 限 个 稳定 态 无 限 个 瞬时 态 8 这 程 的 存在 性 问题 . 本 章 取 自 于 陈 
安生 [4 
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“和 有 限 瞬 时 态 Q 过 程 的 存在 性 


前 面 三 章 ( 第 四 \ 五 .六 章 ) 分 别 讨论 了 全 稳定 态 ,全 眶 时 态 以 
及 有 限 稳 定 态 等 三 种 情况 下 8 过 程 的 存在 性 问题 ,分 别 得 到 了 存 
在 性 准则 . 本 章 以 及 第 八 章 分 别 讨 论 有 限 具 时 态 情况 和 带 无 限 个 
瞬时 态 及 无 限 个 稳定 态 ( 简 称 “ 双 无 限 ”) 情况 下 & 过 程 的 存在 性 问 
题 ， 

目前 ,对 于 有 限 瞬 时 态 和 * 双 无 限 癌 过 程 的 存在 性 问题 的 研 
究 不 像 全 稳定 态 , 全 瞬时 态 以 及 有 限 稳定 态 三 种 情况 那样 有 了 完 
整 的 结果 ,我 们 仅仅 得 到 了 一 些 充 分 性 条 件 和 必要 性 条 件 ,或 者 在 
一 些 特殊 情况 下 得 到 了 2 过 程 或 诚实 8 过 程 存在 性 准则 . 

在 有 限 退 时 态 8 过 程 存在 性 的 研究 中 , 单 胜 时 态 频 有 和 蛋 要 的 
地 位 ,本 章 8 1 专门 讨论 单 财 时 态 9 过 程 的 存在 性 . $ 2 讨论 凶 瞬 
时 态 @ 这 程 的 在 在 性 . 


1 单 瞬时 态 8 过 程 的 存在 性 


在 本 节 , 关 无 特别 声明 , 恒 设 8 二 (mi E 8) 为 单 瞬时 态 拟 
4 一 算 阵 ,5 为 瞬时 态 . 记 
B=E— i{b}, = (gisi te BE). 
eo (sj EeE BR) m= (yari€ ED)”. 


= Dg GEB), d= (di€ BBY. 
2 


J L 
d= Pg GE EB), d= (i€ BE). 
jb 


显然 ,@ 是 全 稳定 拟 昌 一 算 阵 ;由 第 公章 全 稳定 8 过 程 存在 定理 ， 
引 是 怠 一 矩阵 ,用 BC) 二 Lipsyl 四 ) 表示 最小 Ww 过 程 . 
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定义 7?.1.1 设 台 是 单 瞬 时 态 拟人 一 和 矩阵, 若 
el 一 Dg < 十 0， 


i 
则 称 @ 可 和 ,否则 称 @ 不 可 和 .着 对 一 切 i€ 包 ,g 一 2 是, 则 称 吕 
是 准 保 守 的 ， 
下 面 先 给 出 台 过 程 存 在 的 两 个 必要 条 件 - 
定理 7.1.1 若是 9 一 矩阵 , 则 ep(2) E Zw,, 即 
Yigg < 十 cc， >. C7.1. 1) 


证 明 因 8 是 一 矩阵 , 故 存在 8 过 程 RC4), 对 ROCA) 禁止 
咯 时 态 5, 由 分 解 定 理 得 


0 | 
FE 一 TA 3 AY, 
Cy | cd) + { "| sja na)Y 


其 中 ,R(2) 是 8, 过程, 和) € Laws lim Wn( 和 ) 二。 
直行 协调 族 性 质 及 Fatou 引 理 易 得 
nA eR), (0 ， (7. 1. 2) 
由 01 < 把 十 ce BR 和 六 BC 及 (7.1.2) 可 得 
eg@fa1 SLS 二 oo 0 ， 
BN e 史 (2) EE Ls. 
推论 7.1.1 设 @ 是 不 可 和 的 8 一 矩阵; 则 必 有 
2 + 人 > 的， C7.1. 8) 


证 天 由 定理 7.1. 1 立 得 ， 
定理 ?7.1.2 车 名 是 9 一 算 阵 ,; 则 关于 久 &,( 吾 ) 条 件 不 成 立 ， 


即 
i Dg,0) = 0 {4> 0). 《7. 1. 4) 
名 jj 中 
证 明 ” 设 RD) 是 一 个 8 过 程 ,对 RC) 甘于 5 使 用 分 解 定理 
有 
RD 一 J+ wi Ja (2)), (> 0) 
一 ,0 ,RCA Py + 如 »” , 
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其 中 ,RC4) 是 入 过 程 ,WA) E 五 xp，lim (DO1 一 十 cc 
由 于 ,RC4) 之 8(), 我 们 若 能 证 明 ipf2 ,rs 人 入) 一 0， (>>0, 则 


jEE, 
(7.1.4) 成立 . 反 设 不 真 , 则 对 某 2 > 0, 从 而 对 一 切 4 站 
inf 4 > ,rt%) 一 外 着 0 由 于 了 2 三 aw; 从 而 


‘ES jEE, 


WL I = Oo MIMIRCuL » 


aa 一 


I 一 91 = nA RD 


4 nl (> 站， 
和 起 


在 上 式 中 令 -十 co ,注意 im 9(21 一 0( 见 第 三 章 51), 得 


天 


lm CL 大 nC)1 心 一 o0, 
4 站 


这 与 tim (2)1 一 十 co 矛盾 ! 从 而 定理 得 证 ， 
推论 7.1.2 若 @ 是 8 一 算 阵 ; 则 人 @ 这 程 不 唯一 . 
证 明 ”由 (7?.1,4) 可 取 非 负 行 向 量 a 二 l(a,i € 总 ) 使 得 


Ya 一 十 ce， 
EF 
Dp (m7) 世 十 oo、 ,对 某 个 如 之 0) (7. 1,5) 
让 二 jE 
由 划 (入 的 六 一 如 方程 可 知 , 对 一 切 和 > 人 
一 0 人 ( 和 ) 一 【加 一 aD(A TPL), (7,，1. 6) 


由 《7. 1.5)》 及 (7. 1.6) 可 得 
ag(31 一 DI OEP) +m > 0). 


邻 
人 
Je 三 (AD 
赴 定 理 3.5.2 知 ,到 (2 是 一 个 不 同 于 B04) 的 过 程 ,从 而 @ 过程 
不 唯一 . 
推论 ?7.1.3 著 旬 有 界 , 即 snpy 之 十 吕 , 则 日 必 不 是 昌 一 算 


VOD = BD (1 Co NW) 
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阵 . 
证 明 ”由 第 四 章 最 小 过 程 的 定义 知 ,¥Y ii E 刀 ， 


， 1 
Pa (A) 守 和 干 了 
六。 。 1 
若 sp9 < 十 ,那么 pf 和 95 之 nf 区 > 外 衣 (7.1. 人 不 


成 立 , 由 定理 7,1.2,8 不 是 一 矩阵 . 

下 面 在 一 些 限制 条 件 下 来 讨论 名 过 程 或 诚实 &@ 过 程 的 存在 
性 . 

当 昌 不 可 和 且 准 保守 时 ,定理 7. 1.1 中 给 出 的 条 件 事 实 上 也 
是 存在 过 程 和 诚实 8 过程 的 充分 条 件 . 这 可 从 以 下 定理 得 出 . 

定理 7.1.3 设 8 是 不 可 和 拟 8 一 害 阵 , 甩 supd. 之 十 co; 则 昌 
是 8 一 矩阵 当 且 仪 当 

DD > gif 人 (说 + > 0. (7,1.7) 


旗本 JE 明 


当 以 上 条 件 满足 且 8 准 保 守 时 ,还 存在 诚实 8 过 程 . 
证 明 ”必要 性 由 定理 7. 1.1 立 得 , 以 下 证 明 充 分 性 . 


令 
EC = 1 — BOL — DOVE POW = eda), 
由 条 件 (7.1.7) 知 丸和) E Iss 让 而 由 第 三 章 $1 可 得 ,9(27 € 
zeto* 而 由 总 不 可 和 得 
!im AnCAYl1 一 el 一 十 co. 
由 < 安 & 得 ,0 所 5 去 1 页 避 1 EE Maw， 注意 到 由 一 和 一 中 
-有 
lim (4) = m. 
以 下 证 明 
im 239040L 一 上 < 十 co ， 
dr 二 oo 
其 中 < 上 一 lims Cn). 
由 定义 
AnCAI CI — £) =AnCN) ,1 一 limCapt #91)] 十 
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十 讶 ?CO ,lim (BC)d) 1], (7. 1. 8) 
由 单调 收敛 定理 
AL mB ] =limin( PCa 


CRA 一 Wa) YE 


二 lim 一 和 
ae 由 一 站 
=limt na) 一 Ph)a ， (7.1,9) 
其 中 上 式 最 后 一 个 等 号 利用 了 spd 所 十 co， 
由 《7.1.9) 式 及 (wx4 护 1 得 
lim Cn( p20) < 十 co， 
再 由 57. 1. 9) 式 得 
,im LI ,limt Bz)a)] 一 lm ad) 所 十 se ， 
又 由 命题 4.2. 2 知 ， 
,im HA), 1 一 lim (Cag(a)1)] < co. 
在 (7.1,8) 中 让 一 十 co 可 得 


iim MD 一 后 所 十 ee、 《7. 1. 10) 
令 
用 1 
RCN) 一 | A ja ， 


其 中 mu() 二 (4 十 im WD + DW. 
由 分 解 定理 可 知 BCV 是 日 过 程 ,从 而 8 是 8 一 矩阵 , 

车 还 有 昌 淮 保守 , 则 4 一 0. 从 而 2 一 1 一生 (W)1, 苹 rw( 和 0) 
一 (十 和 (011 因此 ,Ci 是 诚实 已 过 程 . 

以 下 是 当 恕 可 和 时 存在 &8 过 程 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 7.1.4 设 旬 为 可 和 所 8 一 矩阵 , 且 sup 所 十 oo, 车 方 


程 


Fa 0 一 0， 
(A 0) C7.1.11) 


OEVA E ba, 
a ]91* 


有 满足 条 件 im 4%>1m( 一 十 ce 的 解 FC0 E Low: 则 4 为 4 一 
有 入 


矩阵 ;车 还 有 旨 淮 保守 , 则 存在 诚实 8 过程. 

证 明 令 

EC = 1 ADDL — POMd, WN) = eB — FY, 
其 中 Fe 取 成 定理 条 件 所 和 保证 的 那个 方程 (7. 1. 11) 的 解 . 同 定 娃 
?7. 1.8 证 明 中 相同 ,可 证 im C01 一 入 < 十 oo- 


令 


0 0 
ao = | 
0 &(2) 
其 中 加 ( 和 一 & 十 lim 各 (D(1 一 各 十 徊 (D7. 由 分 解 定理 ， 
RC 和 ) 是 名 过 程 ,其 瞬时 态 条 件 由 lim 和 LGD1 二 十 oe 所 保证 .因此 
中 是 &@ 一 和 矩阵. 
着 还 有 昌 淮 保守 , 则 #4 二 0,8( 科 二 1 一 2V( 和 1 上 故 7Tw( 和 二 
十 nC2)1)-! 因此 ,RC() 是 诚实 品 过 程 ， 
在 菜 些 情况 下 ,定理 7.1. 4 的 条 件 也 是 必要 的 . 
定理 7.1.5 设 怠 是 可 和 难保 守 拟 吕 一 怎 阵 , 且 王 型 尼 过 程 
唯一 , 则 8 是 8 一 算 阵 当 且 仅 当 方程 
FA CA 一 如 一 和， 
{op E Lz. 


1 
2 1 ,CA)). 
| +r ) sj nC) 


{4 0) 《7- 1. 12) 
有 满足 条 件 im 2 Yo(h) 一 十 oo 的 解 FC》E Loin. 当 条 件 满足 


时 还 存在 诚实 8 过程. 
证 明 ”由 准 保 守 可 得 4 一 0, 由 定理 7.1.4 可 秃 充分 性 成 立 . 
以 下 证 明 必 要 性 ， 
设 8 是 8 一 算 阵 ,RC4) 是 过程. 注意 @ 淮 保守 ,由 分 解 定理 
易 证 ,;R() 是 BB 型 过程. 
由 定理 条 件 得 ;RC2) 是 最 小 @ 过 程 8( 人 办 ,从 而 由 分 解 定理 得 
0 


RD 一 | | + ra) 


| (1 ,e280 十 nC). 
0 GO) 


| ] 
AY 
* ]92+ 


其 中 元 妨 € Looy; 且 7 和 4) 是 方程 (7, 1. 12) 的 解 ，lim 4(e@(2) 十 
?0))1 一 十 o0. 由 8 可 和 得 lim GCW1 一 el 去 十 co) 故 
im nC) 1 二 十 22 . 
从 而 必要 性 得 证 . 
在 本 节 的 最 后 来 讨论 所 请 最 小 生成 类 的 构造. 
定义 ?.1.2 设 如 是 98 一定 阵 , 烽 ( 和 是 和 过 程 ; 称 中 过程 
类 
PorkB) 一 (RCA)5R(A) 是 昌 过 程 且 ;ROX) 一 到 (07 
为 FC) 生成 类 ,其 中 ,RC4) 表示 RCW) 禁 4 所 得 的 鸟 过 程 ; 特 别 , 当 
(1) 是 最 小 全 过 程 BC) 时 , 称 Pro 人 8) 为 最 小 生成 类 ， 
本 节 的 最 后 任务 就 是 要 给 出 最 小 生成 类 非 空 的 充 要 条 件 及 全 
部 构造 ， 
汐 此 ,引入 下 列 记 号 . ¥Y 4 之 0, 令 
tt) 一 Tai 一 全 JU = 0 AN A 1}. 
用 (和 0) 表示 寻 (1) 的 最 大 元 ， 
= (VOTO 一 和 0 REVO EE Leo}! 
H= iE€EBd>0, HF={i€t Eh,d>0}. 
定理 7.1.6 设 8 是 不 可 和 拟 8 一 和 矩阵, 则 最 小 生成 类 
Per (号 非 空 的 充 要 条 件 为 
D7 Dt dp + co > DD. (7.1.18) 


JIE 二 本 世上 
证 明 车 Posiit9) 非 空 , 则 存在 旭 过 程 RC4) EE Pack@y ,由 定 
理 7.1.1 


Sp < 十 ceo， GD 110 


EE EE 


对 RCD 关于 5 使 用 分 解 ,由 引 理 3.1.7 知 


0 0 {1 | 
R(A) = |, 十 rw C2) 时 要 证/ 守卫 站 


oy) | ELAY} 
此 处 
EC) = BAYm | ECA) WAY = eBON) 十 12)， 
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ECL) E Me 门 nt (C1), DAY E Loc 门 Li, 
反 设 (7.1. 137 不 成 立 ; 由 (7.1,14) 可 知 , 必 存在 为 > 0, 使 


2) DudPrs Cho) 一 十 ce ， 


jE 局， 此 加 | 
由 单调 收敛 定理 得 
DS gam mo . (7,1. 15) 


jE 4ES, 
其 中 I 一 lm Ca), 
由 &(4) 二 B29m 十 0) 得 
CD) SE PEWm 十 TCA . 
记 互 一 HmXCp). 在 上 式 中 让 44 人 0, 得 
SE Prag RE, (VEkE EE). 


1 
但 由 引 理 4.2.5 知 
于 十 如 十 Dr 二 1， (VY EEE). 


pry 
注意 到 二 4d; 一 9%: 立 得 
] 一 名 D rod, 【7。 1. 16) 
和 
由 分 解 定 理 知 ,存在 与 4 无 关 的 常数 C ,使 
CF MM — £), (A> 0). 


由 Fatou 引 理 得 
Sgucl 一 人 < 已 < 所 十 co. 
FE 
注意 到 (7. 1. 16) 式 , 更 有 
Dg Pryd 过 十 OO, 
EB 拒 所 


这 与 (7. 1. 15) 式 矛 盾 , 所 得 矛盾 证 明了 (7. 1. 13) 式 正确 ,必要 性 
得 证 . 
反之 ,车 (7.1.13) 式 成 立 , 令 
PD 一 Dp (FE BE), 


to 


»* 194。 


人 (一 于 一 D4 二 gal) (GEAR), 


FEB, 


ru 人 (2 一 (4 十 > (CA 十 由 ?me(2) 1， 


FE 
7 AD 一 Sa CA)rimt a}, Ci E EB) ， 
To) = rtd (jE BE), 
rth = Bi) 十 SAP Am Cj EE EB). 
由 条 件 人 7. 1, 13) ,上述 定义 合理 , 令 
ROAY = (rstA) is jE EY), 
直接 验证 可 知 尾 (入 是 如 过 程 , 由 分 解 定 理 可 扼 尽 (1 全 Poow C8). 充 
分 性 得 证 . 定理 证 毕 . 
推论 7.1.4 设 8 是 不 可 和 淮 保 守 拟 8 一 矩阵 , 则 Pocs (C9) 非 
空 的 充 要 条 件 是 
SD gp + co， (4 0). 


jE EEE 时 


证 明 ”由 定理 7.1.56 立 得 . 
定理 7.1.7 设 9 是 不 可 和 一 扰 阵 ,满足 Pow (8) 非 空 的 条 
件 , 任 取 2) E Rew 门 夺 (1) 2C%) 七 Loo) 门 LXY 使 得 
Le , 蕊 十 ,re C+ ， C7 .17) 


3 呵 


了 一 [和 0, 贡 二 Tda 一 下 + 耳 < 扫 十 co 人 7.1.18) 


a 尼 癌 
取 常 数 C 使 
CF [eX 十 名 十 ey 十 Dr 一 全 十 W， (7.1.19) 


a 民 厅 


其 中 = (i€ Bd > 0),X = lmX(p) ,7 网 引 理 4.2.5; 而 克 二 
ML 人] 之 十 oo 是 与 4 无 关 的 常数 ( 见 命 题 4. 2. 2). 令 


nh = eA 二 wh)», (7, 1. 20) 
ECA = GOAm + ENA) ， (7. ].21) 
Pp) 二 CGC 十 2 二 轨 CODEY- 1 (7. 1], 22) 


0 了 1 
REX) = 2 1 9627) ,C7. 1. 23 
(CD) |。 ot rmt 站 na)) > 
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则 Ri E Pest@) , 且 Po 中 每 一 元 均 可 如 此 得 到 . 

证 明 ”注意 Post8) 非 空 , 任 取 六 和) EE€ Pow (98);, 则 由 分 解 定 
理 及 引 理 3.1,7 一 8 可 知 (7.1.20) 一 (7, 1. 23) 成立 , 且 (7. 1.22) 
中 的 常数 C 洪 足 

CR mC — EY = AeBM I Com 2 十 NCAY ,1 £]. 
由 (7.1.21)，1 一 二 1 一 Tm 一 2, 从 而 


2[eS( 和 ,1 一 不 [eX 二 >) 和 十 下 一 一 Tm] (2 十 oo》 
ET 


和 FF 1 一 二 不 十 到 (C44 十 20)， 
这 里 六 = GE Bd 产 00, 这 =T GE EY). 
再 注意 主 一 了 二 gw 二 训 。 (iE€ 为) 可 得 (7.1.17}、(7.1.18) 和 
(7. ].19) 均 成 立 . 必要 性 证 毕 . 由 分 解 定 理 可 得 充分 性 成 立 . 定理 
证 举 . 
定理 ?7.1.8 设 @ 是 不 可 和 和 拟 8 一 和 矩阵,; 则 Poo3(8) 非 室 且 合 
有 诚实 过 程 的 充 刻 条 件 是 以 下 两 条 同时 成 广 ， 


(i) 妨 准 保守 ， 
Gi > Dp < 十 co (207 
?在 如 上 世 县 


进一步 , Pres《98) 中 诚实 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 @: 零 流入 , 即 玫 
= {0). 

证 明 ” 先 证 必要 性 , 设 RCW) E€ Peak@ 是 一 个 诚实 如 过 称 , 由 
定理 7.1.1 知 习 ) 必 成 立 . 其 次 ,对 RC) 禁 赴 状态 5 分解 得 


RD 一 | 0 1 ol ja (1)) 
To oo) ey) 
注意 到 8B(4) 是 诚实 的 ,得 


eg 一 1 一 和 而 人 1 
故 
久 一 ,lim AELAY 一 ,lim A -一 65602017 一 4. 
因此 ,i 一 和 一 入 一 0, 即 如 淮 保 守 ,从 硬 ( 成 立 . 
再 证 充分 性 , 当 G ii) 同时 成 立时 ,定理 7.1.6 充分 生 证 明 
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中 所 造 的 过 程 Ri €€ Pew (8@) 还 是 诚实 的 , 故 Poww(Q? 会 有 诚实 
过 程 . 

最 后 ; 当 & 零 流入 时 , 易 知 满足 条 件 iim 各 (和) 一 的 外 和 EE 
Leo 学 唯一, 即 #7 和 ) 二 eB(N), 义 由 过 程 是 诚实 的 可 知 2( 科 一 1 一 
23511757uf23 一 (十 e023)1)-' 培 唯一 ,从 而 Pen 中 诚实 过 
程 唯一 . 
而 当 龟 非 零 流入 时 ,由 引 理 4.2. 3,74 门 Eo 关 (0); 任 取 非 
零 nh) EE Lec, 门 Lz :然后 令 

WY) = ed) mM) = eB + CW. 
由 定理 ?7.1.6 充分 性 证 明 过程 知 ,可 井 两 个 不 同 的 诚实 过 程 ; 且 
这 两 个 诚实 @ 过 程 均 属于 Poos(Q). 定理 7.1.8 证 毕 . 

我 们 指出 , 当 &% 非 零 流入 时 ,由 定理 7.1.8 的 证 明 可 看 出 ， 

Pet8) 中 一 切 诚 实 过 程 均 可 梅 造 出 来 ,在 此 就 从 路 了 . 


下 面 讨论 8 可 和 的 情况 , 即 8 满足 
sl1 一 Dg 二 oo. 


定理 7.1.9 设 包 是 可 和 拟 昌 一 秆 阵 , 则 Pocwt8) 非 空 的 充 要 
条 件 是 方程 


VOACA 一 名 一 ， 
DVOY € Ls, 人 
有 满足 如 下 两 条 件 的 解 了 (iD 亿 [ec : 
lim A (NW) 一 十 col 《7. 1. 25) 
rt je, 
ki lm DC YI Td + oo. (7. 1. 26) 
A jen EH 


由 


证 明 若 Pet@y 非 空 , 任 取 ROA) 和 Prow C8), 对 RC) 禁止 
5 进行 分 解 , 由 分 解 定 理 可 得 % 力 的 形式 为 : 
PY 一 < 十 有) ， 
其 中 区 们 各 Fe 站 Zt. 由 于 5 为 钥 时 态 ,必须 要 求 lim 9(%)1 
二 十 oo, 但 由 于 8 可 和 ,从 而 必须 有 
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,im 39702031 一 上 ce . 
这 得 证 57. 1. 25) 式 .其 次 注意 
0 lim 1 (1 一 和牛 之 ,im \ A[ yA), 总 一 上 十 J Td 


其 中 人 为 有 限 常数 ， S04) 一 om 十 SC) 由 分 解 定理 所 得 ， 一 
Hime), 
由 于 及 之 35, 由 上 式 立 得 
,lim 1 4[5CA), D>) re] 二 ec， 


这 得 证 (7. 1. 26) 式 ， 必要 性 得 证 - 
反之 , 任 取 满足 (7. 1.24)、C7.1,25) 和 (7. 1. 26) 的 解 了 Ci E 
Joew. 令 
CA) 一 edbCN) TT VOY ， 
EC) = DOVm + XCM 
由 (7.1. 26) 易 证 阴 lim mC)Cl 一 4) 福士 co， 
到 常数 C 之 dim i — 4) : 令 
rn) = (OC 十 4 十 AC4)5) 1， 


1 
RtA) = 8 人 TnCAYY 
{A) 十 ro )| ol nAYY 


p 
(oo) 
由 (C7. 1. 25) 及 分 解 定 理 知 ROY E Poe (CQ). 定理 7. 13 证 毕 ， 

推论 7.1.5 设 8 是 可 利 准 保守 拟 名 一 矩阵 , 则 Po(2) 非 空 
的 充 要 条 件 为 方程 | 

VO CT — 0) = 0, 
, EV EE La, 

存在 满足 条 件 lim 好 (01 一 十 oo 的 解 VG) € Lew- 

证 明 ”由 定理 7.14.9 立 得 . 

定理 7.1.10 设 8 是 可 和 和 拟 8 一 矩阵 ; 则 Peike@) 非 空 且 含 
有 诚实 过 程 的 充 要 条 件 为 下 列 两 条 同时 成 立 ， 

CI) 8 淮 保 守 ; 

Qi) 方程 
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“人 


TAI Oo Wh) = 0, 
0 EV E Ln. 

存在 满足 条 件 lim 和 7()1 一 十 oo 的 解 POD € Les. 

证 角 ” 伪 定 理 7.1.8 的 证 明 方 闭 ,利用 定理 7. 1.9 易 得 证 本 
定理 . 

定理 7.1.11 设 28 是 可 和 人 9 一 算 阵 ,满足 Petk@) 非 空 的 条 
件 , 任 取 满 足 47. 1.24)、(7. 1.25) 和 (C7.1.26) 的 一 个 解 7(4) 三 
Lan 了 EY E Mon 门 zt C1) 使 满足 

Wi 一 AL 和 真一 下 十 Tad] 和 过 十 oo (0 十 ce)， 
取 常 教 C 满足 
CS [eyX |] 十 5 十 [e; 叉 一 5 十 2 二， 

其 中 XX ,o" 等 的 意义 与 定理 7.1.7 中 相同 ， 


令 
4) 一 eB 二 CW), 
EA = DOMm 十 二 (和 )， 
Taig Ah) 一 《CC 十 六 十 和 (ED 一 1. 
最 后 令 
RCA) 一 十 reCAY 1 7A) . 
1 网 网 人 | 16%) 


刚 RC 属于 Pacge) 且 Poo(G) 中 的 每 个 过 程 芍 可 如 此 构造 出 
来 . 

证 明 ” 仿 定 理 7. 1. 7 可 证 得 定理 ， 

我 们 指出 ,与 @ 不 可 和 一 样 ,在 8 可 和 下 也 容易 得 到 Pococe@y 
中 诚实 过 程 的 构造 ,此 处 同样 略 去 . 

在 结束 本 节 之 前 ,我 们 给 出 最 小 生成 类 构造 的 一 个 应 用 ， 

定义 7.1.3 称 一 个 所 中 一 矩阵 如 一 (中 证 夺 站) 为 Williams 
矩阵 ,如 时 存在 。E 下 ,使 得 

liminf gj;>0 (7, 1. 27》 
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成 江 . 
注 (7.1,27) 表示 存在 一 个 常数 6, 使 得 ww 写 5 仅 对 有 限 个 j 
E 号 不 成 立 . 
显然 ,对 于 Williams 洁 阵 , {8537 扬 如 一 {好} 中 至 多 出 现 有 限 
个 零 ， - 
由 劳 解 定理 及 下 面 美 于 Williams 矩阵 的 研究 可 和 扼 , 出 现 有 限 
个 零 与 不 出 现 零 没 有 本 质 的 区 别 , 只 是 在 细节 的 陈述 与 证 明 中 需 
适当 和 作 一 些 变动 . 为 了 简明 ,不 仿 假设 存在 一 个 常数 4 > 0, 使 得 
gy oY jE Eo {5}) (7. 1. 28) 
成 立 ， 
内 人 7. 4.27) 或 (7.1.28) 可 多 ,8 必 为 瞬时 态 . Williams[21 对 满 
足 条 件 57, 1.28) 的 ,给 出 了 诚实 8 过程 存在 的 充 要 条 件 . 下 面 我 
们 将 分 别 给 出 过程 存在 和 诚实 8 过 程 存在 的 充 蓝 条 件 , 而 且 构 
造 了 全 部 8 过程 . 
定理 7.1.12 设 外 是 Williams 矩阵 ,那么 
G) @ 过程 存在 的 充 要 条 件 是 龟 仅 有 一 个 睁 时 态 5 且 有 
DD dp T+ oo C0) , (7.1.29) 


JE ,FEE, 
其 中 品 一 吾 一 全 到 一 到 一 .之 ,87D 是 最 小 扩 过 程 
(it 诚实 9 过 程 存在 当 目 仅 当 0 是 单 肯 时 态 准 保守 的 日 有 
3 > 和 + oo (> 0)， C7. 1. 30) 


jE BE 

(Hi) ”车 @ 是 8 一 秆 阵 ,; 那 么 一 切 9 过 程 均 属于 最 小 生成 类 
Peoy C0) ;从 而 按 定 理 7.1.7, 可 以 将 全 部 日 过 程 构造 出 来 , 

证 明 ”由 定理 7.1.6. 定 理 7.1.7 和 定理 ?.1.8 以 及 (7.1.28) 
可 知 ,为 完成 本 定理 的 证 明 , 只 需 还 明 车 8 是 一 矩阵, 则 8 必 是 
单 瞬时 态 的 ,而 且 一 切 8 过 程 均 书 于 最 小 生成 类 即 可 . 以 下 引 理 7. 
1.1 证 明 & 是 单 瞬 和 寺 态 的 , 引 理 ?. 1.2 证 明 一 切 8 过 程 均 属于 最 小 
生成 类 PetdG@)， 

引 理 ?7.1.1 著 William 和 握 阵 @ 是 & 一 和 拖 阵 ,出 @ 必 是 单 睡 时 
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态 的 , 即 
有 < 十 so YiE€EE= EB {0}, (7. 1. 31) 
证 明 ” 设 8 蚌 4 一 征 阵 ,RB(4) 是 一 个 8 过 程 . 对 RC) 禁止 
状态 3 可 得 % 过 程 ,8(), 由 分解 定理 及 Fatou 引 理 可 得 epRC2)1 
之 十 ,此 处 e。 一 (oo E 丁 ) ,注意 (7. 1.28) 可 得 
DO rN) +, G0). (7, 1. 32) 


旋  ! 声 
有 反 设 (7.1.31) 不 成 立 ; 那 么 必 存 在 EE 妨 ; 使 和 二 十 .1 记 所 
一 EB, 一 {k} 1 Co ts j EE EB). 
对 sR(2) 禁 上 上 状态 由 分 解 定理 


RA) |， 9 + ol, a (C2)) 
R(tAY = [ + Ls, 
0 WC) el 和 


《7. 1.33) 
其 中 次 (0) 是 名 过 程 ,C0) EE Mo 3) 后 Lrow; 且 存在 正常 数 避 
所 十 2, 醚 
条 (人 一 站 委 C GG>0, im 和 (0 一 十 se ， 
由 《7.1. 32} 得 
(00 (一 00,) ( 视 妨 已 按 某 种 方式 排序 ). 


注意 上 述 结 论 , 由 (7. 1. 33) 得 
EX — 0, (DD 0， Ci -> co)， 


JE 
由 第 三 章 列 协调 族 的 性 质 有 < 一 2) 十 证 (0 和 邱 4) 十 
(C1, 结合 上 式 得 
ts 0 Go0). 
故 对 任意 0 二 之 1, 存在 有 限 集 NCBy 当 iE€E Ba 一 NWN 时 
< 
从 而 
CMMA CL 一 的 


YM 一 上 


WE 一 


“2U1 。 


(一 > 9) ， 


EB 


因 此 
DE EAN) 
EL 1 


一 上 


、 
< 2 MN) 十 了 


Dt tm (if 十 oo)， 
与 lim 各 (2)8 一 十 0 芽 盾 ! 从 而 《7.1.31) 成 立 ， 
引 理 7.1.2 若 Williams 窍 阵 8 是 8 一 窍 阵 ,; 则 一 切 @ 过 程 均 
访 于 最 小 生成 燃 Po (8). 
证 明 ” 设 8 是 @ 一 算 阵 ,R(X2) 是 任 一 豆 过 程 ,我 们 证 明 RC2) 
后 Pen (@). 
对 RC2) 禁止 状态 8, 由 分 解 定理 有 


0 0 1 
RCA) = 加 (外 1 na)). 
CA) EE vl C "i na) 


我 们 首先 证 明 wy(%) 是 六 型 4 过程， 
由 (7. 1. 32) 式 可 得 
Dp + oo (YY jE BE). 《7. 1. 34) 


上 EE 
但 由 第 一 章 全 稳定 态 转移 概率 的 下 列 性质 
pot) py | 2g 
可 得 
2 让) 
从 而 
Ma CA Bee) SE gt) (VY A O05 EE), 
注意 上 式 及 (7. 1.34), 由 控制 收敛 定理 可 得 


lim Dap PA 一 > gy Ch) ， (7. 1. 35) 


dT ps Et 
再 由 有 (32) 的 预 解 方程 
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六 2) 一 Ce) 一 (一 3》 (和 和 (4)， 


3 下 


可 得 
as Ca) — Mb (AY = ap) — Da 


2 过 人 A CA CHA). 


在 上 式 中 令 4 一 oo, 注意 (7.1. 35) 得 
Ca 一 Gy = DO ope isj € BB). 


iiE 品 
吉 (和 0 确 为 下 型 办 过程. 
以 下 证 明 WC) 是 最 小 W 过 程 ,从 而 RO) € Pecs (9). 


令 


十 


ELM) = FONDL — DON1, 
那么 0 委 5(4) 所 1; 我 们 只 需 证 明 Et2%) 二 0 即 可 . 
首先 由 到 (2 和 (2) 是 8 型 @& 过程 可 知 ,2(2) 是 方程 


A — UA) = 0, 
(。 人 《7, 1. 36) 
0 CC 和 < 扫 1 
的 解 ， 
由 (7, 1. 32) 式 知 
BY Dp, < 0, 
jE 吕 JE 品 
故 更 有 
Dp 0 Go0). 
jE 
内 上 式 可 得 
EL) 0 {i-> co). {7. 1. 87) 


反 设 下 4) 天 0, 那 么 sup (0 这 0, 由 《7.1,37) 必 存在 i EE€ 包 ， 
An > 0 ,使 得 
SCAo) = supe (0), 
令 
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StA) 一 长 负 )， 


1 
spE a) 
那么 0) 仍 是 方程 (7. 1. 6) 的 解 , 蔡 用 C0) 表示 (7. 1. 6) 的 最 大 
解 ， 则 

EC(4) A C2). 


故 
1 瘀 成 (0o) 六 区 (各 ) 一 1. 
但 由 定理 42.1 
1 一 下 (43， 
从 而 


0 ho p(n) E10) = 0. 


5EE 吕 
与 了 () 是 最 小 & 过 程 的 定义 蔬 盾 ! 胡 53) 二 0,RE4) 后 Pows(@), 
引 理 7. 1.2 证 毕 . 


$2 多 瞬时 态 8 过 程 的 存在 性 


在 上 节 中 ,我 们 讨论 了 单 瞬时 态 旬 过程 的 存在 性 ,利用 多 维 分 
解 定 理 , 单 瞬 时 态 的 结果 大 部 分 可 以 推广 到 有 限 瞬 时 态 情 况 : 由 于 
在 推 证 中 与 单 酸 时 态 有 许 和 多 类 似 之 处 ,我 们 将 从 简 搬 述 证 明 过 程 . 
本 节 先 把 单 瞬时 坊 8 过程 存 在 性 的 若干 必 要 条 件 以 及 最 小 生 
成 类 的 构造 推广 到 有 限 骨 时 态 的 情况 . 然后 ,对 不 满足 (S) 条 件 的 
拟 妇 一 怎 阵 分 别 给 出 & 过 程 和 诚实 如 过 程 存 在 的 充 要 条 件 以 及 全 
部 怠 过 程 的 构 禾 . 
在 本 节 中 , 恒 设 8 一 (gyirj 所 为 有 限 瞬 时 态 拟 8 一 和 抵 阵 ， 
一 {bp 二 十 0) 为 瞬时 态 集 . 令 
Es = EB— BB, We = (guisj € Fe), 
= (gd EE Ba), m= (ggasi E Pa), (VY bE BB}, 
fi 人， i > Gis (i€ Es}, 
， 


jE 迭 思 -全 


第 一 (Hit EE Es), 到 一 Cf EE Es). 
显然 证 二 4 十 了 im,9s 是 全 稳定 9 一 答 阵 ,用 0) 一 
训 忆 日 


CP AD FL 世 Es) 表示 最 小 Ws 过 程 . 
定理 7.2.1 若是 9 一 给 阵 ,; 风 YE 5 eBth) € Ls, 从 
布 


3 yao < 十 ce， GD (7.2.D) 


BE BtEELIE ES 
证 明 《合用 多 维 分 解 定理 ,类 似 于 定理 7. 1. 1 的 证 明 易 证 得 
本 定理 ， . 
有 时 判断 某 些 特殊 的 8 不 是 8 一 矩阵 ,下 述 推 论 使 用 起 来 比 
定理 7,2, 1 更 方便 . 
推论 7.2.1 阁 8 是 8 一 给 阵 , 则 YbE 日 必 有 


D+ > 0. (7, 2. 2) 
定理 7.2.2 若 8 是 &@ 一 矩阵 , 则 关于 人 CD) 条 件 不 成 立 ， 
即 
inf Dp = 0. 《7, 2. 3) 
证 明 ”使 用 多 维 分 解 定理 ,类似 于 定理 7.1.2 的 证 明 易 证 得 
本 定理 . 


推论 7.2.2 车 8 是 2 一 入 阵 ,; 则 %s 过 程 不 唯一 ， 
证 明 ”类似 干 推论 7. 1.2 的 证 明 可 证 得 本 推论 . 
推论 7.2.3 车 Qs 有 界 , 即 sap 和 < 十 0: 则 8 不 是 8 一 条 阵 . 


证 明 ” 仿 推 论 7,1.3 的 证 明 可 证 得 本 推论 . 

下 面 来 给 出 多 瞬时 态 最 小 生成 类 的 称 造 , 原则 上 说 来 ,利用 有 
限 维 分 解 定理 这 一 工具 , 沿 着 单 瞬时 态 研究 的 思路 ,就 可 得到 有 限 
瞬时 态 最 小 生成 类 的 梅 造 , 由 于 在 推 证 中 有 许多 类 似 于 单 肯 时 态 
之 处, 我们 将 从 简 氢 述 证 明 过 程 , 另外 ,由 于 从 单 瞬时 态 到 双 瞬 时 
态 有 些 新 的 胡 西 出 更, 而 从 双 瞪 时 态 到 一 般 有 限 瞬 时 态 已 没有 什 
么 新 鲜 东 西 了 . 因此 ,为 了 简单 明了 ,我 们 将 双 瞬 时 态 的 结果 和 证 
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明 单 独 写 出 ,而 对 一 般 有 限 胜 时 态 只 需 给 出 结果 不 必 证 明了 . 

定 光 ?21 设 & 是 @ 一 上 矩阵 ,更 (1) 是 名 过 程 : 称 & 过 程 
类 

Preont8@) 一 {ROO 3 RCA) 是 日 过 程 且 sRCON) 一 更 (和 } 

为 WC) 生成 类 ,其 中 saRC 和 2 表示 RCW) 禁止 8B 所 得 的 8s 过程 ;特别 , 
当 wt4) 是 最 小 Qs 过 程 BB 人 4) 时 , 称 Po Ct) 为 最 小 生成 类， 

与 单 铬 时 态 一 样 ,我 们 也 引入 下 列 记 号 ， 
令 

a) = DO UD = 00 ND) 1}. 


”用 (C4) 表示 忆 人 1 的 最 大 元 . 


= {ODID EV E Lo VO OT — Qa) = 0}, 
= {iE Ed>0), Fo= {i€ E> 0}. 
定理 7 了. 2. 3 设 如 是 双 了 瞬时 所 总 一 矩阵，a 尖 玉 为 瞬时 态 ， 
且 


2 — = 十 oo， > gj 一 十 cc， (7. 2. 4) 


jh 


则 最 小 生成 类 非 宅 的 充分 必要 条 件 为 如 下 两 条 同时 成 立 . 
人 ga < ce 
GD 


¥E EjE En 


(A 0; (7.2.65) 
SDspelh) < ce 
4 RE 
(i 方程 | 
a 一 后 A 一 在， 
fo Qe) (7. 2. 6) 
0 < Fi 扫 1， 
存在 满足 恕 下 条 储 的 两 个 解 1( 和 人 00) CC Meowy 
(十 旦 (0) 二 于 (4 ， C7.2.7) 
lim 3fe 硬 (2 和 十 成 一 下] 所 十 co 《了 .2. 8) 
站 十 om 
tim ae Hj] 所 十 02， (C7, 2. 9) 
cc 
其 中 本 = DT 十 Ton = Dy Tdi + 2 Tygi 
jEBs jE jiE 85 jE 


当 上 述 条 件 满 吓 时 ， 任 取 满足 (7 2.7)、(7.2.8) 及 (7. 2.9) 的 
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一 对 解 { 玉 C7) ,C0)} 全 pt1) 门 me 再 取 满 足下 述 条 件 的 一 对 
解 椰 (0 ) 甩 (0 己 开门 Test 子 (0 可 取 0). 
lim A 十 一 二] 之 十 0， (7.2.10) 
lim 2 和 沪 (2) 再 十 是 一 台 ] 一 十 co， (7.2.11) 
令 
FA) 一 eB PD = DD 二 FD 
EA) = PODm 十 FMD, HD 一 Om + C4), 
© | 
取 党 数 拭 阵 c 一 | ?| 满足 
G12 = fo 十 ,lim A sl 9 
tl 一 Gis 十 mm 放 季 (0 全] 
onc 十 Hm X71 一 分 一 各]， 
区 ca 十 lim A[PCA sl 一 名 一 2]， 


Cal Caz 


Cas 


再 令 
FO i 
一 | |， (0) = (DD), 
9 本 四 二 六 
ACA) 一 《十 好 十 A nCAY El)™! s 
最 后 令 
:0 0 二 (A) ACAINCAY 
RCAY = | i+ 本 ， 
‘DO 而 (2 


《7.2. 12? 
则 RC4) 就 是 一 个 如 过 程 , 属 于 最 小 区 Pows (C8). 
.反之 ,任何 一 个 属于 最 小 类 的 8 过 程 均 可 如 此 构造 . 
证 明 设 最 小 生成 类 Pet@) 非 空 , 则 存在 恕 过程. 由 定理 ?， 
2. 1 得 (7. 2.5) 成 立 . 
性 取 ROD E Po (0), 则 RCD 必 可 表 为 形式 (7.2.12), 故 
六 C2) 全 CA) ,和 (4 (4 均 为 关于 最 小 解 的 协调 族 , 从 而 由 引 理 3. 
1.7 一 $. 1.8, 必 有 宕 现 
FY = eB ANY, 
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MY) 一 (十 谅 (和)， 
此 处 六 CO CY EE Eee 门 +. 
FAY = Om 十 (NW, 
SN) 一 SOM + EEN), 
此 处 C0 ,CX € Mec 门 At (1). 
由 二 维 分 解 定理 , 必 有 
Em ae BA) 十 六 CML 一 了 Ww 一 要] 之 十 co， 


具 而 
lim 外 ee 呈 C1 一 Te 一 人 < 二 十 co 《7. 2. 13》 
Jr 十 oo 
且 
lim 47 人 1 一 Pr 一 到] 二 十 cc， 《7.2. 14) 
1 十 cm 
由 引 理 4. 2. 5 
i =X! 十 太 ; 十 Di Ta 
jE 
二 如 十 县 十 DT 十 DTigs 十 >) Tygns 
二 jE By EBs 
故 


1— Tn 一 一 XX" 十 耻 十 HW 一. 

但 对 任意 协调 族 w(%) 恒 有 [C30 ,2 < 十 2, 且 与 4 无 关 ( 见 命 
题 4.2.2),. 因 此 ,由 (7.2.132 得 到 (7.2.8), 由 (7.2.14) 得 到 (7.2. 
10), 

同 理 可 证 (7. 2.9) 和 (7. 2. 11)， 

由 分 解 定 理 可 知 {7. 2.7) 也 成 立 . 必要 性 得 证 . 

至 于 充分 性 可 由 上 面 的 构造 方法 得 到 , 且 注 意 条 人 必 47. 2. 4) 
保证 了 构造 的 过 程 确 为 双 瞬 时 态 ,详细 推 证 由 二 维 分 解 定 理 易 得 . 

定理 7. 2. 3 考虑 的 是 两 个 阴 时 态 满足 (7. 2. 4) 的 情况 , 当 《7. 
2. 4) 中 两 个 级 数 均 可 和 ,或 一 个 可 和 而 男 一 个 不 可 和 时 ,相应 结 
论 分 别 见 下 面 两 个 定理 ,由 于 结论 类 似 ,; 故 从 简 陈 述 ,全 于 证 明 , 自 
然 可 以 免 去 . 

定理 7.2.# 设 & 是 双 骨 时 拟 & 一 答 阵 ,4 关 45 为 瞬时 态 , 且 
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,人 gs 十 oo， > ,00 


导 最 小 生成 类 Pre, (0) 非 空 的 充 要 条 件 为 方程 
(i 人 et = 0， 
0 LL 


VO 一 Qs) = 0, 
OV E Ls, 
分 别 存 在 商 个 解 己 (a) ,如 (1) EE 和 Hoow 及 C0) ;于 (4) EE Lew 满足 如 
下 条 件 ; 
dim MAL 一 十 co， lim WI 一 十 ce， 

Bm PCN) 十 下 一 |] < 十 导 ， 

,im 外 芒 ( 入 ,BH 二 鞠 一 主 ] 之 十 oo， 
且 当 上 述 条 件 满足 时 ,最 小 生成 奖 中 每 个 过 程 均 可 按 当 仆 于 定理 
7. 2.3 的 方法 全 部 构造 出 来 ， 

定理 ?7.2.5 设 和 是 双 肯 时 拟 @ 一 矩阵 ,ee 天 为 瞬时 态 , 旦 


2 3 < 十 oo ， 区 一 十 92%， 
则 最 小 生成 类 Pa) 非 空 的 充分 必要 条 件 为 如 下 两 条 同时 成 


立 ， 


OD DD pa + > 0), 


FE RjE BE 
《¥#) 方程 
(7 一 人 (一 0, 
| AT 去 1 
存在 两 个 解 三 ( 四 ,PCW EE Meww1 而 方程 
VOOM — Wa) = 0, 
1 VN CE Lr, 
存在 一 个 解 ?() EE Low; 满足 茶 件 ，; 
lim 7 CA 1 一 十 co， 


* 20909. 


in MK 下 十 下 一 到 << 二 co， 
Jim_ 4[eB() ,Hr 十 里 一 加 ] < 十 00， 
且 当 上 述 条 件 狂 是 时 ,最 小 生成 类 中 的 每 个 过 程 区 可 按 类 似 于 定 
理 7,2, 3 的 方法 构造 出 来 . 
现在 给 出 一 般 有 限 瞬 时 态 最 小 生成 类 的 梅 造 . 
定理 7.2.6 设 如 是 有 限 虹 时 态 拟 4 一 矩阵 ,8 为 瞬时 态 集 ， 
令 
B= (ii€ B, SD gy < o0), 


此 处 吾 或 者 下 可 以 是 空 集 . 
则 最 小 生成 类 Pet@) 非 空 的 充分 必要 条 件 为 三 下 两 条 同时 
成 立 : 


Oy DD pa < 十 ce。 (VEE Bo); 


EE Ej 人 EE 
xiiy 方程 
Gal — QIU = 0, 
| VU) 和 1， 
存在 18| 个 解 {2();5 E 8} 己 Mow; 而 方程 
VOW — 05) = 0, 
VN EE Ls, 
在 在 |5 | 个 解 {六 (2) ;5 所 有 志 Lecw; 福 足 条 件 
DB) END, 


bE 


,lim ML =+ oo (VEE BB), 
im [Ps1 Tr 一] 十 co， (YbE A), 
Him jegCD ,1 — Tm BB] (YEE BB). 
当 上 述 条 件 满足 时 , 任 取 一 组 满足 上 述 条 件 的 181 个 解 {CD)15 EE 
B} 己 反 (D) 门 Mow 及 |B.| 个 解 {他 (和 DBE BB) 所 下 Lon; 再 


取 15:| 个 解 {FC2);b EE BB2) C 广 Lt 人 门 Lvww 满足 
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,lim CP CN) :1— Tn]<+ oo (VbE BB). 
令 
TD = BDF DW (VbEB), 
FD 一 POMmT ED, (YB EB). 
再 取 常 数 矩 阵 C 为 18| X 18| 阶 方 阵 , 其 中 对 角 线 元 素 o% 非 
负 , 非 对 角 线 元 素 为 一 6 非 正 ,满足 
ci 一 05 十 slim AL C2) ,8 (i ji EE B), 
ce 一 2 + im A — SH], GE 


了 区 上 一 人 


然后 令 
ACH) 二 (COC 十 和 十 A[9C4) ,2 
FE 0 | ACH) ACAYnCAY 
RUAY 一 » 
0 SA) SECACHh) EECA ACAI DCAY 
其 中 


na) = CPO SE EE BY, 
SA) = (FON) EE B). 
则 有 (2 是 一 个 属于 最 小 生成 类 Priry(8) 的 8 过 程 ,而 且 Pen 中 
每 个 如 过 程 均 可 如 此 构造 . 
证 明 ”由 多 维 分 解 定理 , 对 比 二 维 情况 , 易 证 得 本 定理 . 
D. Williams[3] 研究 全 瞬时 态 & 一 矩阵 时 引入 了 CN)、(8) 条 
件 ( 见 定理 5.1. 1), 由 定理 5.2.1 知 ,任意 8 一 窍 阵 @ 必 满 足 (N) 
苯 件 ,但 是 8 不必 满足 (8) 条 件 ( 例 如 ,本 章 中 研究 的 Williams 害 
阵 》, 因此 , 按 是 否 满足 (8S) 条 件 , 所 有 总 一 矩阵 可 以 分 为 两 类 ， 
在 本 节 的 最 后 ,讨论 不 满足 (3) 条 件 的 拟 8 一 矩阵 ,将 分 别 给 
出 8 过 种 和 诚实 @ 过程 存 在 的 充 要 条 件 以 及 所 有 9 过程 的 构造 ， 
设 日 = (wysi9j EE 怕 ) 是 拟 有 一 抢 阵 ,@ 满 足 (3) 条 件 是 指 下 述 
条 件 成 立 ， 
CS) ”存在 E 的 无 穷 子 集 上 ,使 得 
Do (Vie 本， 7. 2,15) 


jE Ki 
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其 中 ,KK 称 为 8 的 安全 因子 . 
我 们 先 给 出 两 个 引 理 ， 
引 理 7.2.1 设 8 是 可 数 集 B 上 任意 全 稳定 9 一 矩阵 ,那么 方 


程 
Ol — QU = 0, 
est (> 0) 
2 +o， 
JE 加 

只 有 零 解 ， 


证 明 ” 仿 引 理 7.1.2 证 明 的 后 半 部 分 易 得 证 本 引 理 ， 
引 理 7.2.2 落 @8 是 不 满足 (3) 条 件 的 台 一 矩阵 ,那么 必 存 在 
(i) EM 和信 > 0， 


而 且 ,Y 加 拓 忠 有 
mnt 2 人 国 和 
人 ii) m= 9) 0 一 十 oo， (VEE B), 
了 中 一 让 上 
YQ; < 十 co， (CY iEE— BA Es), 


(从 而 ,8 是 带 |B| 个 瞬时 态 的 8 一 矩阵 ). 
(十 ) ”如 果 RC 力 是 任意 一 个 8 过 程 ,那么 RCW) 禁止 瞬时 态 集 
B 所 得 的 RCL%) 是 最 小 Qs 过 程 (和) ， 即 s(2) 二 DBC). 此 处 Qs = 二 
《gb35 EE Es) 
注 ”我 们 假定 志 已 按 基 种 方式 排序 ,从 而 不 难 理解 lminf 
证 明 由 引 理 5.2.1 知 , (5) 条件 等 价 半 以 下 C5*) 条 件 
03") ”对 于 再 的 任意 有 限 子 集 4, 均 有 
limint Og = 0. 
车 名 是 不 满足 C3) 条 件 的 8 一 矩阵 ,那么 8 也 不 满足 (3") 条 
件 , 因此 ,存在 有 限 集 加 己 百 ,使 得 
liminf 之 ， Gi 0 
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利用 上 式 及 8 满足 CN) 条 件 , 易 证 明 存在 最 小 有 限 集 8 己 B, 使 得 


liminf > ,gu > 0. 《7. 2.16) 
2 了 红 此 
由 8 的 最 小 性 可 得 (i) 成 立 . 
由 《iD 可 知 . 
8 一 2 由 一 十 cp， (YbE 本. 


jE EE 一 4b} 
再 利用 (7. 2.16) 式 , 仿 引 理 7. 1. 1 的 证 明 方法 , 易 证 得 
qo, CE Be) 
破 (i 成 立 . 
如 林 RC) 是 任意 台 过 程 ,那么 利用 (7. 2.16) 式 仿 引 理 7. 1. 2 
的 证 明 可 得 aRC2%) 是 3 型 甸 过 程 且 >，> yrs( 入 万 十 吕 , 利 用 引 理 


EE EE 
7.2.1, 仿 引 理 7.1.2 的 证 明 易 得 证 sRC 和 ) 一 BC( 秒 , 邦 ( 计 ) 成 立 ， 

定理 ?7.2.7 设 8 是 不 满足 (53) 条 件 的 拟 8 一 矩阵 ,那么 

(i) ”存在 8 过 程 的 充 要 条 件 是 以 下 C1.Cs 和 Cs 同时 成 立 . 

(i》 存在 诚实 8 过 程 的 充 要 条 件 是 以 下 Ci.C2,Cs 和 Ci 同时 
成 立 . 

(ii) 如果 吕 是 @ 一 扎 阵 , 则 所 有 怠 过 程 为 最 小 生成 类 ,从 而 
可 按 定理 7.2,6 把 所 有 8 过程 构 造 出 来 . 

Cc 存在 五 的 有 限 集 B, 使 得 

liminf > 9 > 0， 
liminf PD) t=0, (YE 有， 
jj 区 时 i Bi 


下 一 2 和 一 十 co， (VLE DBD), 


jE 各 一 和? 
2 < 十 cc， (7 和 Ea). 
C2 BPOL = > gog9pa( E+ mm (VEE 本， 


GE 可 
Ca 方程 
CA — Wa UN) 一 0， 
4 人 0 (7. 2.17) 
0 委 1 人 (AD 1 ) 
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有 满足 以 下 条 件 的 18| 个 和解 1 有 (0 ,bE 8B} C Ma». 
Dj) 二 时 (1， 


由 E 呈 
im Me Tm oF) + oo, (Yb ERB. 

GC， 9 的 稳定 态 全 保守 - 

证 明 ”者 存在 & 过 程 , 则 由 引 理 7. 2.2, 避 成 并 ,并且 对 任意 8 
过 程 RO) sR) 一 BE 和), 从 而 最 小 生成 类 Proc (8) 非 空 ,由 定理 
7.2.§ 及 可 知 C: 和 Cs 成 立 , 进一步 , 兰 存 在 诚实 过 程 £C4), 那 
么 由 大 5) 二 (和 ) 是 8 型 8 这 程 ,RC2) 是 诚实 的 以 及 多 维 分 解 定 
理 易 证 C, 也 成 立 . 

反之 ,车 ,Gz 和 Cs 成 立 , 则 任 取 如 € B, 令 

WN 一 eBA), (YbED), 
SC) = DOM + ECM, (VLEB— {bh}), 
Eo) = Bm 十 TON 一 SY EE) 


1E 9— {ot 
> PAYmY 十 rh), 
再 取 |8| x |8| 阶 常数 矩阵 2, 其 中 对 角 线 元 点 非 负 , 非 对 角 线 元 
鸭 一 65 非 正 ;满足 
er 一 9; 十 ,lim A[¥ Cj], {i iE Bri 人), 
c= Dm A D1 GE€B). 
EE 玉 一 习 ] A 
然后 令 
ACD) 一 (十 条 十 XeE] 7:， 
0 0 4A) AINCAY 
有 (27 一 | | , 。 
0 EA CA CA 
其 中 
FA 一 【入 人 滞后 五 )7， 
ED) = (POODLE BB). 
那么 由 多 维 分 解 定 理 可 知 RC 是 一 个 8 过程, 进一步 , 若 还 有 0 
成 立 , 则 不 难 验 证 C4) 还 是 诚实 的 . 
因此 , (D.Cii) 成 立 . 由 引 理 7.2.2 可 知 (二 》 也 成 立 . 至 此 , 定 
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理 证 毕 ， 
$ 3 补充 与 注 记 


关于 含有 限 个 瞬时 态 恕 过程 的 研究 ,早期 文献 有 
Kolmogorov[3] ,Williams[2j、ReuterL1] 和 陈 木 法 、 程 汉 生 [1i 等 . 陈 
安 岳 给 出 了 单 瞬时 态 和 有 限 骨 时 态 最 小 生成 类 存在 的 充 要 条 件 ， 
并 构造 了 它们 . 刘 再 明 [5] 给 看 了 不 满足 tS) 条 件 & 过 程 的 存在 性 
准则 . 8 1 以 及 82 前半 部 分 取 自 于 陈 安 乓 L41:. 8 2 后 半 部 分 取 自 
于 刘 再 明 [1j]. 

关于 单 瞬时 态 和 有 限 胜 时 态 8 过 程 的 存在 性 问题 ,尽管 已 经 
取得 了 一 系列 的 结果 ,但 都 没有 彻底 解决 . 第 九 童 中 将 纵 出 若干 解 
决 比 较 彻 席 的 典型 例子 . 
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总 元 限 个 瞬时 态 无 限 个 
稳定 态 Q 过 程 的 存在 性 


为 了 方便 ,我 们 把 含 匹 限 个 瞬时 态 无 限 个 稳定 态 的 拟 介 一 朱 
阵 .@ 一 矩阵 以 及 名 过 程 分 别 简称 为 “ 双 无 限 ” 拟 & 一 上 矩阵 .如 一 征 
阵 和 多 98 过 程 . 设 蚀 是" 双 无 限 ” 氢 一 矩阵 , 令 

Bi= (i€ Bg + 0}, 5 = BOO 
最 然 吾 .8 均 为 无 限 集 , 用 如 一 (CE BB) 表示 及 在 到 上 的 限 
制导 一 1,2)， 

在 会 瞬 时 态 8 过 程 的 研究 中 最 困难 的 是 让 关 “ 双 无 限 "9 这 程 
的 研究 ,到 自前 为 止 述 没有 得 到 “ 双 无 限 ”9 过 程 的 存在 性 准则 . 本 
章 给 出 “* 双 无 限 知 过 程 存在 的 若干 必要 条 件 和 一 些 充分 乱 件 . 


8 1 “ 双 无 限 ” 一 矩阵 的 若干 特征 


上 先 给 出 几 个 引 理 ， 

下 述 引 理 8. 1.1 给 出 了 总 过 程 的 一 种 时 间 变 换 . 

给 定 忆 上 转移 矩阵 PCD , 设 1r(toy0< 二 ofo)1 是 定义 于 某 
完备 故 率 空间 (8,P,P]) 上 Borel 可 测 的 马 氏 过 程 ,以 了 (8) 为 转移 怀 
数 具 有 茶 初 始 分 布 及 最 小 状态 空间 百 , 对 几乎 一 切 ,样本 函数 
rl- vo) 右 下 半 连 续 ( 例 如 zC0D 取 成 Chung K.E. [1] 中 2) 失重 
ff 具有 强 马 氏 性 . 

设 了 所 天 ,天 应. 定 尽 

Tm) 全 Measisyr(s Oo EE JO 0 ). 
《8. 1. 1 
其 中 meas 表示 Lebesgue 测度 . 
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全 inffsiyrafs oo 和， 人 0 和 让 < rr)]， 
C8. 1.2) 
rT ey) rT EJ, 
zt) 0) EJ, 
(OEE) ), C8. 1. 3) 
由 Wiliams[] -或 Freedman[Ll] 知 , 若 Pfzg0) 一 但 人 0CY ED)， 
PCO 后 JJ 一 1, 则 fr 人 (9950 二 Et<7v(oyoy} 是 Borel 可 测 的 .下 平 
一 切 样 本 轨道 右 下 兴 连 续 的 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ,具有 最 小 状态 空 
间 J/. 记 其 转移 阔 数 为 PO), 则 产 (2) 仅 裁 闵 于 PCD 及. 
用 五 Ci)》、 全 52) 分 别 表示 Pb 和 六 (2 的 控 氏 变换 ,8.8’ 分 别 
表示 PQ) 和 户 (2) 的 密度 笔 阵 ， 
由 理 8.1.1 车 JCE,J 尖 所 ; 则 


Fw) 全 


(个 PAD G0 EE 1). (C8, 1. 4) 
Ce {i,j EE 7). (C8, 1. 5) 

GD im = ri, > 0ij€ #. 《8.1.6) 
limg 一 dj (rf EB). CB. 1.7) 


证 明 ”以 下 某 些 竹 述 是 对 几乎 一 切 4 成 立 , 为 了 方便 将 不 丽 
一 一 吉 以 说 明 . 
外 Chuing[IJ,wYEE [tolw)]) 
tf 一 >) measisyr(s) CO— i0 sD， 
1 站 吕 
因此 yr Cm at CB, 敬 YWtE O00oto3) ,当时 ,z(t, 
Oy 下 内 要 (yw) 有 定 必 )， 
Yij€EJ 及 1 宇 0 
| Das = 1 as] Ta Cent8) Tove) dp 
=R meas(sit(T (8)) = ji0 和 RetAr( 
—BEmeasisyrts} = j0Re LT) holm) 
FE measisrrts} = ij,0E et A otw)) 
=| pCas Cf 4 Ey. 
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其 中 7 表示 示 性 孙 数 ;第 三 个 等 写成 立 可 由 WiniamsL1] 中 
Lemma. .1 稍 作 修改 导出 : 当 上 EE [reo)yo0) 时 ,时 然 到 CD 大 
fa) 一 zw), 因此 ， 


[sas >| ,Pu ts) ds, Cisj EY. 


从 而 可 得 
0) EJ). 
旗 
a = lim ACAri Cn) 一 页 
ln 
Lim Mar (CH) — 到) 
2 一 十 加 
一 人 人 人 了) 
因此 ,() 成 立 . 由 
| myas * | mcpes， CJ 朱玉) 


得 
i yrs CT 4E) 

由 此 及 “ 预 解 式 收 印 可 导出 8 一 矩阵 的 上 极限 不 等 式 ”(Rogers、 
Williams[t1] 引 理 3. 1) 可 得 (ii) 也 成 立 . 

注 ”如果 读 者 不 了 解 @ 过 程 的 上 述 时 间 变 换 , 只 要 上 默认 引 理 
8. 1 1 的 结论 ,将 不 会 影响 本 书 的 阅读 ， 

引 理 8.1.2 设 8 是 9 一 矩阵 , 刀 是 若干 稳定 态 所 成 之 集 , 如 
果 中 洪 足 C17 条 伞 , 那么 对 于 任意 @8 过程 PGD， 禁止 概 率 半 
群 PG 二 GP sij EB 一 上 H) 在 8 一 上 上 有 标准 性 . 其 中 心 是 
& 在 直上 的 限制 ,禁止 概率 定义 见 ChungK.L. [C1] I $11. 

证 明 上 反 设 结论 不 真 ,那么 必 存 在 也 时 态 i E 瑟 一 吾 , 合 
limapii(t)》 一 工 不 成 立 ,由 ChungL1]1 $11 有 

mwpuo(o 一 0. (8. 1, 8) 
再 由 Chung[1] 1 8 11 定理 4 之 系 ,存在 {i} CC 玉 , 使 得 
pO) 一 timp ld), WU> 0,j€ BE). 
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用 WC) 和 aa 分别 表 孙 PCD 和 asPQ 的 拉 氏 恋 换 ,由 上 式 可 得 


《2 一 im > 0)， (8, 1. 9》 
对 (4) 关于 和 使 用 分 解 定理 得 
rn =| " EN J 90%), 
0 CA) 人 
《8.1. 10) 
其 中 1 一 PCL 这 (20), 
由 上 式 及 (8.1,9)、(8. 1.10) 可 得 
lim4 全) hi = 0 CG > 0). C8. 1.11) 
TT jE Rt! 
由 禁止 概率 定义 可 知 
nC) < (O27jE HB = EB Hy. 
(8. 1.12) 


车 用 B04) 表示 最 小 Qs 过程, 那么 B04) Ss (001 由 (C8. 1, 11) (8， 
1.12) 得 
lim2 2) pi, = 0. 
从 而 
0 
即 Bs 不 满足 (8) 条 件 ,与 引 理 假设 逆 盾 ! 从 而 引 理 成 立 . 
引 理 8.1.3 设 9 是 9 一 短 阵 ,PD 是 过 程 ,下 忆 只; 如 果 禁 
止 概率 半 群 yz 在 一 吾 上 具有 标准 性 ,那么 P00 的 密度 逢 阵 
是 日 在 玉 一 上 上 的 限制 , 即 4P(l8D 是 Qs, 过 程 .其 中 6 一 一 HH. 
证 明 ”如 果 太 是 有 限 集 ,那么 由 Chung[L1j 工 $11 可 知 ,wP(t) 
在 5&6 上 具有 标准 性 且 是 8s, 过 程 . 
当 瑟 是 无 穷 集 时 , 取 有 限 集 所 不 8 tn 一 o0), 由 禁 下 概率 的 
定义 得 


a PAD PK。 ta- cc) (8. 1. 13) 

由 引 理 的 条 件 知 ,sPC) 在 名 上 有 标准 性 ,再 由 ChungLl]1 $11 

知 ,apPfi 是 本 上马 氏 过 程 ， 用 "到 (02 人) 分 别 表示 总 PCD 
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和 *Ptb 的 拉 氏 变换 ,分别 表示 #.POD) ,Pt 的 密度 矩阵 ;由 
《8. 1. 13? 式 得 


a PA PC， CR 00). (C8.1.14) 
ij EE Bo}. (8, 1, 18) 

由 于 字 是 台 在 四 一 闷 上 的 限制 ,从 而 
gi lif € Boy. (C8. 1.16) 


男 一 方面 , 由 (8.1.14) 知 ， 预 解 式 wFta) 收 雍 于 预 解 
式 s 交 (1), 从 而 密度 矩 阵 有 如 下 关系 ( 见 Rogers、Witiams[L1j] 引 理 
3, 1) 
2 一 jinmsupg3 ,CE Bo). C8. 1.17) 
综合 (8.1. 16?.(8.1.17) 两 式 可 得 如 = Qs. 
引 理 证 毕 . 
推论 8.1.1 引 理 81.2 中 sP() 是 Qs 过程 . 
证 明 ”综合 引 理 8.1.2 和 引 理 8.1.3 即 可 . 
以 下 给 出 “ 双 无 限 ”@ 过 程 存在 的 若干 必要 条 件 和 充分 条 件 . 
定理 8.L1 若 9 是 " 双 无 限 ”9 一 夭 阵 , 则 8 既 满 足 (N) 条 件 
也 满足 (5) 条 件 . 
证 明 ”在 第 五 章 中 已 证 明了 任何 @ 一 矩阵 均 满足 CN) 亲 件 ; 
另 一 方面 ,注意 总 含 无 限 个 几时 态 , 由 引 理 7.2. 2. 可 得 也 满足 
C5) 条 件 ， 
定理 8.1.2 车 8 是“ 双 无 限 ”9 一 矩阵 , 则 
i) Yi€ Es DD gpali) < 十 ao， > 0, 


HE 加 1 
Cy YE 本 ee 
此 处 菠 ( 加 是 最 小 Ws 过 程 ;e® 二 (97 EE 和 Dm 二 (quist EB 
分 别 是 行 调 莉 和 列 向 量 ， Bm = lim(B( 和 Dm ) 
证 明 设 ( 和 9 是 一 个 日 过程 ,Wij E 有 ,对 到 0 关于 在, 说 
使 用 二 维 分 解 定理 得 
:Op 0 ACAY ACAITLAY 
wa = | , 上 = ， |， 
‘0 pn ta) SECMIACAY ECAIACAINCAY! 
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其 中 
TN) 


A 二 
nC) | 


:ECA = (EDCAY 二 末世 为 》 


对 于 EE fi 
nA EL PE CA 全 于 ps 


DD mY, 


ER 


些 处 
BE = gu EE Bo (ij m = Cyl EE BO {ij})”. 

由 一 维 分 解 定理 ,9 (iT 二 十 co lim 知 中 (和 (1 一 9) 世 十 oo. 
注意 B07) 是 最 小 8z, 过程 以 及 禁止 概率 的 定义 可 得 

pu lh Ep PA) EN), (kl EE Bi). (8.1.18) 
因此, 由 wDI 志 十 oo WW 人 (0) 汪 e 引 (DD 及 (8,1.18) 式 得 (成 
证 .六 

1— 2 和 =1C— im "CX 之 Hm. EAmY, 
帮工 一 < 限制 于 吕 ， 上 不 水 于 modime 一 Dm? ,因此 

eV En = lim jet A Dm 


Es tim 3 人 SCL Oo EY 
一 


A OIC 一 ED) < co， 
从 而 (iD 也 成 立 . 
推论 8. 1.2 和 若 & 是 * 双 无 限 交 一目 阵 , 且 存在 8 拓 下 :使 


> gy 一 二 o>， 


JE 号 
8 么 ,Bs, 不 沾 足 58) 条件 . 即 
inf4> 95(02) 一 0， (2 0). 《8. 1. 19) 
‘EF Er 


从 而 gs, 过 程 林 唯一. 
证 明 ”由 定理 8. 1 2 用 和 一 十 so 得 (8.1.19) 成 立 , 即 Ge 


不 满足 C7) 条 件 ,从 而 可 构造 不 同 于 8(2) 的 bx 过 程 . 故 ou 过 程 
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不 唯 --- 
定理 8..1.3 设 & 是 “ 双 无 限 * 拟 & 一 矩阵 ,满足 CY) 委 件 :Yi 
E 忆 :e01 一 2 的 二 二 cs 丰满 足 (8) 条 件 , 那 么 & 为 如 一 第 阵 ， 


而 且 还 存在 诚实 必 这 程 . 
证 明 “” 先 假设 有 的 稳定 态 金 保守 , 令 
Dg iE E's 


二 一 jE 此 
Sa, iiE 
对 
由 给 出 的 条 件 ;# 过 十 oCGE EB), 令 届 二 CEB) dd 二 (dt 
E 站 一 人 人 7 分别 是 盏 ,有 和 下 上 上 列 向 量 . 

由 定理 的 条 件 ,8s, 一 (98E B82) 作为 束 芋 的 拟 妨 一 惩 阵 ， 
浇 足 CN)、(03) 条 件 , 定义 {4) UB 上 全 了 酸 时 氢 吕 一 矩阵 2 一 
《有 1 全 至 U 14)) 如 下 

全， is 7? EE Eas 

一 oo, 1 一 了 一 了 4 

En iE E17 二 A; 

0, 1 一 ,7 EE By. 
显然 8 也 满足 LN), (5S) 条 件 , 由 第 五 章 全 上 咀 时 态 这 程 存在 性 的 
结论 知 ,Q 中 是 8 一 第 阵 且 存在 诚实 8? 过程 , 设 Y 人 07) 是 一 个 诚 
实 8 过程. 

对 W302) 关于 4 使 用 分 解 定理 得 
0 0 
1 让 yay| 
其 中 (2) 是 Ws, 过 程 , 且 
lim Al — HVCAL) 一 ,Jim 7) —d, (8.1.20) 


dno 


用 BC2) 表示 最 小 Ce 过程 ,那么 
im AL 一 和 (1)》 = i. 《8. 1. 21) 


(2) = 
Hi 


时 


1 工 
9 (2 一 十 0) :ND)), 


| DCA) 0 1 


F(A) = | 0 pon Cy) (8. 1. 22) 
则 到 (2 是 如 过 程 ,上 暴 中 
四 | 0 1 
8 一 La ,| 4 
并 且 
LA 一 种 (2 一 人 C8. 1.23) 
PFOA aL . (8. 1. 24) 


人 人 Ed 二 (491j Ey" 分 别 是 上 行 向 最 和 列 


5 
fi» 其 它 
人 一 人 
¢， i 
豆 然 
2 = 《8. 1. 25) 
4 四 


将 巨 的 元 素 排 序 为 刁 一 fn) 令 


FED = POY 十 PONE EY 


Ce 十 Mp A a 
C8. 1,26) 


其 中 
DE = 
站 


Ct 一 lim at FA 四 pany Cs fen 一 fi < oo . 
A on 


车 2 二 0, 则 在 (8, 1. 26) 中 规定 也 一 0. 
由 定理 3. 5. 2. 可 知 weo(i) 是 ge 过程 ,ge 满足 
qs 二 人 一 " " 和 
By iu jER. 
并 旦 
" 223 。 


lim ACl 一 AD VEC = {™ Es 


i 时 = tis 1 
再 令 
vp CA 
ri) i tr : 
时 CU 于 


《8. 1.27) 
同 理 可 知 ,V (和 0 是 @ 过程 ,8 满足 
qf 一 人 人 
gis 1 全 (ia 人 
并 县 
VO FOC) EP), 
D, iE tilrir}s 
人 iE€E 但 . 
依次 下 去 , 可 归纳 定义 一 列 马 氏 过 程 {2 中 ( 罗 训 兰 1} ,满足 下 列 
‘8.1.28) 至 (8. 1. 30) 


lim it1 一 这 三 (2)) 一 


er 


E+ A) 


Hr A) 


= 一 HA 1 AT i 
AD te CA dt OED TF Ma Td 


C8. 1}. 28) 
从 而 
更 (2 < i 1 挟 - Pin ( Ay < ，， 
而 且 芭 6G27 的 有 矩阵 Ge 满足 
人 + 五 1 BE; 
9 二 { (8. 1. 29) 
tis 否则 . 


lim 4(1 一 二 >， 机 人) 二 


丽人 十 JER 


博 tte {rt 


£8. 1. 30) 


心 


WY = mE . 
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注意 每 个 WC 和) 是 8 过程, 由 单调 收 训 定理 得 W'“'(4) 是 马 氏 
过 程 . 
由 (8. 1 297 及 交趾 (四 宇 于 C0)， {Yan 守 1) 得 
lm A¢l — AATECAYIY = 0, 8, ]. 31) 


用 有 ”表示 的 及 一定 阵 ,以 下 证 明 & 一 尼 
Yo 放下 , 坡 久 充分 大 , 便 记 EE 1) 出 于 晤 0) 闵 
2042), 从 而 
0 A 
二 《一 se 


一 4(1 一 4 之 nC) — (1 一 (2)) 


ii) 


+ DY CH 一 1)) 


人 一 
= 


EAT 一 480 — 4C1 一 2 O07 C2)) 


FE 


AC1 一 Pe 4)) 。 


由 (8. 1. 39》 有 lim 1 一 2 > 次 DC 和 一 0. 故 
5 


jE 
4 二 = "ini 

因此 全 ”一 

这 样 就 得 到 了 了 一 个 总 过 程 Ye (2 且 满 是 (3.1.31) 式 ; 因 此 ， 
是 8 一 冉 阵 . 

任职 上 -- 不 恒 等 于 零 的 非 负 可 各行 向 粗 4: 一 (wisi 七 配 ， 
令 

PO 一 CD + MD ri ， 

由 第 三 章 @ 过 程 的 性 质 以 及 (C8, 1,31) 式 知 挛 (4) 是 诚实 日 过程 . 

最 后 ,假设 “ 双 无 限 ” 拟 8 一 全 阵 的 稳定 志 不 全 保守 . 由 于 2x， 
满足 (5) 条 件 ,不妨 设 天 是 如 的 安全 因子, 将 所 分 为 两 全 无穷 集 
Kr; 之 着 坟 一 KU KR RK: = . 


任 可 天 蕊 如 定义 全 U 避 上“ 双 无 限 ” 拟 如 一 矩阵 息 一 (85 
jE€ 13) UB 如下: 
gis iyjtE; 
一 cr, 主 一 了 一 在; 
je 
gi 2 di it Ej= 
EE EE i} 


0 ， 其 它 让 
其 四 0<o<+ee GE€ kK), 名 “+ 


容易 验证 ,名 作为 全 UE 上 的 “ 汉 无 限 ” 氢 0 一 矩阵 ,满足 定 
理 8.1.3 中 的 全 部 条 件 , 其 中 4109 中 所 十 eco) 二 可,{iy 针 一 十 co} 一 
人 UB. 并 且 台 的 稳定 态 全 保守 ,出 上面 证 明 的 结果 知 , 旬 是 一 
上 矩阵. 设 RO) 是 一 个 8 过 程 ， 

对 RC%) 关于 5 使 用 分 解 定理 有 


RCAY = 


0 Eco 有 ja (1)) 
Vo RO) [0 "A 


其 中 神 科 1 所 十 oo; 且 共和 之 RO ;此 处 ,# 一 (gu3j EH) 是 EE 上 
行 启 量 ,因此 ,wROD1 之 十 ce, 令 


POAY =RONY + C1 CO— hROWV1Y mR) 


ArRCAYL 
注意 民 一 了 gw 一 D3 一 十 ee, 由 第 三 章 这 程 的 性 质 可 知 ， 


WwW(4) 是 诚实 &@ 过 程 , 帮 总 是 如 一 和 矩阵. 至 此 和 定理 证 毕 ， 


832 凡 类 “ 双 无 限 ” 一 矩阵 


本 节 在 一 些 限 制 条 件 下 ,将 给 出 两 类 “ 双 无 限 ” 拟 8 一 矩阵 成 
为 有 一 矩阵 的 充 要 条 件 ， 
定理 8.2.1 设 8 是 “ 双 无 限 ” 拟 8 一 矩阵 ,如 果 gs 满足 (五 ) 


和 条件, 即 inf 2 ps2) = 0; 六 上 0, 那么 8 是 8 一 矩阵 当 且 仅 当 下 列 
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两 茶 同 时 成 立 ， 
(DD) Dg + GE Ea). 


2EB| 

Ci 5, 二 {guj 可) 满足 CN)、(3) 条 件 , 即 @e 是 如一 抵 
阵 ， 
当 以 上 条 件 满足 时 还 存在 诚实 @ 过 程 . 

证 明 设 总 是 8 一 抵 阵 , 几 人 2) 是 -个 吕 过 程 ; 由 定型 8 1.2 
及 Qa 满足 CT) 条 件 知 上 成 立 . 由 引进 8.1.2 和 引水 3.1.3 知 Qs 
是 品 矩阵 ,从 人 而 Ci) 成立. 

反之 ;如果 人 GD 成立; 由 定理 8.1.3,8 是 9 一 答 阵 世 存 在 

推论 8.2.1 设 名 是 " 双 无 限 ” 氢 如 一 征 阵 ,好 本 Qi 过 程 唯 
一 出 及 是 外 一 抵 阵 当 且 仅 当 定理 8,2.1 中 ,dii) 同时 成 浆 , 当 
条 件 满 足 叶 还 存在 诚实 过程. 

证 明 车 8: 不 满足 ( 厅 ) 条件 , 则 Br 过 程 必 不 唯一 - 因此 ,由 
挫 论 条 件 以 及 定理 8.2,1 知 推论 8. 2.1 成 立 ， 

推论 8. 2.2 设 8 是 “ 双 无 限 *” 拟 旬 一 岳 阵 . 苦 sape 二 ce 
册 纺 是 怠 一 矩阵 当 且 种 当 定理 8 2 1 中 力 、 iD 岂 时 成 立 , 当 茶 御 
满足 时 还 存在 诚实 驴 过 程 . 

证 明 由于.(D 之 二 (VY1€ 码 ), 由 推论 的 条 件 


sp < 十 下 因此 ,开放 P02) > Inf 二 > 0, 再 由 定理 8 2. 
1 得 知 推 论 成 江 . 

由 定理 8.1,1, 若 是 “ 双 无 限 ”8 一 矩阵 , 则 & 必 满 足 (3) 条 
件 , 从 而 8 必 有 安全 因子 ， 

以 下 研究 不 含 旬 的 任何 安全 因 于 的 “ 双 无 限 ” 一 矩阵 ， 

设 @Q 是 “ 双 无 限 ” 氟 8 一 矩阵 ,满足 CN 条件, 如果 不 含 4 的 
任何 安全 国 子 , 即 品 的 所 有 无 限 子 集 都 不 是 入 的 安全 因子 ,由 于 @ 
满足 CN) 条 侍 , 仿 让 理 7, 2. 20) 的 证 明 方法 ,不 难 证 明 , 人 存在 唯一 
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的 有 限 子 集 一 1 oh, } Ce ; ,使 得 
liminf > gw > 0， liminf DD) gq = 0 (lA). 


Es EY EE ERAED, 
(8. 2.1) 
而 且 
S++ GEE—H). (8. 2. 2) 
jE 时 
定理 8.2.3 设 晶 是“ 双 无限 * 拟 8 一 秆 阵 ,满足 CN) 条 件 ， 
车 厨 不 会昌 的 任何 安全 因子 , 令 态 己 Bs 是 满足 (8. 2.1)、(8. 2.2) 
的 有 限 集 ,并 且 ,us 的 稳定 态 全 保守 . 那么 ,8 是 8 一 矩阵 的 充 要 
条 件 是 下 列 (D、Gi) 间 时 成 立 , 当 条 件 满足 时 ,还 存在 诚实 8 过 程 . 
(i 9s, 是 48 一 和 寂 阵 ;好 Qs 满足 CN)、C5) 条 件 ; 


ti》 @sur 是 有 一 矩阵 : 即 以 下 cs 同时 成 立 ， 


OC SF, 0,8E FH). 
EF. 
cz 方程 


人 — Qs EN) 一 0， 
(4 0) 《8. 2. 3) 


DE(24) 1 

有 满足 以 下 条 件 的 一 族 解 1 0 让 一 1 Coca 

Pe" < KO, Hm MB 一 Pt 一 EP) < ee， 
其 中 6( 罗 是 最 小 Qs 这 程 ,对 C4) 是 方程 (8. 2. 3) 的 最 大 解 : Gm* 一 
lim CPO ) ,é A 一 = lime™ (re = 和 有 全 Bl) mt =: Cou, si EE 
1)? 分 别 是 行 向 量 和 列 向 量 . 

证 明 设 有 是 &8 一 矩阵 ,PC) 是 -- 个 有人 过程, 由 引 理 8. 1. 1， 
Pet 是 吕 岂 下 上 再 氏 过 程 , 设 其 如 一 算 阵 光一 《0 
jEFU DN 


本 gj, (人 EB. U H}. (8. 2. 4) 
由 定理 的 条 件 @s us 的 稳定 态 全 保守 , 故 
US qj» Ci © 在 1 El U Hy). C2. 2. 52 
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Ho 2 (一 了， (8.2.6) 
使 用 z 维 分 解 定理 稀 证 , 铝 97 中 的 8 大 一 1 和 三 大人) 
用 ei 蔡 换 后 的 第 阵 仍 是 4 一 第 阵 ,再 注意 (8. 2. 5) 式 得 ,We us 是 
名 一 短 贬 . 由 定理 7.2.7 知 (ii) 成 立 ， 
负 于 中 是 名 一 敌阵 ,而 五 不 会 @ 的 任何 安全 因子 ， 从 而 雇 必 
富有 的 安全 因子 ,天 8s, 满 (5S) 条件; 由 于 满足 (CN) 条件, 从 页 
Qs, 也 满足 CW? 条件, 故 (i) 成 立 ， 


下 面 证 明 茶 件 的 充分 性 ， 
设 人 .iD 成 这 ,全 
10， EE Ei {Uy HH: 
i 一 , 了 .了 
D3 EE 一 Hi. (8 7 
JE 


肝 (8.2. 2) ,二 < 十 seo: 设 下 一 (全 下手 肿 7) 一 (和 和 下) 分别 是 下 
上 和 和 已 上 列 向 量 . 

由 (9s 是 全 瞬时 态 8 一 矩阵 , 仿 定理 8. 1. 3 的 证 明 , 可 构 
造 一 个 Br 过 程 ,V3( 和 ) ,使 得 


Jim XC 一 WeK21) = 虹 ， (8, 2. 8) 
对 :二 (4) 关于 瑟 使 用 a 维 分 解 定理 ,有 
,ea) = 0 | ACAY ACAMAY 1 , 
ia [2) EC ECAIACAINCAY) 
(8. 2. 9) 
其 中 
i {2)1 
#7) = je | E00) = (EA se A)) ， 
[x CA) 
TOA EE Pema td) E 于 eco 
im AC4) 一 q+ lm A A = qa (8. 2. 10) 


im XACML 一 部) 之 十 co， Him CE" < 十 coy(m 关上 、 


8, 2.11) 
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设 6(2) 是 最 小 0 过 程 , 令 


$4) 一 人 ， 《8. 2. 127 
BA) 
第 (和 0 二 (和 玉 (四 )， 
P(N) 一 人 十 "| ， 《8, 2. 13) 
全 (2 

[CY 
#4) 一 因 | HOD se EA), (8,2.14) 

了 (| 
总 一 Hime ， (8, 2. 15) 
Be 一 一 (qu 十 lim 入)》， Gn .C8. 2.16) 


= 2 ,im 1. (8.2.17) 
由 一 是 ii 下 上 


显然 ,六 (向 EE La 是 [ EE Ms 由 (8.2.11)7 及 定理 条 件 可 知 ,以 
上 各 式 均 有 意义 ，cu 均 为 有 限 数 . 今 
= (nyhm = le ny)s 
[C432] = (CCF, Em Jk mm = ls sn). 

由 线性 代数 知识 订 知 沦 + 十 A 有 C4) ,&] 有 非 负 逆 算 阵 , 设 所 一 
(十 A050 ,ED 71， 

2 0 0 1 1 A 是 [794 i 

{= |, 四 EC ACKY ECACAIFCA) | 

«8. 2.18) 

由 # 维 分 解 定理 , 闷 (2) 是 请 上 马 氏 过 程 ,其 8 一 算 阵 名 二 (095 
二 吾 》 满足 


gs iE Bs — Hit€ E! (8. 2.19) 


Gir i 已 {i Ni,jE€ Bb; 
i 一 
| iE Br— HE Bl. 


并 囊 
lim AL 一 4 是 (201)7 一 到 C8. 2. 20) 
二 
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把 Bs 一 吾 排序 为 袁 一 占 二 亿 ,isy'), 仿 定理 8.1.3 的 证 明 方 法 ， 
机 移 造 .…- 列 双 氏 过 程 { 全 C1)72C1, 满 是 
A 0 


邻 
FA) 一 tim 污 志 时 ， 
对 郝 (和 是 提 过 程 , 且 有 
Jim A 于 (D1) 二 八 ， (2. 2,. 21) 


任 玛 如 上 上 不便 为 的 非 负 可 各 行 向 量 = 一 dy € 6B), 今 
2 
人 “ 


由 第 三 章 怠 过 程 的 性 质 及 (8. 2. 21) 知 ,R02) 是 诚实 8 过程. 到 此 
定理 证 毕 ， 


BROANY 一 雍 0i 十 C1 -一 和 (4)1) 


§ 3 补充 与 注 记 


美 子 * 双 无 限 ”9 过 程 的 研究 ,由 于 缺少 行 之 有 效 的 方法 :在 此 
之 前 几乎 没有 什么 结果 . 刘 再 明 在 分 解 定理 的 基础 上 ,应 用 如 过 程 
的 时 间 变 换 和 极限 方法 来 研究 * 双 无限 ” 过 程 ,讨论 了 它们 的 -… 
系列 性 质 ;并 且 , 在 若干 特殊 情况 之 下 ,得 到 了 名 过 穆 的 存在 性 准 
则 . 但 由 于 难度 较 大 , 离 彻 底 解 闷 台 过 程 的 存在 性 问题 还 相距 较 
远 . 因此 ,有 待 于 人 们 作出 一 番 艰 苦 的 努力 . 本 章 取 自 于 刘 再 明 
口 ] 其 中 ,定理 8. 1. 3 首先 在 使 振 挺 . 费 志 疲 [1] 中 被 提 到 ， 
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加 带 盟 时 态 o 一 矩阵 的 邯 于 例子 


由 第 七 、 八 商 音 知 ,对 于 有 限 髓 时 无 限 稳 定 以 及 “ 双 无 限 ” 两 
种 情况 ,没有 完全 解决 8 过 程 的 存在 性 问题 . 本 章 将 讨论 几 种 特殊 
的 含 肯 时 态 的 所 9 一 和 矩阵 .一 方面 ,它们 在 @ 过 程 理 论 和 应 用 中 占 
有 重 志 的 和 特殊 的 地 位 * 另 一 方面 ,对 这 些 氢 & ~ 矩阵 ,8 过 程 及 
诚实 怠 过 程 的 存在 性 问题 解决 较 彻 底 ,而 且 对 它们 的 研究 往往 是 
产生 解决 一 般 8 一 怎 阵 疝 题 的 思想 和 方法 的 源 课 - 


1 含 瞬时 态 的 对 角 型 8 一 给 阵 


定 双 8 11 称 拟 @ 一 和 搜 阵 品 = (9) 为 对 角 型 的 ,如 果 满 足 
条 件 
gD (9. 3.13 
记 B = EB} B= (iE Eg = ooo}. 
定理 8.1.1 设 是 含有 瞬时 态 的 对 角 型 报 8 一 矩阵 ,出 
(i) 若 品 是 有 限 集 ,那么 & 是 & 一 矩阵 的 充 要 条 件 是 
Spy 一 十 cc. 【9. 1.2) 


ii) ” 若 BE: 是 无 穷 集 ,那么 38 必 为 8 -- 矩阵 ， 
而 且 在 上 述 两 种 情况 下 ,只 要 @ 是 & 一 和 矩阵 , 则 均 存 在 无 穿 多 个 诚 
实 包 过 程 . 

证 明 ”人 先 证 Gi), 

著 Bi 为 空 集 或 有 限 集 ,由 8 为 全 瞬时 态 或 有 限 个 稳定 态 无 限 
个 星 时 神 的 对 前 型 拟 8 一 矩阵 ,显然 8 满足 CY}、(5) 条 件 , 由 定理 
5. 1.1 和 定理 6.1.1 和 扼 .@ 是 & 一 拖 阵 , 且 存 在 无 穷 多 个 诚实 马 过 
程 ， 

* 2 


若 El 为 无 宅 集 ,不 妨 设 亚 ; 一 {tariss" ,终于 再 = 为 无 穷 集 ， 
其 而 可 把 Bs 分 解 汶 Bs = Bal Uj Ez U Eas U …， 其 中 每 个 Bar Ck == 
1 2 区 为 元 窗 集 ,月 两 两 再不 相交 . 令 


Ro = ‘iy lL Bas (KF = 1 2). {9. 1, 2) 
则 
五 一 再 Ene. 
从 而 名 可 写 为 
Hy ] 
蝶 一 | 2 | ， (9., 1, 4) 


\ ., 
其 中 ow 是 如 在 go 上 的 限制 , 它 是 含 一 个 稳定 春 无 穷 个 瞬时 态 的 
对 角 型 氢 8 一 矩阵 ,由 前 曾 证 明 的 结论 知 Qiw 是 8 一 矩阵 , 且 存 在 
无 穷 多 个 诚实 Bo 过 程 . 着 设 (0D 是 Go 过 程 , 显 然 
[wv a) | 
PA) EY | (9, 1. 8) 
| …， 
是 过程. 由 此 可 知 ,9 是 一 秆 降生 存在 无 穷 多 个 诚实 8 过程 ， 
人 的 证 明 . 
先 证 明 只 要 对 如 六 音 点 集 证 明了 ( 习 ) 即 可 . 事实 上 ,车 Bs 为 单 
点 集 时 (成立, 则 当 梧 为 有 限 集 时 ,不 妨 设 到 二 全力 由 于 
RP 一 十 品 , 存 在 {8} 谍 满足 


SUDO = 十 Co， 这 二 yAN)， 
1 区 三 


Ey Rs = HB, Mm). (9. 1. 8) 
今 
Bo 
则 
R= hs LU Be 到、 
然后 仿照 (i) 的 后 半 部 分 证 明 ,可 证 8 是 4 一 矩阵 , 旦 存在 无 穷 多 
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个 诚实 8 过 程 . 

因此 ， 我 们 内 要 证 明 下 述 Ts ae 2 
实 @ 这 程 ;而 这 一 论断 是 以 下 $2 中 主要 定理 的 一 种 特殊 情况 ( 凡 
推论 9. 2. 1) ,为 了 避免 重复 ,在 此 就 不 证 明了 . 


32 单 瞬 时 态 加 边 对 角 型 8 -- 矩阵 


没 巨 一 0,1,2,} 
—— x 1 bs 


一 gs 


其 中 各 过 十 过 六 绽 二 和 一 

as 使 用 以 上 这 种 窍 阵 对 应 的 入 过程 党 记得 全 
际 时 坊 过 程 , 仁 他 没有 讨论 .2 1 中 各 成 为 总 一 拓 降 的 碗 要 茶 
件 , 下 村 和 定 莉 给 出 了 回答 ， 

定理 9.2.1 设 9 形 如 (39.2.00; 则 8 成 为 8 矩阵 的 充 要 条 
件 是 以 下 囊 条 同时 成 江 : 

人 对 某 2 0 了 大 而 对 其 2 人 > 及， 


ce 


> 


2 2 KO. 2. 2) 
[ii) ”存在 无 穷 集 上 性 11,2,…'; ,使 

> 十 0， (9. 2, 3) 

i 它 民 

sabryi 一 十 cc， [9.2. 4) 

i 


当 以 上 条 件 满足 时 ,存在 无 穷 多 个 诚实 4 过程 ， 
为 了 证 明 以 上 定理 , 先 给 出 几 个 引 更 . 
35| 理 9.2.1 设 0 和 a 之 oo 0 各 hoo C= 1,.2,')， 

满足 条 件 

* 234， 


¥en 0 sup 有 一 十 co， 《9. 2.5) 


Ei) 


则 存在 匹 穷 子 集 志和 1,2,…} ,使 


2 
2 + oo, C9. 2.6》 
= 
suUpi 一 一 ee， 《9. 2.7) 
1 全 上 

证 明令 

机 一 人 12，…)， 


由 49. 2. 5) 得 
pe Tt 12). 
具 沂 每 个 4 站 为 寺 穷 集 旧 本 于 2 
和 £9. 2. 8) 
性 
Ki 


网 天 是 无 穷 集 上 且 坏 忆 112.… 六 由 本 的 定 文 及 到 所 本 得 


Dh 一 Ya 一 3 去 一 二 oo., 
iE 一 1 i=1| 
由 上 9. 2. 8) 得 
snpa 一 po 用 一 12 一 十 ca 
1 
襄 全 9. 人 六 起 部 ,站 友 如 .1 证 
引 ! 理 和 2.2 设 f 和 二 2 
0 营 太 首 无 容 子 集 玉 己 人.2 使 49.2.67.59.2.?》 成立 , 则 


存在 无 穴 客 个 无 穷 集 站 .Ga 一 和 2 使 


BP 


MBS Ds: UB=il2,); (4,2.9) 


supa 7 eo, (#12...). C9.2. 10) 


证 明 由 于 :1,2.…| 的 任何 子 集 至 多 可 数 , 故 不 妨 假定 
三 i 9; 否则 ,可 将 不 汪 
尽 这 些 条 件 的 元 来 (i) 分散, 在 每 个 满足 (9. 2. 10) 的 集合 5 中 各 
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漆 加 至 多 一 个 这 样 的 i,(9. 2. 10) 仍然 成 立 ， 
将 记 党 按 下 列 规 则 排列 : 
1 fa Gd 人 7 


a Os 


取 上 述 排列 的 第 1 行为 马 ,a 一 1,2,.…, 这 样 得 到 的 {BY 了 显然 满足 
9, 2. 07 £9. 2, 10). 

引 理 和 .2.3 设 @ 是 &- 拭 阵 ,PGDO 一 《pst 愉 )) 是 一 个 怠 过 程 ， 
玉宇 ,车 


9 SUP 十 2， 
tt 于 


网 二 0 二 Gp: 和 jE 胃 一 妖 ) 是 全 一 六 过程. 

此 站 mi 吉 示 瓦 止 概 计 (5 帮 Kb.Chung[1| 于 1) 人 ce 
二 Giyj 毛 百 一 五} 是 8 站 8-- 有 上 的 限制 . 

证 明 ”向 引 理 8.2.2 各 直 理 8.1.3 立 得 5i 理 成 立 ， 

引 理 9.2.4 设 0 形 如 (9.2.1), 若 8 是 8 一 寂 阵 ,; 则 对 任意 
> 0, 


sup 下 一 十 co， (9.2, 11) 
CT 


证 明 记 甩 二 和 ,2,0 为 8 的 朋 时 六 , 设 PlD 是 一 个 8 
一 答 阵 . 假如 引 开 结论 不 真 ,; 则 存在 m > 90, 使 
4 二 Spg: ~ ee (9. 2. 12) 
此 处 亲 == {EBo:b < a0}. 
记 记 二 局 一 日 ,ry 二 至 一 妇 , 由 引 惠 39.2.3 训 (是 ,过 程 ， 
注意 ;E 互 ,bi 六 to. 由 定理 7.1.12 有 
十 让) 世 十 00， (9. 2. 13) 


其 中 4a. 表示 @Qr, 的 状态 x 的 非 保 守 量 ,CD03j1E 忆 7.) 是 最 小 Qi 
过 程 ， 
= 236B. 


注意 @r 为 对 角 型 矩阵, 知 


A} 一 


而 
由 = Ft py 人 9+7 
故 (9. 2. 13) 等 价 于 


~ 1 
名 T+ 


即 
Bb, < oo. 《9. 2.14) 


注意 所 必 为 无 穷 集 ,否则 Ff 一 10} UU 六 为 有 限 集 , 而 sPO) 蚌 有 限 
个 状态 马 氏 过 程 与 4 是 瞬时 态 和 矛盾. 于 是 出 六 六 mmO © 本} 及 所 是 
无 限 集 知 (9. 2. 14) 不 上 成立, 矛盾 ! 从 责 引 理 成 立 ， 

引 理 93.2.5 设 F 为 非 空 入 ,0 筷 & 之 十 oo 各 < oo00 
E 下, 车 对 茶 % 守 9 


~ 本 让 
+ ,2.15) 
ra <t+™ (9., 2.15 


则 对 一 切 > 0,(9. 2,15) 成 立 . 

证 明 ”显然 . 

引 理 9.2.6 设 如 是 任意 一 个 全 但 定 如 一 矩阵,@(4) 是 最 小 
过 程 , 令 2 二 1 一 竹 ( 和 0)1, 若 日 过 程 天 ( 科 一 (00 有 如 下 
形式 ， 

A FY), > 0), (9.2.16) 

这 里 Fi) 一 《0 为 非 负 可 和 行商 量 , 则 FO 和 0) 一 FCp) 十 (4 

PON 一 0 Car 0Y. 《9. 2. 17} 

证 明 4,# 计 0, 利 用 
FA CO BO) TAO BOZO) = 0, 
FMD 一 用 (2 十 A POMBO) = 0, 
区 (2) 一 天 (1 十 人 一 站 CC = 0. 
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这 三 个 恒等式 及 (9. 2. 16) 立 得 (9. 2. 17)， 
引 理 9.2.7 设 外 为 对 角形 


i ， 
| 
地 全 | | |: 只 入 页 之 十 co)， 
| .| 
《8. 2. 18) 
Hsupg, 二 十 品 , 取 a 二 {fasi 这 1) 满足 
am 六， Ya =+ 00, (9, 2. 19) 
>» 下 十 (3. 2. 20) 
rt 1 
这 旦 若 外 = 站 由 了 育 一 站 并 约定 070 = 0. 
再 了 服 "之 0, 然后 令 
， 。 位 他: 人 十 时 ) 
PA) = ni 十- 2 4 {> 人 0)， 
4 
{9, 2, 21) 


则 到 (2 一 (02 是 总 过 程 . 
证 明 ”直接 验证 战 由 定理 3. 6.2 可 得 
VA 0 MC 1, 
PO POD Am PFOYEC = 0, 
dim CE -一 了 一 站， 
胡 (2 是 8 过 程 . 引 理 证 毕 - 
以 下 证 明定 理 9. 2. 1. 
首先 ,由 引 理 9. 2.5 知 ,对 一 切 2> 0,(9.2.2}) 或 普 慢 成 立 , 或 
者 恒 不 成 立 ， 
必要 性 。” 设 马 是 一 个 8 一 和 矩阵 ,由 推论 7,1.1 得 


五 和 
2 rT” (A 0),， 


即 59,2. 2 成立, 从 而 条 件 人 是 必要 的 . 又 由 引 理 9. 2. 4 和 引 理 9. 
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2.1 知 , 条 件 (和 也 是 必要 的 . 
充分 性 设 电 ,GD 成立. 由 (ii 和 引 理 9.2.2 知 , 存 车 无 穿 
多 个 无 窍 集 Bsr 一 1,2, 3 使 
BNB-—2 GDN, LB= {1,2.), 


aa 二 上 
且 
> 下 < 反 十 cc， 
6 
SUP 一 i- Ce Cn 一 一 ler ), 9. 了 22) 
对 每 个 ,作对 角 型 8 一 矩阵 Co 一 《人 人 所 BB) ,其 中 
ey) to ys Ci B.) 
Qe ( 1 二 :jE B). 
对 每 个 9, 联 从 5 一 - Cor™ yr 匡 五 .) ,使 
ao > 0, Sa 一 十 co， MM S 已 : (C9. 2, 237 
7 器 号 i 


( 当 fi 一 0D 时 , 取 机 应 的 a 一 0) ,由 <9. 2. 22) ,这 样 的 oe" 总 可 取 
到 , 又 取 常 数 em 之 max{ > 如,1). 然后 令 
iEB, 


. Cay | 
PCA) 区 十 了 于 2 ， 
4 十 9 二 en 二 AD om/ 十 0 
te 


(A 011,j7 声 B.). 
则 由 引 理 9.2.7, 交 (9 一 (9( 和 )) 是 有 上 的 8" 过程, 其 密度 矩 
阵 8 是 & 在 到 上 的 限制 . 邻 
全 上 
奋 一 OQ 


则 总 是 &@ 在 画 = 12 上 的 限制 5 除了 排列 次 序 可 能 不 同 以 
外 ). 又 令 
EY) 
(2) = WY) 


+* 2839。 


则 殖 (2 是 吾 过 程 ， 


对 每 个 , 令 
SOD = TAO, GEB). (9,2.24) 
?EE 
站 iry) 
2) = 2 bp CA 2 ~ ， 
认定 之 ¥ MITE AT Ty 


人 

(9. 2. 25) 

则 由 第 三 章 $ 1 知 , 列 向 量 (0) 一 22 (和 和 后 B) 是 广 文 列 协 
调 族 , 即 

SIO — EVD + Co DEVONMDED {EY 


有 


有 站， 
(9. 2. 26) 
由 引 理 9.2.6 知 
TO OD A OP MPS (Cn) 


0D, (Dr 0)， 


(9. 2.27] 

即 ge (2 是 广义 行 协调 族 ,其 中 gw(2) 一 Co"C2 5 E 妃 ) 是 可 和 
行商 莉 . 
今 


ECAY 
EA = EA) | 一 (DC RAY 1 ). 


出 由 《9. 2. 26) ,C9. 2.27) 及 有 (1) 的 定义 知 
EM 一 EC A VE = 0, (hp 0), 


(9. 2. 28) 
NO) IAA ONE) = 0 (A > 0). 
《9. 2. 29) 
由 (9, 2. 24) 及 2 (4) 揭 定 六 得 
0D ss (0D)， 《9. 2. 30) 
,Bm 和 (D = 0. (9. 2. 31) 


显然 有 
- 240， 


T7020), 


往 证 
nl 二 ce 


OT = DD > PN 


ar "jE 


tiny 


Cc 


C9. 2. 32) 


C9.2, 33) 


在 人 2 
= Da 贞 tH 


二 1 JE 了 IE 一 1 Jj 疡 加 


ED 
由 于 oo 之 5., 故 
如 
3 
pe ia 有 
入 一 ! 一 一 1. 
人 二 十 如 1 


由 茶 件 人 及 C04) 的 定 六 和 (9. 2. 35), 得 
NS STMD CA) 


pr 二 
"一 1 IE 


Ke 


| 


3 
;+ > 各 十 量 


a=1 Ea 


> 


_ ， 1 全 
+22 /2 + 2)) 名 和 十 信 


SA 人 ce 
所 种 站 十 全 c+ Ya/ gy) 


EB 


at } 


9.2. 34) 


《9.2. 85) 


£9.2.36) 
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1 
>》 二 之 十 0. 19. 2. 37) 


nn- 1] 如 
从 开 
?ea < 十 co， 
由 x) 的 定 艾 易 得 
lim ,CA) 一 让 (一 12)， (9. 2. 38) 
又 因 
lim 370 (AY1 
ny - 
> lmtp /em 十 Dra /C+ 9)) 
Mm jEn, 十 出 jE 二 
一 En 让 工 ， 
故 
tm rz(2)1 一 十 co。 [9. 2. 39) 
最 后 , 令 
rata) = pe (2 > 0) 和 
1 0 1 1 ' 
有 (2) 一 | | a), (> 0). 
oO Fa ECAY 


【9. 2. 10) 
由 分 解 定理 {定理 3.2,3),R(%) 是 诚实 9 过 程 . 

以 下 证 明 存 在 无 穷 多 个 诚实 8 过程. 

我 们 重新 构造 一 个 异 于 ROC) 的 诚实 @ 过 程 宜 (). 任 取 两 个 
B,B,, 不 妨 设 为 ,二 , 在 妃 中 任 取 一 元 素 记 ;满足 名 祈 0 以 有 LU 
{a} 和 Ba 一 {jo} 分 别 作为 以 上 构造 RC) 时 的 户 和 雇 , 其 它 记 不 
变 , 完 全 按照 上 还 枯 造 RC(W) 的 程序 来 构造 居 3C0) ,六 (1) ,进而 又 
得 到 一 个 诚实 如 过 程 六 0, 但 由 至 2 的 定义 知 ,存在 ) GE Bs 一 
{io} 使 兴 9 (之 0 信和 面 加 (D 鹿 但 ¥ jE 记 一 fio) ,pC 和 ) 二 
0, 故 Ci 天 到 (2 ,由 (9.2.40) 及 分 解 定理 中 分 解 式 的 唯一 性 ( 定 


理 3.2,.3), 得 Rh)y 关 玉 (和 ). 由 于 十 述 的 入 选择 和 B,D 的 选择 有 
" 442。 


无 宠 多 种 , 故 存在 无 穷 多 个 不 同 的 诚实 8 过 程 . 
推论 3.2.1 设 & 形 好 


_ |] 


其 中 ,0 委 8 二 oo 一 12 中: 则 8 是 8 一 秆 人 阵 的 充 要 条 件 是 
sup {gq;s: 一 1,2,…) 一 Oo. 
且 当 上 述 条 件 满足 时 存在 无 穷 多 个 诚实 龟 过 程 . 
证 明 ”在 定理 9.2. 1 中 到 疡 一 0， i 一 1,2,"…. 妈 得 本 推论 . 


8 3 KOLMOGOROYV 算 阵 及 其 推广 


A. N. Kolmogorov [3] 兽 提 出 研究 形 如 
— oo 1 1 一] 
和 C93. 3， 1) 
到 一 和 | 
(其 中 0 之 g 过 十 oo,j 训 1) 的 单 瞬时 拟 8 一 算 阵 
我 们 称 形 如 (C9. 3.1) 的 害 阵 为 Kolmogorov 搜 阵 ,简称 柯 氏 抵 
阵 . 美 于 柯 氏 答 阵 的 8 过程 的 存在 性 有 以 下 结论 . 
定理 9.3.1 设 Q 形 如 9.3.]1), 则 是 8 一 矩阵 的 充 变 条 件 


是 

. 1 一 上 oo. (9. 3. 2 
并 旨 , 当 以 上 条 件 满 足 时 ,存在 唯一 的 诚实 鼠 过 程 . 

证 明 ” 若 怠 是 & 一 和 矩阵 ,出 推论 7.1. 1 得 


| ,> 
>) 二 下 了 二 0， (A > 9). 


一 1 


“243。 


注意 0 之 之 十 0, 知 上 式 等 价 于 09.3.2). 从 而 (9.3.2) 成 立 . 
友之 ;车 (9.3. 2} 成 立 . 记 有 B= 10，1:2， 二 11 2) 
是 吕 在 亚 土 的 限制 ,由 (9. 3. 2) 可 得 . 


+ 


1 ， - . 
和 2 prep (C9, 3. 3} 
今 
_ 1 
十 和 
DCA) 一 1 ， (9. 3. 41 
44 十 #4 
0) = (ee) (9. 3. 5 
加 十 要 "及 十 名” : ~ 
全 1 
十 丰 
EC 人 一 1 一 (01 一 ga |， 《9. 3. 63 
六 十 gq | 
; |] 
1 3 
Pn) = Fre 一 一 3 了 9. 3.73 
“ 所 和 十 9; 
xD 一 | |+ Cl 1G ne). C9.3.8) 
i 一 A = 只， 
Me ool so! " 


由 09.3.3) 以 上 各 式 均 有 意义 ,由 分 解 定理 知 ,¥C) 是 一 个 诚实 日 
过 程 . 

最 后 , 若 RC 和 ) 也 是 一 个 诚实 日 过 程 ,以 下 证 山 RC4) 一 多 (和 0 ， 
从 而 让 明 了 举 在 唯一 的 诚实 这 程 . 

对 RC4) 关于 瞬时 态 0, 使 用 分 解 定理 得 
i0 0 1 1 ys 
io nn) +t ro ew cay) 《1 (Fy, 


RiAY 一 
‘9. 3, 9) 
其 中 ,RC4) 是 er 过 程 ,# (4) 一 1 --- ARA}T, 
。244 ， 


iim) = (1,1) 二 8， 


{1 
Lim) = 12 |= #9. 


注意 &a, 的 非 保守 基 正 好 为 9, 以太 
lmMl 一 和 下 (301 一 im = 
得 uR(4》 是 8 型 tr, 过 程 , 注 意 8s, 是 对 舶 型 从 阵 ,从 而 零 流 出 , 因 
此 oa 是 最 小 Qs, 过程, 有 


| 一 一 
久 十 和 
下 (AA) 一 | 1 一 外 (2)， (9, 3.10) 
4 十 gz 
| 
及 而 
EVA = 1 ADCA)L — LA). (9. 3. 11) 


注意 四) 一 。 (一 十 cu 零 流 入 ,7 中 (和 ) 是 关于 最 小 4s 
过 程 BC%) 的 行 协调 族 , 由 引 理 3. 1.7? 得 


POAY = EDON) = ph). (9. 3. 12) 
再 由 RC4) 是 诚实 的 得 
1 1 
ro) ml Poo £3), 
《9. 3. 13) 


由 (9. 3. 10) 一 〈9. 3.13》 及 (9.3.8)、(9. 3.9) 得 (4) 一 
区 (2), 定理 证 毕 . 
若 将 柯 氏 符 笑 的 第 一 行进 行 推广 ,我 们 讨论 以 下 形状 的 怠 ， 
(一 "| 


om ! 《9. 3. 14) 
| 92 ga | 


其 中 0 之 二 0 二 co 0 = L200) 


关于 上 述 盾 阵 怠 有 以 下 结果 
定理 9.3.2 设 怠 形 如 人 9. 53.14),; 风 
人 车 所 十 co ,那么 4 不 是 &@ 一 矩阵. 


JJ 一】 


sy 


《ii 车 党 人 一 十 好, 那么 如 是 人 一 答 阵 的 充 要 条 件 是 


> 站 < oo C9. 3. 15) 
并 且 , 当 《9.3.15) 满足 时 ,着 在 唯一 的 诚实 过程 . 
证 明 中 闫 避 ， 芝 十 oo, 友 设 @ 是 8 一 算 阵 ,R(%) 是 一 个 
9 过程 ,对 R(X) 关于 瞬时 态 0 人 分 吕 时 浊 中 


0 0 ， 
R(XY 一 《1 FOX ， 
性 |, RA) | ? 


EO (A) | 


十 ra 
{9. 3,16) 
其 中 
lim an Ca) 一 (hi hes wa 尘 bs 


Ms 


1 
Lim A) = 1 - g, 


大 而 lim 和 C1 — AARCOND DE lm PD) = 

出 上 式 仿 定理 9. 3. 1 中 《9.3.10)、(9.3,13) 的 证 明 , 训 得 

oR = DO, 《TBO 由 59. 3.4) 定义 ). 
及 
POY = POCA). 
因此 
limap VA = lim BABCA) 1 二 81 < 十 oo. 

与 0 是 瞬时 坊 了 矛盾 ! 故 0 不 是 及 一 矩阵 . GD 证 毕 . 

Gi》 车)5 一 十 吕 , 内 要 在 定理 9%. 3. 1 的 证 明 中 把 9 的 第 
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一 行 e 二 (1 ,1,…") 换 成 5 = 6, 如,…') ,类似 于 定理 9.3.1 的 证 明 
可 证 得 ,8 是 98 一 于 要 本 人 和 
3 + Ti (14> 0). (9. 3. 17) 


和 1 
而 且 , 当 上 述 条 件 满足 时 存在 唯一 的 诚实 4 过 程 . 
注意 到 (9. 3, 17) 等 价 于 (9. 3.15), 故 Qi) 证 毕 . 
如 果 进 一 步 把 柯 氏 和 矩阵 的 第 一 行 和 第 一 列 进行 推广 ,我 们 讨 
论 如 下 形状 的 @ 


世 一 ， 《9. 3 ] 台 > 


其 中 0 D0 
关于 上 述 措 阵 @, 有 以 下 结论 . 
定理 4.3.3 设 旭 是 形 如 (9.3,18) 的 拟 8 一 害 阵 , 则 


G) 车 Db < 十 co, 则 过程 存在 的 充 要 条 件 是 


if 了 于 = 0. (C9. 3, 19) 
当 条 件 满足 时 ,存在 无 穷 多 个 诚实 8 过程. 


Gi) 着 避 4 一 十 oo, 则 4 过 程 存在 的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 
之 一 成 立 


a0 b, 
Ca) 2 Ti Fl < 十 ceo， (9. 3, 20) 
(5) 车 (ay 不 成 立 , 则 存在 无 穷 子 集 正己 1{1,2,…} ,使 

， 1 十 mm _ 
《下 inf 1 Ta D， {9, 3, 21) 
Cb) Dh < (9. 3. 22) 
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Cbs) > T 半 < < 十 co， (9. 9, 23) 


Gin 着 2 = 十 oo, 则 诚实 8 过 程 奏 在 的 充 要 条 件 是 下 列 
两 条 之 一 成 立 


(人 =m GD 有 DT < 二 co， (9.3.24) 
一 上 : 
(da) 车 Ce) 不 成 立 , 则 存在 无 穷 集 KC {1,2,…}, 柄 
,ol 二 mm _ 
(2) inf i = 0 (9. 3. 25) 
(ls) Db < 0, (9. 3. 26) 
5 而 
SS 
Cds) 3 T+ (9. 3, 27) 


证 明 ”综合 定理 9.2. 1 和 定理 9. 3. 2 的 证 明 方 法 ,可 以 给 出 
本 定理 的 证 明 ， 


$4 带 瞬 时 态 的 生 灭 9 一 第 阵 


定 光 9 4,1 设 下 = 和 ,1;2,…), 称 拟 @ 一 秆 阵 


一 和 ol 
10 于 31 
名 一 1 一 加 ear 《9, 4. 12 


为 单 边 生 灭 算 阵 ( 其 中 儿 ; 沁 0,|ij| = 1 车 名 过 十 oot 并 0, 则 各 
一 qs-1 十 fit1), 

设 E== {es 一 fc 一 人 一 1:0, 1 2 称 氢 遇 一 矩 
阵 
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全 一 . #0—1 a fol {9. 4. 2) 
1 2 


为 双边 生 亚 抵 阵 (其 中 条 >> |ij[ 二 13 若 4 二 十 oo0; 则 = 
卡 qari). 

将 单 按 生 灭 矩阵 和 双边 和 本 灭 矩阵 统称 为 生 灭 矩阵 . 

如 果 生 灭 矩阵 台 不 售 瞬 时 态 , 则 如 是 全 稳定 拟 台 一 矩阵 ,元 9 
是 4 一 惩 阵 .因此 ,只 要 考虑 含 瞬时 态 的 生 灭 矩阵 ， 

本 节 图 满 地 给 出 了 生 灭 短 阵 成 为 8 一 矩阵 的 充分 必要 条 件 ， 
即 生 有 天 晶 过 程 的 存在 性 准则 ,并且 , 得 到 了 诚实 生 严 8 过 程 的 存在 
性 准则 . 当日 仅 含有 限 个 瞬时 态 时 ,还 构造 了 全 部 生 灭 过程 ， 

为 此 ,我们 分 两 种 情况 来 讨论 , 若 生 灭 算 阵 8 会 无 穷 多 个 购 时 
态 , 则 由 定理 5.1.1.、 定 理 6.1.1 以 及 定理 8.1.3 知 ,8 是 9 一 和 矩阵 
且 存 在 无 穷 多 个 诚实 @ 过程 . 因此 ,只 剩 下 8 含有 限 个 瞬时 态 的 情 
杭 要 讨论 . 以 下 来 完成 这 一 工作 . 

我 们 先 给 出 一 个 引 理 ， 

引 理 9 4.1 设 & 是 任 一 含有 限 个 瞬时 态 的 & 一 年 阵 , 记 邵 
一 伴生 扫 十 coyes 是 & 在 可 上 的 限制 ,如 果 @s, 的 非 保守 量 & 上 有 
址 , 印 

Sbp dr 一 和 一 9 + (9. 4 3) 


jE 醒 一 国 
则 方程 
{® — Qs,)& 一 0， 
《9, 4. 4) 
DE 1N > 0) 

的 线性 独立 解 的 个 数 不 少 于 8 的 瞬时 态 个 数 . 

证 明 ”不妨 设 8 的 用 时 态 个 数 为 n, 且 {i:g: = 十 ee) 一 {1， 
。249 。 


YB 

反 设 方程 (9. 4. 4) 的 线性 独立 解 的 个 数 mm 过 a, 以 下 来 导出 芽 
盾 . 

注意 Ws 基 全 稳定 8 一 窍 阵 ,用 (0) 表示 最 小 94 过 程 , 回 忆 

A ,tr ecoyEe 的 定义 . 

由 于 方程 <9. 4. 4) 的 线性 独立 解 的 个 数 为 m, 由 引 理 4.2.3 
知 , 存 在 U0 i 二 1m) 人民 站 aoc 使 得 二 中 的 元 是 
了 (全 一 1) 的 线性 组 合 . 记 互 一 1 ,bw} , 玉 为 Qs, 的 非 
保守 状态 集 , 即 豆 王 位 全 天 0}. 

设 中 i 是 一 个 8 过 程 ,对 RC 和 ) 关于 瞬时 态 集 {1，…z) 使 用 = 
维 分 解 定理 (定理 3. 4. 1) 得 


a = [0 |] | ACA) ACAINCA) 
To vw SACD ECACAIVCAY! 
《9, 4. 5) 
其 中 (7) 是 @e。 过 程 ， 
A | 
tA) 一 # 
下 


(0 = (EDC so [人 >， 
OCA E Lr re CA) E wo (Fo lr 
lim 0 《22 二 et}, 
Hm A HAY = fH, (9. 4. 6) 
这 里 em 一 (gy /Bf 二 《qa4j 全 Bo)? 是 如 上 行 向 量 和 列 何 
基 ， 


De 1 ~ WOL. C9. 4. 7) 


#=1 
车 记 6* 一 lims 中 (CD, 则 还 满 中 
lim A CAYCL 一 上 bb) < 十 ceo， CE= ln), (9.4.8) 
om 
limAm CAED 一 十 ce， (一 3) 《9. 4. 9) 
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由 (9. 4.77、 9. 4.8) 可 得 


lim EY + (ED. C9. 4. 10) 
中 杨 身 群 C1] 中 的 定理 6. 18, 1, 定 理 6.16.3 知 CX) 有 下 列表 现 
POND = BO 十 了 和 (和 PK 人 ， 《9, 4. 11) 

EHUB 


其 中 天 (一 pO E Mey (a €E HF 后 Lew am (CAL 
1, a€HUDBD. 

以 下 证 明 :Y 1 所 上 才 %%; 均 存在 非 负 有 界 列 向 量 a"” EE Ms 及 
实数 #? EE B) 使 得 


EE 一 - 人 十 Dx, DX bp 0 {9. 4， 12Y 


由 拒 昌 点 本 区 
此 处 B= imB( 力 ,天 二 Him()， 
事实 上 ,由 <9. 4.11) 得 
T+ (tam MDE) = Ti Ca BND 
一 全 一 和 > ROP hp 0. 
和 各 此 晤 本 
(9. 4,13) 
注意 £0) 起 Mr 由 上 式 得 
名 (0 = + Ca Co DEY EDN 
=(T + Ca DBDWI EN) 


+ (一 和 DD) XO ED A) 


aE HUB 


= C4 Oo APO ED (a) 
+ D>) KODEP UDED 一 A CED)Y, (9.4.14) 


上 = 
最 后 等 屿 成 立 , 利用 了 (ka 一 人 PODEDCR) 一 ACE 一 
Xe 这 由 引 理 3 1. 3(iiy 得 到 
由 《9. 4.14) 得 


EVD 十 了 FEOF CA EY 


a€E Uy 


= Ca DPIEVNOD 十 DY OD aPCANEDY, p> 1, 


日 所 此 【三 


= 251* 


由 上 式 注 意 (9. 4, 7), (9, 4 11) 得 
THN EDT > ROO OOED € Me 


a 它 上 LI 


由 引 理 3.1. 8, 存 在 非 负 列 向 量 中 ,使 得 
0 魏 T9( — BOY €E Mew MN 2 1), 
Do ). 
从 而 ,存在 实数 如 (5 E B) 使 得 
TR = BOuD 十 > RN). (9, 4. 15) 


EB 

注意 200 E Mr, 由 引 理 3.1.2(iii) 得 
limap Ce = 0. 
Py 


由 (9.4. 1D ;到 (2 六 和 (PC , 故 


a 
lim YY) XMAP CMED 一 由. 
A240,ERUBA 
由 C9.4.15) 及 Ta) 的 定义 得 
£0 一 limTH (1 = Gut 十 Sa. (9. 4. 16) 


bE 
因为 
A NED A A AL SE 
lim DO AX C4) = ad, lim Sx = 0. 
Tr en 


EF 
由 了 C4) 的 定义 得 
un < fp Td (C9. 4. 17) 
从 而 we E Was , 故 (9.4. 12) 成 立 . 
以 下 证 明 :VY 1 执 上 扫 amago CD 十 co， (9. 4. 18) 
事实 上 ,注意 ge 人 E Fed 有 界 , 轿 定 #>>0, 让 4>> 司 则 
《一 DP = pC 一 NY). 
注意 嗓 委 1, 从 而 
(4 DODD DE FI DE 一 CY. 
故 
- dd 一 Tu)d 


-一 ty 
CA A) 2 
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A Bd 一 TCD 人 
因此 
《2 一 Dr OD 
ED 的 由 (3 十 《2 ME Cd 
= CD mn CMD 十 《CH 一 FO CA) a. 
在 上 式 中 令 4 一 co 得 
lm OR SE CD + FO CDA + oo. 
因此 ,C9. 4. 18) 成 立 ， 
由 (9. 4. 177 和 (9. 4.18) 得 
lm 《和 Ga 十 co， 《下 一 ln 9, 4,19) 
最 后 ,由 (9. 4, 9)、(9.4. 10)、C9. 4,12) 以 及 (9. 4.19) 得 
lm DIPRPR+ UE,(9.4.20) 
一 人 bE 


lm) DP 二 5 (kD (9. 4.21) 
A BE 县 
由 《9. 4. 20)、(9, 4. 21) 两 式 可 得 ,一 机 宣 汪 一 1.1% rn} 是 + 
了 和 与 


个 线性 独立 的 列 向 量 ， 
注意 B= {Bw} yt 之 入 令 上 二 1 这 6 六 地 名 妃 ); 则 工 是 


BE 
至 多 不 超过 m 维 的 线性 空间 -但 工 刁 虹 , 即 工 筷 含 了 2 个 线性 独立 
的 元 寄 ,矛盾 ! : 
从 而 友 设 不 真 , 故 引 理 成 立 - 证 毕 . 
定理 9.4.1 设 0 是 含有 限 个 瞬时 态 的 生 灭 9 一 矩阵 ,我 们 
有 下 列 结 果 : 
(让 ”车 Q 是 单 边 生 灭 矩阵 , 则 8 至 多 售 一 个 瞩 时 态 ， 
(iiy 车 负 是 双边 生 灭 什 阵 , 则 8 至 多 含 两 个 瞬时 态 . 
证 明 设 @ 是 含有 限 个 瞬时 态 的 生 天 8 一 甜 阵 , 则 控 引 理 9. 
4. 1 得 到 的 gs, 只 有 有 限 个 非 保守 状态 ,从 而 非 避 量 4 有 和 界 ， 
i) ”著名 基 单 边 生 灭 算 阵 , 则 容易 验证 方程 
| — QE = 0, 
(A> 0 (C9. 4. 22) 
0 1， . 
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有 有 旦 权 有 一 个 线 社 独立 解 . 由 引 理 9. 4.1,@ 至 多 含 一 个 瞬时 态 . 
tiy 车 名 是 双边 生 天 矩阵 , 则 容易 验证 方程 
Gf 一 和 一 0， 
有 且 仅 有 两 个 线性 独立 解 . 由 引 理 9. 4. 1,8 至 多 含 两 个 甩 时 态 - 定 
理 证 毕 . 
由 定理 9. 4. 1 ,我 们 以 下 只 要 分 别 讨论 单 瞬 时 态 单 迪 生 灭 定 
阵 , 以 及 单 瞬时 态 或 双 瞬 时 态 双 边 生 灭 秆 阵 即 可 . 

引 理 9.4.2 设 和 是 单 瞬时 态 单 进 生 灭 拭 阵 9. 二 ce , 即 状态 
2 是 瞬时 态 , 令 到 一 雪上 十 1 十 2 有 一 人) 至 ; 生 是 & 在 
互 上 的 限制 , 则 @ 是 9 一 矩阵 当 和 且 权 当 单 甩 时 态 单 边 生 灭失 阵 9s 
是 8 一 年 阵 . 

证 明 ”注意 妃 一 素 二 {50 扫 < 中 的 元 是 8 的 稳定 状态 ， 
由 和 多维 分 解 定 理 { 定 理 3. 4. 1) 及 其 道 定理 ( 定 理 3. 4. 2) 易 得 本 引 
理 的 结论 盛 立 - 

设 人 ,是 本 一 科 2 上 全 稳定 单 边 生 天 旬 一 窍 阵 ， 

— (gw 十 9is) nz 
a1 — (gz 二 gs) ga 


(2 0 (9. 4. 23) 


Gr 一 


qo 


《9. 4, 24) 
其 中 全 三 站 上 天 7. 称 
1 
5 10 
下 二 各 十 了 工 ， 
12 
二 二 Cn = 23 ) 
12 人 323 人 as 
《9. 4. 25) 
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为 自然 尺度 ; 称 


2 一 ,im a (9. 4. 26) 

为 边界 点 ; 称 
tm 二 1， 记 二 de a>1) (9.4.27) 

为 标准 测度 . 


通过 自然 尺度 和 标准 测度 可 以 将 边界 点 分类. 说 边界 点 z 为 
正则 如 果 z 达 十 0,，2J4 < 十 0. | 


流出 。 如 果 z 非 正则 ， > a) + 0 


流入 如 果 z 非 正则 ， Da 世 十 oo. 


自然 ” 其 它 情形 . 
引 理 9. 4.3 ” 设 Qs 是 形 如 (9.4.24) 的 全 稳定 单 边 生 灭 & 一 
和 矩阵, 则 方程 
人 — QU = 0,. 
(9. 4. 28) 
| M1 二 1 
有 唯一 的 解 5 二 Ca,wz，…)" ;并且 ww 关于 i 单调 增加 . 
证 明 ”由 (9. 4.28) 得 
ul 二 1]， 
一 信和 十 gio 十 2 十 gatz 一 0， 
od 一 不 和 十 gai 十 gas)uz 十 qzsua 二 0， 


un 1] 一 《3( 十 好 1 十 {nt 1 J iin 十 nt lst 1 一 0， 


从 而 


ui 二 ]， 


A 十 go 二 gs 
全 1 和 ’ 


Ws 一 
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一 六 十 Zl, Qa ， 
2 9 
让 am 一 Ne 一 
Wit 一 十 字 1 十 4 + a li | ， 


L 
untl Gasnt 1 


故 = {mn su 唯一 确定 . 显然 Hl + 假设 了 ins 一 1 < Hs 则 


A a a 4 -ix 
tr 一 十 和 1) 4 gy, 1 
nt | na 1 


由 归纳 法 知 w 关于 i 单调 上 升 . 引 理 证 毕 . 

定理 9.4.2 设 & 是 形 如 (9, 4. 1) 的 单 瞬时 态 单 边 生 灭 矩阵 ， 
2 一 十 ce, 即 是 瞬时 态 , 信 中 一 各 十 1 十 2 ,8s 是 8 在 包 
上 的 限制 , 则 8 的 9 一 矩阵 当 且 仅 当 Qs 的 边界 点 正则 .此 处 @s 的 
边界 点 按 (9, 4. 25)、9. 4. 26) 及 (9. 4. 27) 对 Qs, 定义 ， 

证 上 明 ”由 引 理 9. 4. 2, 只 要 对 = 一 0 证 明 本 定理 即 可 . 

必要 注 ” 设 & 是 有 一 矩阵 ,go 一 十 22,8 和 ) 是 一 个 日 这 程 ,对 
8( 和 9) 关于 瞬时 态 0 使 用 分 解 定理 得 


hn 一 《1 A 中 
(24) 一 1 py) Fre )| | 5 ) 
《9. 4. 29} 
其 中 到 (4) 是 04, 过 程 ,nC0) 所 Lrc 204) EE eco。 
lm) = (gn00,) Se, 
Him AS 一 {qo O00, Tf 
imaAnca)1 = co,limyth)l = 0. 
由 引 理 3.1.7 和 引 理 3. 1,8 得 
A 一 ee CAY ,HCN I Lreys | 
DA) erp(tA) 二 (A WtA) EE 门 Lreoy (9. 4. 30) 


EH) 一 多 (和 了 十 EEC EE prt () Mero. ) 
(此 处 L+ 相对 于 9s 定义), 而且 
lim 因 (和)1 一 十 cc。 C9, 4. 31) 
注意 8 的 稳定 态 全 保守 ,利用 分 解 式 (9.4. 29), 易 证 明 至 (4) 是 呈 
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型 8s 过 程 .在 等 式 
TO — PERL = Ca Oo MOE CWI 
中 国定 4 省 0, 令 4 一 十 co 得 


lim Ct) PH) 1) = 701 < 十 ce， C9. 4. 32) 
注意 limm(o)1 一 十 co ,如果 inf 27 人 > 0, 则 (9.4. 32) 式 中 左 
3 人 Eje se 
边 等 于 十 ce, 与 (9.4. 32) 矛盾 ,从 而 
inf Spla) = 0. (9. 4. 33) 
+ Doyen, 
以 下 证 明 
FN) 一 BA), 《9. 4, 34》 


反 设 (9. 4. 34) 不 成 立 , 由 于 风 (1,@6 人 (3 是 吾 型 过 程 , 故 有 (CD = 
2CECA)1 一 BC(4}1) 是 方程 

Ca 一 Qs = 0, 
的 非 零 解 , 但 由 引 理 9. 4. 3,(9. 4. 35) 的 非 零 解 xz 一 Cp yuz，"…) 的 
分 量 # 关于 ;单调 上 升 ,从 而 

(宇和 D0 一 Dj guy(D) 

关于 i 单调 上 升 , 且 不 为 零 ,这 与 (9. 4 33) 矛盾 , 放 (9. 4. 34) 成 立 . 
从 而 


{A > 0) C9, 4. 35) 


NCA NA) EE Leys ECAY ECA) EE Mecy. 

由 分 解 定 理 , im p67 一 各 过 十 中; 但 Hm)1 = 十 co. 从 而 

lim CME 一 十 so， 
即 1 
lim (0) (Bf 二 2) 一 十 oo, 《9. 4. 36} 
此 处 = lim5(2)， Bf = im(ON)f), § = lme(%). 

仿 引 理 9. 4.1 中 (9. 4. 18) 式 的 证 明 , 易 证 得 

lim 2m 2) Bf 世 十 ce- 《9. 4. 37) 

由 (9. 4. 367《9. 4. 37) 得 
,257 。 


lim an C2)8 一 十 co， 

因此 把 0) 天 0, 从 而 方程 (9. 4. 35) 有 非 零 解 , 由 杨 向 群 [1 中 的 定 
理 5.3,1() 知 @n, 的 边界 点 # 流 出 或 正则 , 而 由 (9, 4. 30) . (9. 4. 
31) 知 ,IC 和 ) 寺 0 且 5( 和 ) EE Loiw ,由 杨 向 群 L11, 引 理 5.5. 4 得 
z 流入 或 正则 . 因此 ,= 必须 正则 . 必要 性 证 毕 ， 

充分 性 “” 设 如, 的 边界 点 z 正则 ,我 们 来 证 明 & 是 如 一 和 矩阵， 
由 (和 杨 向 群 [L1], 引 理 5. 5. 4, 引 理 5. 5.5) 知 , 在 在 #i Et 由 
Ls ;满足 


lim25C%)1 一 十 so， (9, 4, 38) 
令 
WAY = eB A) 十 pA), 
e = {qo 0 0), 
oA) = 1 CO 1, 
0 1 1 


0 
RO 一 0 BA) 和 十 A202)1 | ACAY 


+ 


ja (YD). 


(9. 4. 39) 

由 分 解 定理 知 ,RC%) 是 8 过程 且 还 是 诚实 的 . 定理 证 毕 . 

从 定理 9. 4.2 的 证 明 过 程 及 (9. 4. 34) 可 知 ,一 切 吕 过 程 均 属 
于 最 小 生成 类 ,从 而 可 按 第 七 章 8 1 的 方法 将 一 切 8 过 程 榴 造 出 
来 . 

定理 3.4.3 设 日 是 单 瞬 时 态 单 边 生 刺 夭 阵 , 满 足 定理 3.4.2 
中 过 程 存在 条 忻 , 那 乏 一 切 8 过程 均 属 于 最 小 生成 类 ,因此 ,可 
按 定理 7.1.11 把 一 切 8 这 程 构造 出 来 . 

定理 9.4.4 设 Q 是 形 如 (9.4.1) 的 单 瞬 时 态 单 边 生 灭 矩阵 ， 
”是 瞬时 态 ,有 ,9s 的 定义 与 定理 9. 4.2 中 相同 , 则 

(让 当 s 二 0 时 ,存在 诚实 日 过 程 当 量 仅 当 Qs 的 边界 点 正 
而. 

Ci) ” 当 % 半 汪 时 ,存在 诚实 名 过 程 当 且 仅 当 9s, 的 边界 点 正 

则 ,而 且 和 一 go 
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证 明 (的 必要 性 由 定理 9 4. 2 得 到 ,注意 定理 9. 4. 2 充分 
性 证 明 中 (9. 4. 39) 构造 的 RCW) 是 诚实 的 得 到 (人 的 充分 性 . 

ki》 “利用 定理 9. 4.2 和 (4 的 结论 ;由 8 的 稳定 态 全 保守 及 
多 维 分 解 定理 立 得 充分 性 . 为 了 证 明 必 要 性 .由 定理 9. 4.2,. 只 要 
还 明 下 列 论 断 成 立即 可 ， 若 存 在 诚实 8 过 程 , 则 名 二 qo 

设 BC 是 一 个 诚实 & 过程 ,对 BGA) 关于 {0,…,n}) 使 用 # 十 i 
维 分 解 定 理 可 得 


RD 0 ， | ACA) ACAINCAY 
0 cj CC ECMACANCAY) 
(9. 4. 40) 


其 中 yo A 是 8 型 Qs, 过 程 ,AC4) 是 RC) 在 {0 ,nn} XX {0, 
…s%) 上 的 限制 ， 


CAY 
和 入》 二 ， FCM = CED CA ECA Y. 
7 AY 
180OA) 全 工 Opn A EI EN [0 (= Ot). 
外 引 理 3. 1.7, 有 


下 9 (2 一 em 0 RN) 十 FN, 
(一 ec 0 RN) 十 FO AY, 
POMDE Lt nn) 人 Lt, 
EO Cntirdontes "ry) = CO 00) 
em (garis Od, 0, ) 
由 于 ”大 有 瞬时 态 '0 是 稳定 态 , 从 而 Hm"W(W1 一 十 co， 
ln 001 之 十 oo. 注意 Qs 是 单 边 生 灭 宅 阵 ,从 而 到 的 线性 独 
立 元 素 至 多 一 个 ,但 9 6 和 关 0 从 而 (2 一 0. 因 此 ,5 一 
et 0, RCAY. 
注意 RC(2) 是 诚 实 的 ;而 C4) = eo0,wR(D), 由 多 维 分 解 
定理 得 


30 一 jao 一 9 
上 一 1 
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到 此 定理 证 毕 ， 

以 下 讨论 双边 生 灭 矩阵 ,由 定理 9. 4.1 只 要 讨论 单 瞬 时 态 或 
双 肯 时 态 鸡 边 生 无 矩阵 即 可 - 

设 是 一 (人 一 te 一 2 一 1;0 是 形 如 (9 
4. 2) 的 单 肯 时 态 双 边 生 无 定 阵 , 由 于 双边 生 灭 8 一 矩阵 的 每 个 状 
态 处 于 相似 的 地 位 ( 即 每 个 状态 向 左右 两 个 状态 的 转移 概率 密度 
均 不 为 零 ). 因此 ,不 妨 设 唯一 的 瞬时 态 是 0, 即 fm 一 十 0. 

令 

Bo = {ls2ye sR yo} 
Bo = fr Rs CO 2,— 1}, 

Eo 一 - Eo_ Uj Bot 一 = 人 RO 2， 一 1 ,1 ,二 yy 
Qa 1 Qs :Qn 分 别 是 日 在 杨 ,Eot ,Eo 上 的 限制 . 均 是 全 稳定 8 一 
矩阵 . 并 且 85,, ,Qs,_ 均 蚌 全 稳定 单 边 生 素 短 阵 , 而 且 

(Qe,_ 0 
Ys 加 0 ,| 

仿照 (9. 4. 25)、(9. 4.26) 及 (9, 4.27) 对 Qs 和 Qs 可 以 分 别 
定义 自然 尺度 、 边 界 点 及 标准 测度 ,有 ,2 tr 和 人 D 和 对 ,zt， 
tr (mn 汪 0) ,并 且 利 用 自然 尺度 及 标准 测 府 进 行 类 侯 的 分 类 . 

定理 9.4.5 设 负 是 形 如 (9.4.2) 的 单 瞬 时 态 双 边 生 灭 气 阵 ， 
和 一 -oo 即 0 为 脚 时 态 , 则 4 是 &8 一 和 抵 阵 当 且 仅 当 中，,9e， 的 
边界 点 =- 各 z+ 至 少 有 一 个 正则 ,并且 当 条 件 满足 时 ,存在 诚实 8 
过 程 . 

证 明 ” 先 证 充分 性 ”由 于 x7 和 z+ 至 少 有 一 个 正则 ,不 仿 设 
z+ 正则 . 
用 BCD. B+ 和) 和 "(和 ) 分 别 表 示 最 小 85 ;8s,, 和 Qs 过程， 


《9. 4. 41) 


显然 
CH) 0 
o Br CA 
类 似 于 定理 9. 4.2 的 充分 性 证 明 , 可 知 方程 
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(WD 一 C9, 4. 42) 


Al — Qs YF = 0, 
| (2 0)， 


OUE Ls 
存在 非 零 钥 NA EE Lot ,满足 条 件 
lim AnCA) 1 = eo. {9. 4. 43) 
记 ee? = (yj) EE Bf = Ci EE Bo)”, 
2 一 《0 此 处 0 是 画 - 上 5 行 向 量 . 


4 


那么 
TDKA) E Loos Liman (A) 一 让 
limAn I CAL 一 十 20. (9. 4. 44) 
令 


FC) 一 et 二 (C4) 十 mM), 
EY) 一 1 一 aD1, 
1 


"0 TET CT 
RCA) -| 。 0 
0 DC) 
| 
+ rw | oj (1 (2) 《9. 4. 45) 


由 分 解 定理 (9.4. 44) 及 恕 稳定 态 均 保守 知 RD) 是 一 个 诚实 @@ 过 
程 . 

以 下 证 明 必要 性 成 立 . 

设 8 是 8 一 秆 阵 ; RLM) 是 一 个 外 这 程 , 我 们 将 证 明 z7 ,zt 至 少 
有 一 个 正则 ， 

对 RC2) 闫 于 瞬时 术 0 使 用 分 解 定 理 得 
0D 必 1 


ROA) 一 
和 l oR(Ch) 局 人 


| 十 rc jc 9 ， 


(9. 4. 46) 
其 中 ROW) 是 Qs 过 程 和 (和 一 eC 科 一 了 091 一 十 oo， 
(让 十 ec 
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利用 入 EE Preylin 和 (1 一 十 co 与 证 明 (9. 4. 33) 相同 ， 
可 证 得 


inf DY ors(4) = 0. 《9. 4. 47) 
IE yes, 

从 而 下 列 二 式 至 少 之 一 成 立 : 
inf 3 ori(4) = 0， 《9. 4. 48) 
i 

或 者 
inf > eraf2) = 0, 《9. 4. 49) 
ty 

车 (9. 4. 48) 不 成 立 , 则 inf > ru > 00>> 0) ,我 们 将 证 
5 一 8 


明 此 时 必 有 ss Ra) 是 {0} U + 上 8mus,, 过程 ,由 定理 9.4. 2 得 
z+ 正则 ， 《此 处 。 RCA) 表示 ROC) 禁止 五 0o- . 
事实 上 ,由 禁止 概率 的 定义 及 引 理 8.1.2 和 引 理 8. 1. 3 知 , 为 
了 证 明 s_R() 是 gous 过 程 ,只要 证 明 | 
lm esr) = 1 (9. 4.50) 
如 果 {9,4.50) 不 成 立 ; 由 让 .L.Chung[111 ,$11 中 的 定理 4 
之 系 知 ,存在 {tr} 所 名- ;使 得 
im; 一 TojtA), Cv 了 去 EA > 0). £9. 4. 1) 
由 上 式 及 (9. 4. 46) 得 


lime (WD 一 1， > 0). C9. 4. 52) 
但 由 分 解 定理 ,2 所 1 一 468(D1, 因 此 (9.4.52) 与 inf 之 ， 
-E20 


oratA) > 0 蔬 盾 ! 从 而 tim 3s Po) 二 1,5_RL 和 是 gious, 过 程 ,z7 
正则 . 

同 理 , 若 59. 4, 49) 不 成 立 , 则 2 正则 . 

因此 ,为 了 完成 必要 性 的 证 明 , 只 需 在 (9. 4. 48)、(9. 4. 49) 同 
时 成 立时 证 明 z .z+ 有 一 个 正则 即 可 . 

注意 到 的 稳定 态 全 保守 ,由 分 解 定理 容易 证 得 sR( 和 D 是 互 弄 
Qa, 过程: 因此 ,XoRCW1 一 BC2)1 是 方程 
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(和 一 @)P 一 0 
(n> 0) (9. 4. 83) 


OPALl, 
的 解 . 
由 于 


Qs 0 
Qu = | o | 


从 而 5 满足 方程 (9. 4. 53) 当 且 仅 当 如 满足 以 下 两 方程 组 C9. 4. 54} 
和 (9. 4. 55) 
避 — Qs, 07 一 0， 


(A 0), (9. 4. 54) 
0 去 7 1 


(7 一 0 Je 一 0， 
和 et (> 0 (9.4.55) 


0 Ut 1， 
《其 中 5 和 分别 表示 吕 在 酚 - 和 名 + 上 的 限制 ,以 下 类 似 记 号 
意义 相同 》. 
人 这样, (20RCD1 一 和 (和 1 01 一 好 (1)1 分 别 基 
《9. 4. 54) 和 (9. 4. 55) 的 解 . 注意 9，;Qs, 均 为 全 稳定 单 边 生 灭 吕 
一 矩阵 ,由 (9. 4. 48), (9. 4, 49) 以 及 引 理 9.4.3 得 (4 60RCX)1 一 
5(001- 一 0 C40RCODL 一 35001+ 一 0, 故 
用 [Oe 一 CDD | 加 
6 再 [3TL 一 ADCNY1 = | 二 0， 
(2% oRCAML 一 ABCAY LDT | 
即 
$— (2) 0 
uC) = BO) = | 0 pt 由 
由 (9. 4. 46) 及 引 理 3.1.7 和 引 理 3. 1.8 得 
EC 二 本 CF 二 ECA NCA) = eT 十 DD 
(C9. 4. 57》 


《9. 4. 50) 


lim An (C1 — $Y <+ oo, 
liman(%)E 一 十 ce， 《9. 4. 58) 


nC2) = CRM TNT) EC) 一 2 |， (9.4.59) 
D+ 
其 中 加 -EE Leow13( 和 D7E Lotro 分 别 是 方程 
tA 一 We) = 0， 
ocver,, (4 > 0). 


vtAT — Qa.) = 0， 

A> 人 0)， 
loSve rs,, 02> 0) 
的 解 ;和 障 EC2)- 所 对 oo 和 or 分 别 是 方程 (9. 4. 54) 和 
《9. 4. 551 的 解 ， 

类 似 于 (9. 4. 37) 可 得 

Him aDBFY + os (9. 4. 60) 

注意 em1 之 十 oo ,由 (9.4,58)、C9.4.60) 得 
lim nC)8 一 十 co， (E 一 limé (%)). 

从 而 下 列 二 式 至 少 之 一 成 立 : 
Hm 彻 (4)- 2 二 十 cc， C9. 4. 61) 


或 者 . 
lman (1 Et 二 十 00， (9. 4. 62) 

车 (9. 4.6]) 成 立 ; 则 议 加" 关 0,2 和 7- 关 0 由 《 杨 向 群 [1], 定 
理 5.3.1 和 引 理 5.5.4) 得 #7 正则 . 同 理 ,着 (9.4.62) 成 立 , 则 矿 
正则 . 

从 而 ,在 任何 情况 下 ,z- 和 z+ 至 少 有 一 个 正则 . 定理 证 毕 . 

最 后 ,只 要 考 芽 双 瞬 时 态 双 边 生 灭 矩阵 了 . 

设 呈 一 fo 一 ze 一 2 一 1.0.1,2 292:Q@ 是 形 如 (9. 
4, 2) 的 双 瞬 时 态 双 边 生 灭 托 阵 ,gm 三 十 So yw， 一 十 99 ,m1 < fhe, 
记 昌 一 人 et 一 下 一 人 一] 有一 (人 rs 十 1 十 2 
mz 十 Re} 5, ;OE, 分 别 是 8 在 品 和 6。 上 的 限制 ; 均 为 全 稳定 单 边 
生 灭 矩阵 , 仿 (9. 4. 25)、(9. 4.26) 和 (9.4.27) 定 Qs ,8s, 的 边界 
点 0 ,a 
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定理 8.4.8 设 @ 是 形 如 (9.4.2) 的 双 有 瞬时 态 双 边 生 灭 第 阵 ， 
qm 一 十 co 二 十 Om 之 mm; 则 旬 @ 是 8 一 算 阵 当 且 仅 当 ?和 和 
2? 同时 正则 , 而 且 当 条 件 满足 时 ,还 存在 诚实 8 过 程 . 
证 明 “” 先 证 充分 性 . 设 < ,x 均 正则 ,我 们 将 构造 一 个 诚实 
8 过程. 
令 BC) ,B02) 分 别 是 最 小 9r 过 程 和 最 小 89s, 过 程 . 
Mi) sD — Qe Vu = 0,0 AN) SE 1}, 
ItV MD Qn) = O00 E Lr}, 
MD SD Oo We MN = ,0 a 1, 
LA Qa) = 0000 EE ks,}. 
由 于 zx ,zx 正则 ,由 ( 杨 向 群 [1], 引 理 5. 5, 3、. 引 理 5 5.4 和 
引 理 5. 5, 5 知 , 存 在 YA) EE 人 Doves 了 (C4) EE 工 二 门 
Laiwew ,使得 
lm (M1 一 十 ceo， 
Hm A CA 一 十 ceo。 (9. 4.63) 
网 Pe 
ee gj ERNE), e® gj € EU BE), 
TC) 0 
0 2 | " 
PN = ed) + PN, Da), 
PN) = eB 十 《0 ,PH 7) ， 
nC 一 0， (ma < < ), 


A) = | (9. 4, 647 


cn 1 Co— AVCA)L 
Sm) = ols, » 
Ds 
oo- 
1 — A C1 


EID=0, a), 
则 
“。265 ， 


FI) E Lo EPON E Meow, 
lm CD = (gj € BU Bs), 
Him" (WN = (gui €E BL Be)”, 
liman™ (A901 一 二 00， 
《此 处 mm 入 2 和 m2 一 Hime" (0,0a、0|a 分 别 是 名 上 零 行列 
向 量 ,同样 理解 ,01s,) 而 县 
HE + oo, lm sr? =+ 
lim CHE® < 十 co， (nF m), 
还 满足 
Ssm cn) = 1 CO— 850)1., C9. 4. 65) 


| 


定 凡 fom," } XxX {me se } 上 常数 盾 阵 C 一 {ci 如 下 : 
一 一 (gs 十 lmigd (4)sP), Ci) 


Cs 一 > 6 十 lm CC — £1)., (9. 本- 人 GD) 
1=m] jet 人 
令 
MME = CMO MEF Jse tm smn 
是 fm ym X {mis"…* mz} 上 生 阵 . 
由 多 维 分 解 定理 《定理 3.4.2) 知 , 短 阵 十 向 十 知 ( 人 0 有 族 
矩阵 且 族 非 负 . 


再 令 
ACM) 二 十 和 十 C6) 71 
"CAY . 
Wh) 一 : 站 
"CA 
最 后 令 
| 0 | 二 (和 45 和 3 人 2 
R{4) 一 y 
0 GON EC ACAY ECA CA 


由 多 维 分 解 定理 (定理 3. 4.2) 知 ,R(X4) 是 吕 过 程 , 由 (9. 4. 65) (3， 
4.66》 向 RC(A) 还 是 诚实 的 . 
以 下 证 明 必 要 性 . 设 吕 是 8 一 矩阵 ,RD 是 一 个 8 过 程 ,对 
Ri) 关于 状态 集 {m,…,m:} 使 用 多 维 分 解 定理 得 . 
0 0 ACh) ACIINCAY | 
lA | 
0 更 (加 EC ACH)Y ECACNCA)! 
《9. 4. G7) 
其 中 到 (2) 一 .和 是 9eus, 过 程 , 由 《9.4, 8687) 容易 证 明 到 CC%) 还 是 
B 型 的 . ACAY 是 RCAY 在 {mm X imi | 上 的 限制 . 
CA) 


HA) 一 | » (4) = CEPD AY sn EN) , 


et) 
gHY Trey ECD) 人 Mp: 


Wt 


SOD 1 一 D1, C9. 4. 68) 


=| 


lm OD em) < 十 ,mm NE 一 十 co， 
ros Mao 


{9. 4. 69) 
lm ay? A 一 Sep) < oo im (We 一 十 oo， 
oo oo 


(9. 4. 70) 
以 下 证 明 
inf >) PW) = 0, (9, 4, 71) 
Ee Us, 
inf 祖 ) 各 (DD) 二 0. (9. 4. 72) 
iE ss ERs, 


若 C9.4.71) 不 成 立 , 则 inf 了 > 各 (2) 记 0G， 以 > 0), 用 


iE REF US, 
mRCA) ,CA) 分 别 表示 C4) 禁止 馆 时 态 m 和 wm 而 得 到 的 Qs iw) 
过 程 和 8s-'m,: 过 程 . 由 禁止 概率 的 定义 可 得 
inf DD) yinf DD) yl) 


jE {m} iE BjE pm mg} 
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一 inf 全 入 (0 > 0， (> 0 《9. 4. 73) 


‘EhjerUs, 


同 理 得 
inf i020)， 
EBERT {ms} ERER UR, : 


(C9. 4. 74) 

利用 (9. 4. 73?、(9. 4.74) 和 仿照 (C9. 4.50) ,C9.4.51) 和 (9. 4. 52? 的 
证 明 可 证 得 ,对 RC) 禁止 画 之 后 所 得 到 的 Rh) 是 8s-_s 过 程 . 但 
es-s 是 单 边 生 灭 矩阵 ,会 两 个 鼎 时 态 mm 和 mm ,这 与 定理 9. 4.1 的 
结论 矛盾 , 故 (9. 4. 71) 必须 成 立 . 

同 理 可 得 C9. 4.72) 成 立 ， 

利用 59. 4.71?7、(9. 4.72) 以及 (人 和) 是 8 型 Ws vs 过程 , 且 

gr 0 

必 网 | 
仿照 (9. 4. 53)、(9. 4. 54)、(9. 4. 55) 和 (9, 4.56) 的 证 明 方 法 ， 
可 得 


Wal Us, 一 


(2) = BN 一 2 0 | 
' 0 BOA) 
因此 ,wD CGA) AY EE Lo sem CA Em EE Me 
-由 引 理 3, 1.7 和 引 理 3.1.8 有 
WDA = et 人 (2) 十 I pH) = er BN + I" (A, 
EMH) = DOWNFm 十 EPDM EDN = DODF™ + Em (A), 
其 中 
eV = (gsj EE EU BE) f= (gE BU ER), (n= moe,mz), 
ym《A) 所 Ze 且 满 足 方程 
[ve — Qa us) = 0, 
人 = PE LeUs,s 
Em) E Moww 且 满 足 方程 
(7 一 Guun)5 = 0， 
人 Ul， 


(C9, 4, 75) 


(a> 0), (C9.4.78) 


(4 > 0). (9. 4. 77) 
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《ma 一 mi sy ma) 
类 位于 《9, 4. 37) 的 证 明 , 可 得 
Jim 条 (Bf < 十 Oc lim hr CA BF mY < 忆 十 Do, 

由 《9,. 4. 69)、(9. 4.70) ,注意 el 之 十 cco,e ?1 之 十 避 ,得 
lm CAE = oo mm Co En) < 05, 
A—=ca do 

(9. 4.78) 
lim ?CAE 一 十 ce， lim 一 人) + 00. 
C9. 4.79) 
故 
lim A CE < 一 oo， im me CA ED < 十 co， 
hoo or 
(9, 4, 80) 
若 了 ( 妇 是 EU 上行 向 量 或 列 向 量 ,用 了 (OD5 ,了 (%)6 分 别 表示 
了 (和 在 妃 和 上 的 限制 ， 
注意 (9. 4.75) 以 及 


Qs 0 
We Ue, 一 Qs, " 


可 得 (0295 oa 过 Le 满足 方程 
vA 一 名 一 0， 
抽 VE Le, 
FE Lomew 满足 方程 
vA — zr,) = 0, 
1 VvEL,, 
ED Eee 满足 方程 
(Cal — Qa 0 = 0, 
| UCl, 
ED EE Mew 满足 方程 
CA — Bs = 0, 
人 所 了 过 1 


(A > 0 C9. 4. 81) 


(A> 0), 9. 4, 82) 


(4 >> 0). (9, 4. 83) 


(> 0). (9. 4. 84) 
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再 注意 方程 (9. 4, 81)、(9. 4.82)、(9. 4. 83) 和 (9, 4. 84) 均 至 多 有 
一 个 线性 独立 解 ,综合 (9. 4.78)、(9. 4,79) 和 C9,4.80) 三 式 得 下 
列 C9. 4.85)、(9. 4. 86) 之 一 成 立 . 
lm Was = lim Ns? 一 十 ce， 
(9. 4. 85) 
或 者 
lm i Cs SE 一 十 cc， lm 4 C2) 8, Bn 二 十 oo. 
(9. 4. 86) 
若 (9, 4.85) 成 立 , 则 方程 (9.4.83)、(9.4 84) 分 别 有 非 零 解 
Em 各 22 (4)s 由 ( 杨 向 群 L1] 定理 5. 3. 1)z 正则 或 流出 ， 
xz 正则 识 流 出 .由 (9. 4.85) 有 "CD85 天 0 (2 闫 0; 由 ( 杨 
向 群 C1 引 理 5, 5. 4) 得 sa 正则 或 流入 ,x3 正则 或 流入 ,因此 ,a 
正则 而 且 #3 正则， 
车 (9. 4.86) 成 立 , 同 理 可 得 2? ,x 均 正则 , 因此 ,必要 性 得 
证 . 定理 证 毕 . 


$5 驹 时 态 7 一 可 和 的 8 一 答 阵 


设 0 一 (gy;iyj 8) 是 拟 8 一 矩阵 , 称 4 的 瞬时 态 i 是 4 一 可 
和 的 ,如 果 gj 所 十 co， 
ji 
如 果 台 的 所 有 上 姐 时 态 均 为 # 一 可 和 , 则 称 8 为 衣 时 态 g 一 可 
和 


本 节 给 出 瞬时 琳 ? 一 可 和 的 拟 @ 一 矩阵 成 为 @ 一 矩阵 的 一 个 
充分 条 件 ,. 当 条 告 满足 时 ,还 证 明了 存在 无 穷 多 个 诚实 过 程 , 具体 
来 说 ,得 到 了 下 述 结果 . 

定理 9.5.1 设 @= (gj;i,j EE) 是 及 时 态 ? 一 可 和 的 拟 & 
和 掉 阵 , 令 一 {iG 所 十 0}， 

ci) 车 会 无 穷 多 个 瞬时 态 , 则 8 是 8 一 定 阵 . 
sa 


Mi 车 吕 舍 有 穷 多 个 瞬时 坊 ,而且 


。 1 _ 
inf Ta aQ. 9. 5. 1) 
其 中 = 2 eg GE 抽 ). 则 8 是 9 一 矩阵 . 


1EE— i 
而 且 , 当 条 件 满足 时 ,存在 无 穷 多 个 诚实 8 过 程 ， 
(i) 的 证 明 由 定理 5.1.1. 定 理 6.1.1 和 定理 8.1.3 立 即 得 到 ， 
为 了 证 明 (ii) , 先 给 出 下 列 引 理 . 
引 理 9.5.1 设 E= 全 } UU 所 :多 二 (gy3iyj 全 牟 ) 是 单 瞬时 对 
角形 拟 8 一 窍 阵 ,其 中 
一 oo， i 二 j= 
i i 二 jE EB; C9. 5. 2) 
Lo, i 天 也 
如 果 对 于 吾 上 某 列 向 量 C 一 (oi € 本 "其 中 0 寺 & 志 十 co0 扫 
CF iE Eo) 有 


inf 于 二 
Elta 


则 8 是 8 一 答 阵 ; 并 且 存 在 @ 过 程 RC) 使 


HmAtl 一 ABR) = 0. 


一 必 ， (9. 5. 3) 


证 明 ”由 (9. 5.3), 可 把 分 成 可 列 个 无 限 子 集 本 一 UU 有 
BB 站 B= 地 ,使 


一 ~ . . 6. 
1 二 0， Cn 2 1) 《9. 5. 42 

由 (9. 5. 4) 可 在 B. 上 取 非 负 实 数列 a% 一 {a*), 使 

Da 一 十 oo， (9. 5. 5) 

EED, 

liom 二 上. 《9. 5.6) 

EB 全 于 

( 若 一 0, 取 对 应 的 om 一 0, 并 约定 0/0 = 0)， 


念 


— fis i= jEB， 


4 号 一 0 i EB. 
则 go 一 Cg 5i,j € 及 ) 是 9 在 B. 上 的 限制 . 
令 
CVE BO Sm Cyt EE BY), 
a 
a — 本 4 4 十 型 
C4) = 竺 一 re 
2 十 8 二 of 全 一 上 
1 入 
十 名 于 十 办 杰 
《9. 5. 7》 
由 (9. 5.6? 向 
oo; 
De C0 1, {9, 5。 8) 
EE 末 
若 令 
各 (和 一 (3 jE B), 
nA a BAY, 
其 中 C= (oiE RB) = 0， 
那么 
下 一 lim&( 一 1 一 对 
之 本 和 i 
故 
一 人 
1 各 一 gi 和 
从 而 
加 Xa 1 
人 入 (0041 &) 到 2 4 十 gg 
i 0 ty 
PD 
<] < 十 CD (9. 5. 9) 
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由 定理 3. 5. 2,mo (Ch 是 人” 过 程 , 而 且 


lm Ad 一 OCW) = oO, 《9, 5. 107) 
车 令 
ny 1 te" - 
诊 (4) 一 1+4S 号 a 人 鱼 一 上 生 入 十 全 (jEB), 
ER 和 十 可 dr 
9,5, 11») 
FIA) = WCDI E BY, 
与 引 理 9,2. 6 类 似 可 证 
OM 一 I 一 《站 一 NOPDEV CD), hog > 0). 
《9, 5. 12) 
令 
EN 一 工 一 AoE FHMNO™, 《9, 5. 13» 
显然 
(一 ENA = Cp Oo 人 本人 和 《下 (hp 0 


£9, 5. 142 


可 《 
= limeo( 和 一 1 一 三 一 上 一 <》 二， (eB). 
e lms ( Fi i 安 i 


(C9. 5, 15) 
由 (9. 5, 6) 
i 1 
1 一 人 入 这 十 禹 : 
令 
Bak 一 CE se 伍 By}. 
那么 
+ 人 
lim% C0) = lim a 一 一 一 1 
斌 下 人 十 73, -和 Eb Cx 
EB, 4 二 dt 时 
(9.5. 16) 
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fy 人 二 jEB, 
bm" CA — EY 2 + lim i ha i rr 
不 它 下 和 十 亚 负 
= 十， (C9. 8. 17) 
jn 4) Eg EM 
i 红 后 JEB。 外 十 人 
志方 . (9.5, 18) 
他 
nA) = HOC CA) ， 9. 5. 19) 
ELHY = CEDECA) ,EDOM ,dT ‘(9.5.20) 
分 别 是 B 一 UB, 上 的 行 向 量 和 列 向 量 . 
显然 
EA) 
WAY = ED » 9.5.21) 


是 gs, 过程 ,其 中 Qs, = (gid E Bo). 
由 {9. 5. 11) 一 (9. 5. 18) 得 


VA) 一 3 = Ca Oo FOP, C9. 5. 22) 
s(tA} 二 1 Co A — PA, (9. 5. 23) 
ECA) 一 上 (2 = Cp PONECR, (C9, 5, 24) 


2D1 = 六 说 CD 苹 > 言 之 十 co,limy() 一 0 


有 一 1 5 有 


(9. 3. 25》 
lm Aan Oo > lim > nC) 一 十 oo，(9. 5. 26) 
Mm a=1 * | 


EE 
jim 刘 于 入 ,1 一 后 一 这 iim 和 2 区 CD01 一 人 
am a=i jen, 


227 * 


> 去 < 十 cc， 《9. 5, 27) 


n=l 


0 1 
0 A) ECAY 
其 中 ,rw (和 0) = 一 ke 十 六 十 22 十 lm A[9(D ,1 一 £7 
《9. 5. 29) 
由 《9. 5, 22) 至 《9. 5. 29》 及 分 解 定理 可 知 Ri) 是 如 过 程 , 并 


RLM) 一 | 


J+mo| ja 下 ( 2 《9，5. 28) 


县 
tmaki 一 ARCAI) 一 

以 下 来 证 明定 理 9. 5. 1 中 {ii》. 

先 对 单 瞬时 态 恕 证 明 (i), 设 》 是 瞬时 态 ,由 于 如 是 单 瞬时 态 拟 
@ 一 证 阵 , 瞬 时 态 关 是 ?一 可 和 , 若 今 

Bb 三 三 2 + (EB), 
CS (Cori EF, OM = (C0ri E BE), 

那么 上 < 十 co (EE EY. 


由 《9. 5. f) 有 
1 二 = 0. (9. 5. 30) 
设 如 是 下 X 旦 上 单 瞬 时 态 对 角形 拟 @ 一 矩阵 ,其 中 
_ — gi i= jE€EE; 
和 10， i 区 
由 (9,5. 30) 及 引 理 9. 5. 1, 存 在 总 过 程 严 (27 使 
lim 2(1 一 MFCAYIY =— CO. (9. 8. 31) 
令 
en = (O03j EE Eo (1}), 
Ce = (003) € HY, 
那么 


一 Cn0ienl 一 cc (EE. 
i 生 时 
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对 E 的 元 素 排 序 ;不 妨 设 E= {byl ,2 }, 令 


et pAY 
he 十 Me pODPCD? 


(9. 5. 32) 


POY = PO 十 FOCH 


其 中 
PO = mr (OO, 
页 下 他 


下 加 一 lim%e™ YA — BOM) A etl = 0 二 oo. 
(9. 5. 33) 
车 在 (9. 5. 32) 中 出 现 姜 ,规定 二 0. 
由 定理 3.5. 2 ,多 ( 是 @9 过程 ,中 (和 ) 的 8 一 窍 阵 8 满 


足 
4 一 人 5 (所 吾 )， C9. 5. 34) 
=， GE Bj EE), C9. 5. 35) 
并 且 
limaCl — 4 yD = 站 一 2 《9. 5. 86) 
ro jE Gy it EE Eo. 
又 念 


etaAy 
Fa 十 Me (CAYO 


《9. 5.37) 


ENNY) 一 一 EOCAY) 十 到 (Tt 


同 理 可 知 ,P 吕 C0) 是 8 过程,8 一 什 阵 8 满足 
9 一 4， Go= b,j E). {9, 5, 38) 
4 —&;, (EE— {bliE EF, (9.5.39) 


并 且 
PU 六 POO VON), 
C= 6&,1; 
， YA 一 
HG 一 42 和 0) 一 1 ie 人 


(9. 5. 40) 
依次 下 去 ,可 归纳 定义 一 列 过 程 { 和 (3 来 二 
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POD EYE ED ED 


(9. 5, 41》 
更 TD 一 Pn [| 十 更 (CT 
tt Di A 
ht 十 rT (9. 5. 42) 
TD AD 的 如 一 知 阵 [| 满足 
5 一 bl ,es ls:s E 
eg+5 = | 2 5.43) 
他 将 则 ， 
8， 3 一 
lim3K1l 一 4S fro) 一 | 
a 人 a， 否则 . 
《日 5. 44) 
令 
IN) 一 im "4), 《9. 5. 45》 


那么 ,利用 每 个 "(WD 是 8" 过 程 这 一 事实 及 单调 收 仇 定理 得 ， 
efA) 是 吾 上 的 马 氏 链 ， 
由 (9. 5, 44) 及 芭 ee) 六 到 (2) 得 
lImX(1 一 WD = 0. 《9. 5. 46) 


设 8 是 区 (0 的 如 一 竹 阵 ,以 下 证 明 ”一 多， 
昌 间 ,加 区 在 ,让 # 充 分 大 使 站 皇 (B12} ;由 于 WW 下 ( 科 这 
VAY 得 
0 RAMP ND C—O 5 


— PAD 一 Hp CN) 


=401 — AD WWE) 一 1 一 双全 Wr CY) 


) 


| 


j 怕 旺 jE 下 
士 生 了 (0) 一 W )) 
?ER {0} 
EAT 一 2 (0) 一 MI 一 12 ND) 
jE 晤 JE 时 


AC — LO pC ). 


JE 机 
由 C9, 5. 44), 有 
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mA 一 一 规避 (0 一 矶 0 
从 而 
gh = Eh = i 
故 
0 = 8. 
从 而 到 of) 是 日 过 程 ,8 是 8 一 和 矩阵. 至 于 诚实 8 过 程 可 由 以 下 
构造 出 来 
任 取 吾 上 不 等 于 零 的 非 负 可 和 行 向 量 a 二 (ae € 本 ， 念 
BPY 
Ma CAI 


《9.5. 47) 


RM) = WD 二 CC 1) 


魏 C9,5,46) 及 定理 3.5.2 知 RC 是 诚实 过程， 
由 于 瞬时 态 3 沟 4 一 可 和 ,对 RC 关于 禁止 状态 5 使 用 分 解 定 
理 , 可 构造 出 元 穷 多 个 诚实 9 过 程 . 
以 下 对 于 外 会 mm 六 1) 个 瞬时 态 情 况 ,证 明 5i). 令 
ca 一 > (i € EB). 


jE 一 iii 
由 于 98 为 瞬时 态 了 7 一 可 和 ,那么 < 二 co GE 到 . 令 台 是 8 的 
对 角 线 元 组 成 的 对 角形 拟 8 一 矩阵 , 由 
1 十 台 


一 0. 《9. 5. 48) 


根据 & 的 酶 时 态 个 数 , 把 可 分 成 mm 个 可 数 集 的 并 . 
BUB®, EPNEP=Y, GD, 
; 1] Te 
Ta 【1 < ). 
设 五 一 {br sk = 1 是 吕 的 和 个 瞬时 态 ,分 别 考 虑 台 在 {5} UJ 
B69 荆 的 限制 有 ,使 用 引 理 9. 5. 1 可 得 到 "过程 竟 WC). 令 
FAY 


BCAY 
P(A) 一 , ,9.5.49) 


tm) 《2 


那么 于 (和 ) 是 驴 过 程 ,是 
limX1 ~— VD =0, C= (6,i€ 有 7 (9.5.50) 
剩 下 的 证 明 与 前 耐 完成 的 单 瞬时 态 情 况 的 证 明 完全 一 样 . 故 略 . 
到 此 ,定理 93.5.1 全 部 证 完 . 


$ 6 ”补充 与 注 记 


合 瞬 时 态 对 角 型 8 一 和 抑 阵 的 特征 由 刘 再 明 , 陈 安 乓 给 出 ,人 上 
取 自 于 刘 、 陈 [11. 

D. Williams 在 构造 全 肯 时 态 & 过 程 时 ,使 用 了 8$ 2 中 研究 的 单 
瞬时 访 加 边 对 角 型 8 一 矩阵 所 对 应 的 8 过程 ,但 是 ,他 并 没有 研究 
这 种 名 过 程 存在 的 充 要 条 御 . 这 一 工作 由 邹 捷 中 . 刘 再 明 完成 . $ 2 
取 自 于 邹 、 刘 [J. 

柯 氏 夭 阵 最 初 由 Kolmosgorov[3] 提出 ;之 后 :Chnung K.L.' 和 1] 
和 Reuter[ 1 对 此 进行 了 详细 研究 ,得 到 了 定理 9. 3.1. 陈 安 呈 将 柯 
氏 答 阵 进行 推广 ,得 到 了 定理 9.3.2. 在 此 基础 之 上 , 张 汉 君 对 柯 
氏 矩 阵 作 了 进一步 的 推广 ,得 到 了 定理 9. 3. 3. 

$4 取 自 于 站 再 明 、 修 振 插 [ 生 灭 @ 一 矩阵 ,即将 在 (数学 学 
报 》 发表], 其 中 ,定理 9. 4.2 由 唐 令 其 [11 得 到 ; 引 理 9.4.1 由 费 志 
法 [1] 得 到 ; 含 肯 时 麻 双 迎 生 匹 过 程 的 存在 唯一 性 问题 由 刘 再 时、 
侯 据 所 [C1] 所 解决. 

关于 生 灭 日 一 完 阵 定性 理论 的 进一步 讨论 见 刘 、 伍 [ 生 灭 @ 一 
和 矩阵]. 单 瞬 时 态 单 边 生 灭 过 程 的 构造 见 唐 令 其 [1]. 含有 限 个 瞬时 
态 双 边 生 灭 过 程 的 构造 见 刘 再 明 [ 仿 瞬时 态 生 屎 过 程 的 构造 ,即将 
在 4 数学 年 刊 》 发 表 ]. 

§ 5 取 自 于 刘 再 明 [ 1 
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1 oc 过 程 的 唯一 性 


$1 结果 的 陈述 


设 8 是 8 一 矩阵 ,本 章 研 究 在 什么 条 件 下 QQ 过程 唯 一 . 具体 来 
说 ,我 们 得 到 了 下 列 唯一 性 准则 ， 
定理 10.1.1 设 如 = (oo8 汪 毛孔 ) 是 一 个 8 一 第 阵 , 则 存在 
唯一 竟 @ 过 程 的 充 要 条 件 是 8 全 稳定 (有 即 &: 志 十 co,Y¥ iE€ 反而 且 
下 列 两 条 间 时 成 立 ， 
《iD ”2D 条 件 成 立 , 即 
inf4 2 pu (2) >0, G0); 《10. 1. 1) 
(i) B24) 诚实 ,或 者 方程 
WC — 0) 一 0， 
go €E bs, CA 0) 10, 1, 2) 
只 有 和 零 解 . 
其 中 G6( 一 (ps(%4) :i,j EE 8) 表示 最 小 如 过 程 ， 


&2 定理 10. 1. 1 的 证 明 : 必 要 性 部 分 


本 节 证 明定 理 10. 1. 1 中 条 件 的 必要 性 ， 
引 理 10.2.1 车 包 是 带 台 时 状态 的 8 一 和 矩阵 ,; 则 存在 无 穷 凶 
个 过程, 从 而 恕 过 程 不 叭 一 . 
证 明 “” 设 &@ 是 一 个 带 瞬 时 状 森 的 & 一 抢 阵 必 是 任意 一 个 瞬 
时 状态 ,82) 是 任 一 吕 过 程 , 对 有 (23 关于 状态 使 用 分 解 定 理 有 
“了 3 


sa 一 |。 上 wl, 
lo wl eo) 


其 中 ra = 一 (ce 十 4 十 39360081co 守 0 是 常数 . 
任 取 c 之 co; 令 
tr 人 二 {ec 十 和 十 40 和 D8]!， 
0 4 1 
0 EY SC) 


《1 10. 2.1) 


(4) 一 | 


tro ja AY) 


(10. 2. 2) 

由 分 铭 定理 易 得 ,RR() 是 日 过 程 量 当 c 之 co 取 不 同 慎 时 ,得 到 不 同 
的 疡 (加), 从 而 存在 无 穷 多 个 9 过 程 . 

引 理 10. 2.2 设 & 是 全 稳定 8 一 和 窍 阵 ,$04) 是 最 小 8 过 程 ， 
如 果 8 过 程 唯一 , 则 定理 10. 1. 1 中 , (i) 同时 成 立 ， 

证 明 如果 (五 ) 条 件 不 成 立 ,由 推论 4.2.1 知 ,存在 无 穷 多 个 
诚实 怠 过 程 , 从 而 如 过 程 非 唯 一 . 

设 条 件 (ii 不 成 立 , 即 由 (4) 不 是 诚实 的 , 且 (10.1. 2) 有 非 零 
解 ,从 而 由 引 理 4. 2. 3, 存 在 非 零 的 行 协调 族 nC 各. 令 


CA) 
AnCAyl” 


由 定理 3.5.2 得 ,BR( 科 是 一 个 异 于 BW) 的 88 过程, 从 而 8 过 程 不 了 唯 


ROD 一 BD 十 《1 DL) 


(10,. 2. 3) 


综合 引 理 10. 2. 1 和 引 理 10. 2. 2, 我 们 证 明了 定理 10.1.1 中 
条 件 的 必要 性 . 


§3 定理 10.1.1 的 证 明 : 充 分 性 部 分 


本 节 证 明定 理 10. 1. 1 中 条 件 的 充分 性 ， 
首先 ,我 们 指出 ,在 8 全 稳定 之 下 ,定理 10.1.1 中 杀 件 () 北 含 
方程 
(Hf — QU = 0 
ott, (2 0) 《10. 3. 1) 
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只 有 零 解 . 
实际 上 ,由 定理 4.2,1, 条 件 G) 等 价 于 
sup{ > EN) + RW} 1, (4 > 0), (10. 3.2) 


其 中 五 , 庆 ( 和 ), 节 (2) 的 定义 见 第 四 章 3 2 

因为 天 (2 天 0 时 ,sup (和 一 15ZC 是 (10. 3.17 的 最 大 
解 ) ,由 (10. 3. 2) 知 ZX(4) 一 0, 即 方程 (10. 3. 1) 只 有 替 解 . 

这 样 ,条 件 (i) 等 价 于 下 面 两 个 条 件 

(i) 方程 10. 3. 1) 只 有 霍 解 ; 

(iz) sup spat, < 1， (> 0). 


以 下 证 明定 理 10. 1. 1 中 条 件 的 充分 性 ， 

设 9 是 全 稳定 8 一 矩阵 且 定 理 10.1. 1 中 条 件 Gi) ,ii) 成立 . 设 
(2) 是 任 一 如 了 过程, 由 全 ) ,定理 4.3.1 中 的 BC) 二 0, 从 而 (4. 3 
2) 作为 1 

BD 一 ph DOTAY. C10. 3. 3) 
5 本 冉 


如 困 五 为 空 集 , 由 上 式 知 ,C4) 二 (加) , 因 面 & 过 程 玲 一 .下 设 将 

非 空 ,将 (10. 3. 3) 式 代入 至 (j 的 预 解 方程 ,注意 204) 满足 殉 解 方 

程 , 以 及 由 于 引 理 4. 2.7,X CN) ,Ca 外 H) 线性 独立 ,得 
FOVACS A = PO + Gao DDLF OD PRODI), 


(a € HY. 《10. 3, 4) 
其 中 ACG) 一 了 十 0 一 $a). 

为 为 严 人 4 0;4[( 和 ),1] 志 1 由 上 式 可 见 , 对 任意 4,& 半 
0,7 4)ACA, 1) EE Ls. 于 是 固定 a 肪 44> 0 = (ACA) Ca 
> 0) 是 行 协调 族 , 由 引 理 3, 1, 7 得 

IE) = oF 十 jn), 
其 中 a 汪 0 与 无 关 ,7Cp) E Lr 为 行 协 调 族 .由 CD ,Li 二 10}, 故 
(2) 一 0. 叉 由 于 4 与 a 及 和 有关, 故 
站 一 ND, WAD = oT 
即 
。285 。 


OMACA 一) 《10. 3.5) 
特别 地 , 当 下 一 2 时 


ma) 一 ABN). {10, 3. 6) 
由 杀 件 (让 有 
1 SAF CA 11] = A CA GC , 1] 
=[o (DOV nr, 1, 
其 中 
= infh 2 pi) > 0. 
EE 
故 


fe ,1] 才 元 C10. 3.7) 


将 (10. 3. 6) 代入 (10. 3. 4) ,我 们 有 
a = 0) 一 oD Ee BD PU , 


bE 和 扫 
C10. 3. 8) 
由 于 {XC 科 , 沁 0) 的 列 协调 性 有 
oA = mp 十 DL OND — KD TP). 


《10. 3, 9) 
由 C10. 3.8),w (CW) 随 4 增 加 而 不 增 . 往 证 
ci) 0， 24 十 cc. 《10. 3.10) 
实际 上 ,由 于 到 (0 和 惠 (人 均 满 足 恕 条件, 由 (10. 3. 3) 及 (410. 3 6 
得 
lim DY 4 了 (Car 人 822 = 0， 


EE 


aE 
从 而 
imaX CWAp 2 =0, (a€H). 


do 


由 下 (5) 的 连续 性 条 件 得 

Si, Vm ed Ch Gs 一 总 ， 
取 * 一 a 得 证 (10. 3. 10)， 
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上 


4 计时 ;由 (00.3.7) 有 
Se ,POT PD ES DVL, EOD IP) 


3EN 所 凡 


EBTeO FOIRD) CE De 有 (oO 工 


bE 5EH 


EA A 


5EH 
1 2 
7 世 十 90， 
因此 (10. 3.9) 可 写成 
rND De D ,Ke Ce) 


3 


= 80 + Le TOOT), 


5 万 


并 且 当 2 一 十 ce 时 ,可 用 控制 收 剑 定理 得 
0 十 DEFOR TD = eC) 十 了 [0,0]wo7. 


友 媒 bE 时 


所 以 w=0 (EHA 交 站 ,这样 ,RO 一 0 后 开交 六 
0), 从 而 到 (2 一 BC 和 ). 因而 8 过程 是 唯一 的 . 
定理 10. 1, 1 的 充分 性 部 分 和 证 毕 ， 


$4 全 稳定 8 型 了 型 4 过 程 的 唯一 性 


定理 10. 4.1 设 @ 是 全 稳定 & 一 矩阵 , 则 刁 型 如 过 程 唯一 的 
充 要 条 件 是 方程 
(A — OU = Ds 
0 Ol, 
只 有 和 零 解 . 特别 地 ;车 保守 ; 则 过程 唯一 的 充 要 条 件 是 (10. 4. 
1) 只 有 零 解 . 
证 明 用 $C 和) 表示 最 小 98 过程. 设 RCO) 是 任 一 8B 型 8 这 程 ， 
因此 


(> 0) C10. 4. 1 


A DDD A OAR) SL. 
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若 令 
UY = MERC — BOONL. 
则 02) 是 (10. 4. 1) 的 解 , 如 果 (10. 4.1) 只 有 零 解 , 则 
RCAY 一 办 (C1). 

大 而 8 型 8 过 程 唯 一 . 

反之 ,车 (10.4.1) 有 非 零 解 ,由 定理 4.2.1,X(2 一 工 一 
DCD1 一 COI 是 (00.4.1) 的 最 大 解 , 帮 X(t%) 天 0 其 中 已 一 于 一 
D6， GE 8). 因 此 ,最 小 8 过 程 不 诚实 , 任 取 上 不 为 零 的 可 和 
天 
行 向量 ax 一 《mi 人 号 ) 令 


DA) 


RD) 一 更 2) 十 ROD TT op 


(10. 4. 2) 
其 中 外 = limXC2), 
c= lm WU RX) El) + oo 
由 定理 3. 5.2,RC) 的 一 个 异 于 本 (2 的 过程, 且 
CA 一 QIRCA) 一 工 (C10, 4. 3) 
故 RCW) 是 8 型 @ 过 程 . 从 而 8 型 0 过 程 不 唯一 . 定理 的 前 半 部 分 证 
毕 . 只 要 注意 , 若 @ 保守 , 则 一 切 8 过 程 都 是 8 型 的 , 立 得 定形 后 半 
部 分 成 立 . 定理 证 毕 ， 
推论 10.4,.1 设 8 是 全 稳定 8 一 矩阵 , 则 最 小 8 过 程 PC) 诚 
实 的 充 要 条 件 是 8 保守 且 方 程 (10. 4. 1) 只 有 零 解 . 
证 明 ”由 定理 10.4.1 以 及 定理 4. 2. 1 立 得 本 推论 ， 
定理 10.4.2 设 8 是 全 稳定 8 一 窍 阵 , 则 型 9 过程 唯 一 的 
充 要 条 件 是 最 小 8 过 程 B00) 诚实 或 方程 
AN, (2% > 0) (10.4. 4) 
0 扫 : 7 人 < 十 ooy 
只 有 零 解 . 
证 明 ”充分 性 
车 (4) 为 诚实 的 日 过 程 , 则 应 用 BC%) 的 最 小 性 及 任意 过 程 
均 潢 足 范 条 件 , 得 8 过 程 唯一 . 从 而 型 8 过 程 唯一 . 若 (10. 4. 全 
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只 有 零 解 , 设 RO0) 一 《和 (下 反 到 是 任 一 了 型 如 过 程 , 那 么 
RO {A 一 中 一 了 BO A 一 如 一 了 《10 4.5) 
YiEER, 邻 
IOCN) 一 CCD — py sj EB). 

由 510. 4.5) .9300 是 510. 4. 4 的 解 , 故 后 6) 一 0. 因此 ,RCO 三 
名 (和 0), 从 而 下 型 如 过程 唯 一 . 

必要 性 

如 果 65 和 不 诚实 , 且 方 程 (10. 4.4) 存在 非 零 解 . 由 引 理 4. 2， 
3, 存 在 非 零 的 行 协调 族 兴 困 生 Eee， 使 得 只 入 是 (10. 4. 4) 的 解 ， 
且 

lim 2nt%) 一 0, 
Pee 
CAY 
A CAYY” 
那么 ,由 定理 3. 5.2,R(W) 是 异 于 下 加 的 8 过程, 显然 
RO — OO = EA 0 = 

即 RC4) 是 型 9 这 程 . 从 而 F 型 8 过程 不 唯一 . 必要 性 证 毕 ， 

应 用 本 节 定 理 10, 4.1 和 定理 10. 4.2 的 结果 ,我 们 可 以 将 8 过 
程 唯 一 性 准则 (定理 10. 1. 1) 裔 述 为 下 列 形 式 ， 

定理 10.4.3 设 8 是 任 一 8 一 算 阵 , 则 名 过程 唯一 的 充 要 条 
件 是 2 全 稳定 而 且 下 列 三 条 同时 成 立 

di) 8 型 8 过程 唯 一 ; 

di) 三 型 如 过 程 唯一 ! 

Ciii) nf 19s) > 0， (4 0), 


其 中 里 = 0> De 


证 明 由 定理 1 1.1, 定 理 10. 4. 1, 定 理 10, 4. 2 和 下 述 命题 
10. 4.1, 知 本 定理 成 立 ， 

命题 10. 4. 1 ( 瑟 ) 条 件 成 立 等 价 于 下 列 两 条 同时 成 立 . 

l(a) 方程 (10, 4.1) 上 只 有 零 解 ; 


RECA) = BH) + (1 Co— BLA)1) 


C10, 4. 6) 


“2289。 


Cb) inf2 > tuiC%) > 0, (4 0). 
‘EH jEB 

为 证 明 命 题 10. 4. 1, 先 给 出 两 个 引 理 . 

5| 理 10.4.1 设 


a0 CREE, Dl, bE0, (GEER). 


[3 


C10. 4. 7) 
而 Xti 扫 是 非 负 线性 方程 组 
t= Parth, UEE) 《10. 4.8) 
下 诺 是 
的 最 小 非 负 解 , 令 P= {iii € ,bh > 0}), 则 
Xi SUpX’, (i E). C10.4.9) 
2 
即 
supX" — supXr, 《10. 4, 107 
E 四 5EE 耳 
证 明 令 
vw = bi, iE EE); 
{i 一 了 euazgm 十 b,, [U1 2 D,: 拓 EE}. 
ED 
C10. 4,11) 
则 
zx (Ce 十 sc)， GE By, 
由 于 
ol i€D 
0， iEE—D, 
所 以 
zt" Ee supe, (t € Ey. 
jE 
假定 有 


ts SUbzrg y (i E). 
2 人 ED 
则 Wi 一 DD 有 


入 1 
> 十 名 二 > Ga < > ， 
让 虹 巴 


上 所 下 万 局 
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qe SP 和 
了 口 


snprl A SUDT 
jE ji 安 卫 
于 是 有 
Pt SS SUPYP TT , (iE B). 
jE : 
由 归 钠 法 ,对 一 切 #s 有 


FE SUpel SC supX} ， EEY. 
jE jE 


从 而 
Xe SE SP ， (i EE 吾 )， 
即 (10. 4.9) 成 立 . 引 理 证 毕 ， 
引 理 10. 4. 2 车 方 程 (10. 4.1) 只 有 零 解 , 则 


inf2 Zpu 一 ipf4 2 p46%). 《10. 4.12) 
证 明 ”由 定理 4.2,1 玉 (入 二 1 一 加 (和 D1 一 (4 是 方程 
(10. 4. 1) 的 最 太 解 ,注意 到 (一 O00CW4 一 4 得 ,1 一 0()1 是 


非 负 线性 方程 组 


_ 号 广 天 。 
本 之 让 十 4 十 名 了 (i EE EY). 


10. 4. 13) 

的 有 界 解 . 注意 (10. 4. 1) 只 有 零 解 ,从 而 (10. 4.13) 的 有 界 解 唯 

一 ,故我 们 可 以 说 1 一 2> ,pi GE 妈 是 方程 (10. 4. 13) 的 最 
EE 加 


小 非 负 解 .于 是 由 引 理 10. 4.1 得 
sup(1 — 47 6) = supll 一 X 之 os) 


3E 巴 jE 

从 而 510. 4. 12) 成 立 ， 

引 理 10. 4.2 证 毕 . 

命题 10. 4. 1 之 证 明 

若 人 好 ) 条 和 件 成 立 ,显然 定理 10. 4. 3 中 (ii) 成 立 , 由 $3 知 , 方 
程 (10. 4, 1) 只 有 零 解 , 反之, 若 (10.4. 1) 只 有 零 解 , 且 定 理 10. 4. 3 
中 (ii) 成 立 , 击 引 理 10. 4. 1 和 引 理 10. 4.2 知 CH) 条 件 成 立 , 命题 
证 毕 . 
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$5 补充 与 注 记 


8 过 程 的 唯一 性 问题 是 9 一 插 阵 问题 的 重要 组 成 部 分 ,也 是 
大 们 最 关心 的 问题 之 一 几 十 年 来 ,对 此 问题 的 研究 人 们 作出 过 重 
大 努力 (如 Reuter 等 人 ) ,但 都 没有 成 功 . 直到 1974 年 , 侯 据 挺 [1] 
得 到 了 全 稳定 8 过程 的 唯一 性 准则 ,由 于 这 一 工作 ,他 获得 1978 
年 度 英国 Davidson 奖 . 

本 章 内 容 基 本 上 取 自 于 侯 振 插 [3]. 
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了 下 庆 过 程 的 唯 -- 性 


本 章 讨论 诚实 8 过程 的 唯一 性 , 对 于 全 稳定 ,全 甫 时 ,有 限 稳 
定 无 限 眠 时 以 及 有 限 皮 时 无 限 稳定 这 四 种 情形 ( 即 除 “ 双 无 限 ” 情 
形 以 外 的 其 它 情形 ) ,在 《1 一 4 中 分 别 解 决 了 诚实 8 过 程 的 唯 
一 性 问题 在 8&5 中 ,我 们 首先 给 出 了 “ 双 无 限 ” 诚实 & 过 程 唯一 的 
例子 ,然后 得 到 了 “ 双 无 限 ” 诚 实 9 过 程 唯一 的 若干 必要 条 件 和 充 
分 条 件 . 


$1 全 稳定 诚实 8 过 程 的 唯一 性 


在 本 节 中 , 考 无 特别 声明 , 恒 设 怠 是 全 稳定 名 一 宪 阵 ,5(C?) 是 
最 小 8 过 程 . 回忆 第 四 章 8 2,A (1) ,Lz 分 别 表示 方程 


(7 — QW = 
OU (> 0) 《11.1.1) 

和 

fA 一 ©) 一 0， 
lami<+o, “> C11.1.2) 
解 的 全 体 . 

而 型 syzeco 分 别 表示 关于 (和 0) 的 列 协调 族 和 行 协调 族 的 全 

体 . 


Lb 一 了 门 工 oo， 一 有 人 MY) Men, 
由 引 理 4.2.3 可 知 ,¥ 4 六 030 
ACRS 2M): ga) —r gH) At a A) 
CACHAY = TBA gn) 和 Li) 
是 从 于 到 ho) 线性 喘 射 ,容易 证 明 它 是 单 射 而 且 把 + 中 线性 独 
立 的 元 素 组 映 成 Loe 中 的 一 组 线性 独立 元 素 ， 显然 ,Li 和 Zoo 维 
数 相同 . 
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引 理 11.1.1 如 果 (H) 条 件 成 立 , 即 
infi Zp 会 和 全 ce 0 (4 > 0)， C11. 1. 3) 
则 对 于 任意 行 协调 族 ?9 EE ec 有 
lm <+ 0. (11. 1. 4) 
证 明 ”由 行 协调 性 
na) 一 WE) = Ch Oo NB), 
因此 


I 一 PDL = yA DDL. 


在 上 式 中 令 2 一 十 oo, 注意 31 一 0 (4 一 十 co), 得 
gC)1 六 全 (lim 和 (2)17， 


故 511. 1,4) 成 立 , 引 理 证 人 毕 . 

以 下 给 出 全 稳定 诚实 8 过 程 唯一 性 准则 . 

定理 11.1.1 设 @ 是 全 稳定 8 一 和 窍 雁 , 则 存在 唯一 诚实 8 过 
程 的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 同时 成 立 

Ci) CD 条 件 成 立 , 即 i ps (> 0, (> 0), 


《ni 久保 守 , 或 者 ?和 保守 介 各 
vA 一 名) 一 
OE Lr: 
恰 个 线性 独立 解 
证 明 ”必要 性 ” 设 存 在 唯一 的 诚实 过 程 ,由 推论 4. 3. 1， 
(五 ) 条 件 必 成 立 , (i) 满足 . 
若非 保守 ,那么 B12) 是 非 诚 实 的 ,从 而 
Za) C= 1 Co B10, Il.1.6) 
此 时 ,我 们 证 明 方 程 411.1. 5) 怡 有 一 个 线性 独立 解 . 
如 果 (11 1 5) 没有 线性 独立 解 , 那 么 仅 有 零 解 ,由 定 还 10. 1. 
1,@ 过 程 唯 一 ,但 是 ,BC) 非 减 实 , 从 而 不 存在 诚实 名 过 程 ,矛盾 ! 
如 果 《11.1. 5) 有 两 个 或 两 个 以 上 的 线性 独立 解 , 即 Li 至 少 
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(> 0) C11i. 1.5) 


会 两 个 线性 独立 的 元 素 , 从 而 hiw 也 至 少 售 两 个 线性 独立 元 喜 ， 
任 取 a6; 的 两 个 线性 独立 元 9 000) ,由 引 理 3. 1. 4 
A AY CO] 二 oar 1 一 呈 ] < 居 十 oo 
均 与 4 无关, 其 中 2 = lim2(D ,从 而 
limafoeC2)s1 一 多] 过 十 co， (Fk 一 1 2). 
由 于 Tt CE 1 显然 
lim 239 (2) 一 0， (下 一 1 2). 


令 
RV AY = BO 十 ZN) Dr 
由 定理 3.5.2 得 ;RC 和 ) 和 R23( 办 均 是 诚实 8 过 程 ,由 于 wr?( 科 与 
7 (A》 线性 无 闫 ,此 RDCG 和 DD 隆 R22( 科 , 蔬 盾 ! 这 样 我 们 证 明了 方程 
《11. 1. 5) 恰 有 一 个 线性 独立 解 . 必要 性 证 毕 . 
充分 性 设 人 ,0) 同时 成 立 ， 
若 8 保守 ;由 定理 4.3.1 


C11.1.7} 


(= 1 和 CD1， (11. 1. 8) 
由 第 十 章 $3,8) 条 件 成 立 理 售 方 程 
0 (11.1.9) 
OFCl, 


仅 有 有 零 解 . 种 XtX) 是 以 上 方程 的 最 大 解 , 从 而 (2) 一 0, 即 
和 (5 和 1 一 1, 故 存在 唯一 的 诚实 有 8 过程 下 (4)， 

若非 保守 ,但 方程 (11. 1., 5) 从 有 一 个 线性 独立 解 , 从 而 了 
恰 含 一 个 线性 独立 元 素 . 不 和 妨 记 为 和), 显然 nC%) 尖 0. 仿照 (11. 
1.7) ,我 们 可 以 得 到 一 个 诚实 晶 过 程 RC2) 


RO = BO 十 FO) I C11. 1. 10) 


设 Pr0) 是 任 一 诚实 过程, 我 们 证 明 记 C) 一 RC), 从 而 诚实 日 
过 程 唯一 . 
事实 上 ,由 第 十 齐 3 及 (CH) 条 件 成 立 可 得 RC) ,BR'C4) 的 下 
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列 分 解 
RO = GD YT), (11.1.11) 


eaE 月 


BO = BOA > XCOPY, (C11. 1. 12) 


5 己 灶 
其 中 所 RC 4[ 闫 (1 过 130 扫 RAPD L] 雪 1 
注意 第 十 章 8$ 3 的 证 上 明 过 程 可 知 ,由 ( 妃 ) 条 件 成 立 可 得 
OACAMA) E Lows FOIACAA) E Lm (Ca € H). 
11. 1.18) 
由 于 性 仅 舍 一 个 线性 独立 元 素 , 从 而 存在 非 负 实数 (2)， 
e“ 使 得 
FOOACGH A) = eA FOODAC,AY = er Chg). 
C1]. 1.14) 


取 “ 上 一 2%, 得 
PFE) = eA FD) ee nA, C11,1,.15) 
注意 {CWVD)y2 日} 织 性 独立 CWC 和) 一 gaCD0),X8(A)1 一 
AR il 一 二 由 (1l.1.117 《11.1.127 得 
OA = FOL1, (a € HY. 《11, 1,16) 
再 由 (11. 1. 15) 得 
oA) = ce" C1), ‘(at€ 五 ). 


从 而 

eA) = FA). Cli. 4.17) 
由 C11. 1.113、(11. 1.12} 得 

ROMY 一 RCN. 
从 而 诚实 8 过 程 唯一 . 


充分 性 证 毕 , 到 此 定理 11, 1. 1 证 完 ， 
$2 全 瞬时 态 诚实 2 过 程 的 非 唯 一 性 
由 定理 $.1.1 可 得 以 下 结论 ， 


定理 11.2.1 设 8 是 全 瞬时 态 4 一 和 失 阵 , 则 存在 无 穷 多 个 诚 
* 296 « 


实 8 过程, 故 诚 实 8 过程 不 唯一 . 
33 有限 稳定 态 无 限 瞬 时 态 诚 实 8 过 程 的 非 唯 一 性 


由 定理 6,1,1 可 得 以 下 绪论， 
定理 11.3.1 设 旬 是 带 有 限 个 稳定 态 无 限 个 用 时 态 的 8 一 
惩 阵 , 则 存在 无 穷 多 个 诚实 如 过 程 , 故 诚实 @@ 过 程 不 唯一 . 


4 有限 瞬 时 态 无 限 稳定 态 诚实 8 过 程 的 唯一 性 


本 节 给 出 有 根 个 瞬时 态 诚实 8 过 程 存在 且 唯 一 的 充 要 条 件 . 
设 8 二 (qs3i,j E 2) 为 含有 限 个 瞬时 态 的 拟 8 一 什 阵 , 令 
N= i oo}, H=E— N= (ig=+ oo}, 
Qr 一 (go 了 EN) (8 在 XN 上 的 限制 )， 
全 一 〔95 EE N), to (gui EE NYT, (FE€ HH). 
注意 ,9s 是 全 稳定 8 一 矩阵 ,用 Bt 和 ) 表示 最 小 8x 过 程 ,再 令 
A) = OD — POONE, 
其 中 8 为 8 的 非 保 守 列 矢量 , 即 
d = (Cg 一 之 3 € N)’, 
jENT 
对 Qn 按 术 章 8 1 证 交 于 ggo 显然 ,0 后 M$ ,0 七 hor. 
由 列 协调 族 移 性 质 ( 见 第 三 ,四 章 ) 及 定理 4.2,1 知 ,X(%) 是 M3 
中 的 最 大 元 - 再 令 
有 一 人 了 (ja EE May (FE H), 
一 Xe DD EDEL+ mo, (eH) 
Pep 加 


丰 丰 一 属 
在 以 下 讨论 中 不 妨 先 假设 有 瞬时 态 的 个 数 大 于 1. 
关于 有 限 个 瞬时 态 庶 实 & 过 程 的 唯一 性 有 下 列 结 果 . 
定理 11.4.1 设 &= (by E By 为 售 有 祖 个 肢 时 态 的 拟 & 
一 矩阵 , 且 了 可 时 态 个 数 大 于 1, 那么 存在 唯一 的 诚实 8 过 程 的 充 事 
条 件 是 下 列 五 条 同时 成 立 
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GD 总 保守 : 即 et 一 十 co， (EH), d= Ds; 


《ii eB)l < 十 oo (4 ORE HH); 
(i) eBer < 二 co， (mk Ee Hm kde 一 lim (BC)e"))s 
(Cv) M4 二 {X(N) ew) 为 单 点 集 ; 
vo 一 10) ;或 bo 关 位) 但 对 任意 非 零 过 1 ET， 
存在 km 全 万 沽 和 夫 下 使 得 
lim 和 (2 (ge 十 于) 一 十 so， jim 启 (Cge 十 下 ) 一 十 cc， 
其 中 对 = mx C= km). | 
为 证 明 上 述 定 理 , 先 给 出 几 个 引 理 和 定理 ， 
定义 11.4.1 设 8 一 (gusi,j E 到, 五 为 B 的 有 限 子 集 ( 非 单 
点 集 ), 令 
N=B—H, Q= (gisji EN), 
a= (gy EEN, eo= gai NY, (EH). 
若 存 在 @x 过 程 RC2), {Cren CC pe (CA) es TT Lp 
满足 
lim 2 (2) 一 ， lim am Ca) =e, KE HY). (11. 4.1) 
De) = 1 — huh(1, C11. 4. 2) 
[> 


lm DL = gO— 2) gy WE HY. (ll.4.3) 


jE 一 1 


lm 2 = CEH). (Ul.44) 


mE 一 人 


副 称 CR {COD Yiens (人 Cien) 为 一 个 关于 五 的 生成 元 , 记 
其 全 体 为 DC8, 玉 ). 

定理 11.4.2 设 9 = (gysiyj 到 为 拟 & 一 矩阵 , 豆 为 下 的 
有 限 子 集 , 则 诚实 @ 过 程 存在 的 充 要 条 件 为 DCQ,H) 非 空 . 若 记 诚 
实 龟 过程 的 全 体 为 RCO), 则 RC8Y》 和 D(CQ,HD 一 一 对 应 ， 

证 明 上 由 诚实 8 这 程 的 多 维 分 解 定理 立 得 本 定理 ( 见 第 三 
章 ). 

定 光 11.4.2 设 @ 是 任 一 拟 8 一 矩阵 ,车 8 的 稳定 态 全 保守 ， 
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则 称 8 为 淮 保 守 . 设 恕 是 任 一 & 一 邱 阵 ;人 是 任 一 8 过程 , 称 
(4) 是 淮 8 型 的 , 若 对 于 每 个 稳定 态 i E 8, 均 有 


lim atl 一 DD) 一 一 人 ii 一 >) Qi 


jE 


由 定 光 可 得 ， 若 Q 是 准 保守 9@ 一 矩阵 , 则 一 项 @ 过 程 均 为 准 8 
型 的 , 反之 ,车 存在 准 8 型 诚实 8 过程; 则 8 必 为 淮 保 守 的 ， 

引 理 11.4.1 设 外 是 诚实 8 一 短 阵 且 所 有 RO) EE RCO) 均 
基准 8 型 的 , 则 对 每 个 GRCOD ,EC hens tA}ien) E Dt(9,H)， 
均 有 sRC(2) 是 准 B 型 9; 过 程 . 特别 地 ,车 人 舍 有 限 个 瞬时 态 , 末 二 
人 和 一 十 ce 则 8(2) 是 8 型 9x 过 程 . 

证 明 ”由 多 维 分 解 定理 立 得 本 引 理 . 

今后 ,我 们 采用 如 下 记号 . 设 (0) 为 任 一 所 过 程 , 记 

Mh = {ECA SECAY EE Mpc 忆 lim 6(2) 一 0}， 
也 8 一 (nC SICA) EE Lee 有 limanth) = 0}. 


容易 看 出 , 若 更 (0 = BC), 则 这 插 的 记 导 与 本 章 $ 1 的 记号 
一 致 . 

定理 11.4.3 设 忆 为 会 瞬时 态 的 8 一 第 阵 , 若 存在 唯一 的 诚 
实 如 过程, 则 


Fn (i € BE). C11.4.5) 
证 明 假设 C1. 4. 5) 不 成 立 , 即 存在 a E ,使 得 
Zoo 十 ce. C11, 4,6) 


设 EC) 是 唯一 的 诚实 9 过程 
若 和 一 十 ,对 RCD 关于 a 使 用 分 解 定理 有 
0 1 
DOD RCAY 1 CO— .RC 
X (Cle™ REM) + FA), €11.4.7) 
其 中 和 0 EE Lip re = (gij E Eo {a}). 
由 (141. 4.69 .em1< 二 十 co 由 6411.4.72 式 ,天 和 天 人 是 下 六 0， 


RCM) -| |r| 


令 
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0 0 1 
人 -| 0 a + | 一 :cj 
X Cle BRON 十 (2 )。 《11. 4. 8) 
其 中 
PA 二 十 和 ERCNY 十 鄙人 1D)-: 《11.4.9》 


那么 Br C4) 是 诚实 8 过 程 , 当 x 取 不 同 值 时 , 癌 (4) 不 同 ,与 唯一 性 
牙 盾 . 

若 过 一 9, 性 取 眠 时 态 5 EB 对 RD) 关于 (te 使 用 二 维 
分 解 定理 有 


Rea) |: 0 | | ACAY ACAYINDCAY 
oO oa 有 (3 ECAYACAY ECACAIPCAY) 
其 中 
ee on RAY 十 FAY _ 
如 (4 一 | 力 (A) ， FEL 网 


由 于 和 之 十 co 及 511. 4.6) 得 
天 2 天 0， lim 筷 (和 D1 < 十 oo， 
怀念 
CU 二 人 “in 十 9] 
WA) 十 niaY 
使 用 六 C2) ,2(4) 按 二 维 分 解 定 理 ( 见 第 三 章 ) ,定义 4r(2) ,然后 令 
RY) = 1 0 | | A*CA) A TAY | 
0 RCA) 上 CC) EC A CN) 
C11. 4. 10) 
那么 (0 是 减 实 过程, 当 4 取 值 不 同时 ,RCD 不同 ,与 唯一 性 
政 盾 . 定理 证 毕 . 
设 日 = (5 症 jiE 有 是 含有 限 个 解 时 态 的 保守 扳 & 一 此 阵 , 沿 
引 定 理 11. 4, 1 的 记号 , 由 于 总 是 保守 的 ,所 以 
i DP, el=+o, (ER). Cl.4.11) 


EE 


定理 11. 4.4 设 8 是 含有 限 个 瞩 时 态 的 保守 氢 8 一 矩阵, 则 
* 300 +， 


存在 诚实 如 过 程 的 充 要 条 件 是 下 列 三 条 同时 成 立 
人 eMLIE+ oo CE HA O); 


GD) # BD) Be oo, (FE FH); 


于 己 昌 -8 

Cii》 于: 非 空 . 

证 明 ” 必 轨 性 ” 设 8 是 诚实 8 一 矩阵 ,由 定理 11. 4.2,D(98， 
号 非 空 . 设 (有 CA， Cens {Ahen) € DQ, HH), 由 (11. 4. 
11) 及 引 理 11.4 1,s8CW) 是 型 的 ; 即 

CA — Qx2a RC2) 一 也 C11. 4.12) 
由 和 多维 分 解 定理 (定理 3. 4.1) 及 sRCW) 六 B02) 立 得 (i), 且 有 
HOD eB EN 六 而 (和 站， KE HY, 
于 是 由 地) > 名 ee 到 十 oo 立 得 Qi) 且 


出 晤 是 一 人 人 


a DD P+ oe. 


mE fe) 
固定 m > 0, 令 
KAY = Gps MmCuRtao) — BOmDL. Ct. 4d.18) 
Ka) = Dlg MRC) — BAe, KE NY. 
《11. 4.14) 
其 中 BCp0s 科 二 了 十 Ce 一 和 DG(N). 
由 于 


Sm) = 了 一 inn Rt uo) 1 


EN 
= 1— mBtp)l 一 加 (5 有 Cn) — BUm))1 
Rj) 十 Bd 一 onR(to) — BOHN)1, 


而 
《in 一 MD CECE) 十 Bp)d) = KON 十 EONA, 
所 以 由 (11.4,11) 有 


六, 到 (ji 十 更 (4) 二 下 (和 过 


EA 
容易 证 明 
RM) EE Mos RA EE Mes 
* 30] * 


而 量 
CA — Qn) RA) = Oo 0, 
CA 一 QI EN) 一 (7 QB WmaRin) — Bipo))1 
一 《AR 一 nj tsi) CO— $n)) 1 
一 Ankz 一 了 TIL 一 小 . 
前 着 (0 EE MY DE M3. 由 11,4.13)、C11.4.14) 咎 , 当 亏 
2 Ho 时 
RY A mn Rm) 一 BON SE mn Rem)l, 
A) < Co) 和 9 (二 后 五). 
当 让 过 jw 时 ， 

XC) < Cl 十 Cuo 一 A uBRCAY Yo Rao) 一 HnRta)l, 
A) ET Ce Wah Etpge) = EE, (FE 再) 
因此 

KOA) < ofaREa) TaRNY1, 
RE (FE HH). 
由 eCOOD1 之 十 oe 信 六 站 及 4 了) 加之 十 oo 得 


二 已 王 一 中 


久生 十 ceo， (4 0,kE HH), 
e > RA + G0,k EH). 


贡 丰 呈 -[ 且 
所 以 ,Ya E 五 若 令 
a A) 十 XY, 
oH) 
则 
{Xa been E MM, 

因此 ,di 成立. 必要 性 证 些 . 

充分 性 。” 设 台 ) 一 《ii 成 立 . 取 (CD jien 后 枯 ;,, 令 

EA = DEE 二 KG, FY = ed, EA). 
刚 易 证 CEC ,CGO ens (jie E DC(Q, 万 ) ,由 定理 1 
从 而 存在 诚实 8 过 程 . 充分 性 证 毕 , 定理 11. 4.4 证 毕 . 

以 下 来 完成 定理 11. 4, 1 的 证 明 . 

。302 。 


必要 性 ” 设 诚 实 纺 过 程 存在 且 唯 一 由 定理 11.4.3 知 Ci)y 成 
立 . 由 定理 11. 4,.4 齐 fii) ,Giii) 成 立 且 开 , 非 空 . 
若 形 , 非 单 点 集 , 即 存 在 {XCMYien, {RGDhes 和 M;, 自 
A) en 了 (RA) Deeg 令 
1) 一 Oa 十 (AY, 
EA) = BOVE + FCN), 
nC = eCN), (k EE H). 
则 易 证 (BG)， {ehess {PODhes) € DOG)H), (CN), 
{CA iens (Chen) EE DQ,H) 8 它们 不 同 , 从 而 诚实 8 过程 不 
唯一 ,这 与 假设 矛盾 .故人 iv) 成 立 . 
若 () 不 成 立 , 即 如 和 {10 且 存在 非 零 的 玖 2 € ow 及 a 和 
万 使 得 


ini) > CG 十 X) 二 十 oo， 


人 EE H— {a} 
< 

A) = DO)e: + (A), 

A = + 

FCA = HN, (FE Fk. 
则 易 证 
CDE {FAY eu (AY en) E DQ H), 

县 


《DC2 {ECA Pens (FEM en) FE DA TE CA enr (WCAY Pen)s 
故 诚实 8 这 程 不 唯一 , 这 和 假设 矛盾 ,所 以 (v) 成 立 . 必要 性 证 毕 ， 
充分 性 ” 设 介 一 《v) 成 立 , 由 定理 11.4.4 知 , 若 
CA) = DEM 十 XA EN) = op), 
则 
(CBO (ECA en {A} en) EE DQ,H), 
由 定理 11. 4.2 知 ,要 证 诚实 8 过 程 唯 一 ,只 需 证 明 Dt8,H) 是 
单 点 集 , 即 对 任意 (wRCWOD. [可 (和 en (部 人 4 jea] EE DC, 日 ), 必 
有 
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(aBOAY ECA ens {CA Nien) 
= (DO {EA Pens {CA ern) 
对 于 jw 计 0, 令 
XA) 一 Blin, MPC) 一 Baa, (FE€ H), 
XUN 一 Bpor MoolaR(m) 一 Bm0))1. 
车 sRC4) 兴 本 (2 则 奔 在 种 和 0 使 得 到 (0 关 0. 由 定理 11. 
4. 4 的 证 明 可 知 
tA} EE Mi ta EH), 
县 若 s, 反 二 , 则 
(RA) FE A}. 
这 与 {iv) 矛盾 . 故 s RX) 一 (4) ,这 时 有 
{RA = (RMD} E Ms 
且 
本 Co ME C0) = HAN), 
因此 
FA) 一 RN DOD = A). 
若 { 节 (Cjves 和 天 {人 (和 jen, 即 存 在 a € 理 , 使 得 六 (加 关 
六 (4). 由 
PO EE Mos A ~ ee, (A 二 0o0), 


知 
和 (1D 宇和 ) 二 和 ， 和) 会 字 (2) 一 入 (0 天 昌 ， 
且 
HC2) €E Lac 
由 于 
(7) > Ete < 十 co (4 机 十 oo)]， 
此 是 一 4 
及 
A) = ON = BW 十 RN). 
故 


lim 了 和信， 《Ge 十 各 》 把 十 ce， 


ER- a} 
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这 与 (vw) 矛盾 . 所 以 
(RA iE CA ens (FP CA }reny 
= (HD {eh er (ND Nen), 

从 而 诚实 8 这 程 唯一 . 定理 证 毕 . 

关于 单 瞬时 态 诚实 @ 过 程 的 礁 一 性 有 以 下 结论 . 

定理 11.4.5 设 0= ausisi EE BY 是 单 用 时 态 氛 吕 一 矩阵， 
5 是 瞬时 态 , 则 存在 唯一 诚实 如 过 程 的 充 要 杀 件 是 下 列 四 条 同时 成 
六 

G) 日 保 守 ; 即 1 一 十 ceo 一 此 

(i eB 十 co (> 人 0); 


fii 方程 
vial — Qa) = 0, 
HE Ly > 0 011 4. 15) 
只 有 零 解 ， 
tiv》 ”对 于 方程 
(2 — QIUOY 一 0， 
0 1 (> 0) 
UO — VU) = Cp Co MBO) 
{11. 4.16) 
的 任意 非 零 解 (0 ,2 人 > 0) ,如 果 上 CW) 关于 (2), 则 
et 一 一 co， Cll. 4. 172》 
了 此 站 毒 (1 二 1 工 一 和 (0 一 BOWa 是 (11.4.16)7 的 最 大 解 ,一 


1 和， 
证 明 ”必要 性 ” 根 设 存在 唯一 的 诚实 & 过程, 与 定理 11. 4. 
1 的 证 明 完 全 相同 ,可 得 (Ci), (i) 成立， 


车 (十 ) 不 成 立 ; 则 开关 人 0} 从 而 oy 关 10}, 和 任 取 非 零 帮 和 ) 所 
La a D0, 邻 


十 rd| 《ie 有 (和 十 pn CM) ), 


0 
Rr(h) = | 


0 BA) 
其 中 


1 
1 一 ABCH)L 
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入 十 Bt 十 uNCAYL 
由 分 解 定理 ,R*(2) 是 诚实 外 过 程 , 当 不 同时 下 42) 不 同 ,与 瞧 一 
性 矛盾 . 因此 (ii}) 成 立 . 

车 (iv) 不 成 立 , 则 (11, 4 16) 存在 非 零 解 UO C4 > 0) ,CCD 
隆基 (四 ,是 (11.4.17) 不 成 立 , 即 e5 < 所 十 co， 

使 EC) 二 天 (49 一 U6) , 则 入 (NW) 也 是 (11, 4,16) 的 非 零 解 ,而 


TA) 一 


且 
ol 一 下 一 Be Re oo0. (11.4.18) 
再 令 
1 
C4) 一 + | _ aony 
|, BC) 加 BN)e 十 SB(A) 
, C11. 4. 19) 
其 中 
1 
but) = ITE go) AT eB Co FE 


Cll. 4, 20) 
由 分 解 定理 P(X) 是 8 过程, 由 (011,4.19) 和 (11.4.20) 有 
Cl TCO CALY A 0 lm hl 一 ACA}1)} = 0., 


(11, 4. 21) 
任 取 非 负 可 和 行 问 量 一 《ai 加, 令 
eA) C= FD A ON) Hap 


则 Rr(2) 是 诚实 8 过 程 , 当 a 取 值 不 同时 ( 除 常数 信和 以 外 ) , 疡 (D 不 
同 . 这 与 唯一 性 矛盾 . 故 (iv) 成 并 ， 

充分 性 

设 疏 一 (iv) 成 立 . 由 (CD, (i 说 及 分 解 定理 


oo 人 til, 


和 1 ,BAY 
| oj 2 


《11. 4, 22) 
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是 一 个 诚实 8 过 程 . 
假设 琴 ( 和 ) 是 任 一 诚实 日 过 程 . 使 用 (iv) ,类似 于 定理 11. 4.1 
充分 性 部 分 的 证 明 , 可 证 
,RO =,RC) = GOW. 


再 注意 EC) 诚实 ,从 而 有 
RD = |。 | 二 RE 
0 BA) A 和 411 一 820371 
C1il. 4.23) 
其 中 


nA) = eB + FM 下 1) €E La. 

由 Cyt 二 {0} 从 而 Bo 二 10), 故 wy) 一 ed(2) 由 (11. 
4, 22), (11. 4. 23) 得 ROW) 一 CD). 

定理 11. 4.5 证 毕 . 


$ 5 “ 双 无 限 ” 诚实 8 过 程 的 唯一 性 


由 $2、$ 3 可知, 在 全 瞬时 态 及 有 限 稳 定 态 无 限 肯 时 态 两 种 
情形 下 ,诚实 &@ 过 程 是 非 唯 一 的 . 因此 ,人 人们 可 能 攻 想 :“ 双 无 限 ” 诚 
实 这 程 也 许 是 非 唯一 . 

本 节 首 先 给 出 一 类 “ 双 无 限 ”9 一 香 阵 ,它们 的 诚实 如 过 程 存 
在 而 且 唯 一 ,从 而 否定 了 上 述 猜想 :然后 ,我 们 得 到 了 ”* 双 无 限 ” 诚 
实 9 过程 唯 一 的 若干 必要 条 件 和 某 些 充分 条件 . 

车 8 是 8 上 拟 8 一 算 阵 ,Ff 是 吾 的 非 空子 集 , 则 

@@ 人 (gusisj EF) 
表示 8 在 上 的 限制 . 
设 系 一 和 中 的 人 一 1,2.…) 是 一 列 互 不 相 
交 的 可 列 集 , 令 
B=E(P}, B=Uh 
又 设 5 忆 , 令 再 二 EU 全), 从 而 
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B= (UE 
B= 他 U (i, ,0 )} U CU B:). 
设 和 9);>1 {看 hx 是 两 个 正 数 序列 . 在 再 上 定义 答 阵 9 如下， 


C11.5.1) 


有 二 一 co 1， (13 
= 1， (kj 2 1), 
FO = (E71)s 
gs = 0, 其 它 z,y € EE; 
C11. 5, 2) 
从 而 有 下 列 形状 
一 oo 1 0 0 a 1 0 0 
得; 一 oo 1 
0 a 一 外 
0 于 9 
一 - 
ds 一 ce 1 1 
0 1 一 
0 ga 一 加 
《11. 5. 3) 


定理 11.5.1 车 正 数 序列 (9;} ,tel 满足 条 件 
pe -< 十 co， 3 -<+%%， {11, 5. 4) 


j=1 1 


则 (11. 5. 2》 定义 的 8 是 8 一 答 阵 ， 而 且 存 在 唯 _ 的 诚实 9 过程. 

定理 的 证 明 由 下 面 儿 条 引 理 来 完成 , 引 理 11.5, 1 证 明 存 在 一 
个 诚实 上 过 程 , 引 理 11. 5. 3 证明 诚 实 8 过 程 唯 一 ， 

引 理 11.5.1 车 (11.5.4) 成 立 , 那 么 存在 一 个 诚实 48 过程. 

证 明 YX 之 1,85, 的 形状 及 对 应 的 元 素 完全 相同 ,由 (11, 5. 
4 第 一 式 , 它 们 是 Kotmogorov 8 一 短 阵 《 见 第 九 章 $$ 3) , 故 存 在 唯 
一 的 诚实 gs 过 程 (C4) (fF 守 了， 
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对 到 (Cj 关于 上 胜 时 状态 这 使 用 分 解 定 理 得 


0 1 
mo le 
o or) Meme) 
由 定理 9,3,1 有 
1 
六 十 和 
GH 一 1 ， (一 
和 A 十 gs 
本 
chy 一 1 了 四 
3 (入 = (二 


而 
TA) = 十 CA) ,1D 
令 
i 一 《中 十 2 十 32 11 '， 


ro- 人 to 


1 
Er (AY Ea (Ca) 
由 分 解 定理 , 罗 (4) 是 Ga 过 程 , 且 


[网 
lim — ABWCANIY OE :0 / 。 
Ce 


| 


WA) = 多 DCA) 


(AY 


显然 ,到 (和 是 百 上 Qs 过 程 ， 
令 = (gy EE EF), Fo (gar € EY. 
由 《11. 5. 4) 得 


| C1 ,mn A)). 


1 
和 十 和 
字 z 外 
入 十 加 
2 四 
《11, 5, 5) 
《11. 5.6) 
C11. 5, 7) 


C1 TCA)), 


《11. 5. 8 


{11. 5.9) 


《11. 8.10) 
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衬 | 
1 十 
Ee 1 二 4g 
et 人 21 一 3 RE cao。 
lt 


若 令 六 (2) = 一 ez() 由 行 协调 族 基本 性 质 , 可 得 
1 co, TAM) EE 了 ro， 


11.5, 11》 
(Lima Ch) = ee. 《 
由 C11. 5.9),C11.5.10) 得 
lima(1 一 MEOW 一 只 (11. 5. 12) 
令 
eA) = 1 CO— AON)1, C11. 5. 13) 
ra) 二 《4 十 2[ 芒 C2) ,1])-!， 《11. 5. 14) 
10 
及 (2) = AY ja， C4)). 
人 = wj+， 罗网 4 
(11. 5. 15} 


由 分 解 定理 知 ,R() 是 一 个 诚实 8 过程. 

为 了 证 明 诚 实 &@ 过 程 的 唯一 性 , 先 给 出 下 面 的 引 理 11. 5. 2 ,为 
了 定理 11. 5, 1 证 明 过 程 的 鉴 咕 ,我 们 将 引 理 11. 5.2 的 证 明 放 在 
本 节 的 后 半 部 分 ,此 处 只 叙述 结 晃 . 

引 理 11.5.2 设 8 是 上 " 双 无 限 ”9 一 宗 阵 ,二 (i:g 之 十 
co pa 二 (ii 二 十 宫 ) 如果 8s, 不 满足 (5) 条 件 ,HC 己 是 满足 
liminf 2 ,9i > 0 的 最 小 子 集 ( 见 引 理 7. 2.2),Y (2) 是 诚实 过程， 
那么 ,对 于 任意 有 限 子 集 辣 Bon 一 00) yroe.Y(4) 是 EF 上 
Or ur 过 程 ,esr CD) 人) 《2 一 co， 

引 理 11. 5.3 若 (11. 5, 4) 成 立 , 则 诚实 如 过 程 唯 一 . 

证 明 设 R* (2) 是 任 一 诚实 8 和 过程 ,我 们 来 证 明 R' (CX) 一 
RC) 此 处 RC 和 0) 是 引 理 11.5.1 中 构造 的 诚实 8 过程 ( 见 (11.5. 
15)), 

对 R* (2) 关于 瞬时 态 5 使 用 分 解 定理 有 
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0 
R* {0 = | 


四 二 | am >. 


1 
£* (2) 
Cll. 5.16) 
我 们 分 以 下 三 步 来 完成 R" (2 一 RC2) 的 证 明 . 
(i 证明 更 (4 一 玫 ( 《PC 由 (11.5.10) 定义 ); 
(ii 证明 60) 一 有 (二 VOW! 
tiii) 证明 &* C2 = 二 语 (2)， ni) 二 rh), 从 而 R* (4) 一 
RO). 
(i) 设 H== 人 一 (hi 
衬 1)* 注 意 如 的 特点 由 引 理 11, 5,2 得 
YD 一 PCi) 一 lmsoy, RN) = mer, C11, 5.17) 
更 《和 一 5 有 (和 = limav,R’ (0) = mar (1%). 
C11.5.18} 
注意 RCD ,RE" (2) 均 为 诚实 如 过 程 ,由 分 解 定 理 得 
lm AI 一 AL) 一 lmAtl 一 CA), 
又 注意 r 更 (2) 不 罗 ( 和 CD) 本 ' 和); 由 日 一 矩阵 上 极限 不 等 式 
《 风 下 面 引 理 11. 5. 4) ,可 得 
lim XC1 — rl = lmatl — App C1), Cn 1). 


(11. 5. 19) 
由 (012.5.17),， (11.5.18), 注意 98 的 特点 , 可 得 s(xW(%)) 
二 p,CrP* (4)) 为 最 小 8s 这 程 ;由 于 Ws, 为 对 角 型 , 故 方 程 


vA — Qs,) = 0, 
A 0 11. 5. 20 
OE Ls, (A 0 《]1. 5. 207) 
种 
(21 — Qi YU = 0, 
C4 0 £11.5.21) 
Ol， 


均 只 有 零 解 ， 从 而 Lh 一 {0} 由 Me = {0}， 此 处 下 5 是 最 
小 ge, 过程， 3 一 (906 罗 EE Lon,9( 和 ) 是 (11.5.30) 的 解 ) ,Me 
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二 (EC €€ io 是 (11.5.21) 的 解 }. 由 有 限 维 分 多 定理 可 


Em 


rp) =ry* Ch), 人 六 二， 
因此 ,由 (1t.5.17)、 (11,.5.18) 可 得 
P(N) = wh). 

(ti) 由 分 解 定理 ,9 (0) 之 BE 设 (二 BC 十 
和 《和 时 下 区 ] 念 下 ( 科 一 (人 1 和 束 ) 为 素 上 的 行 阿 量 . 

由 于 至 (0) == 区 (2) 在 子 块 及、 孔 、…' 之 加 互 不 通 , 从 而 ,5* (2%) 
E Treo 《ze (0 由 (11, 5,8) 定义 ), 由 于 tim 惫 "C4) 二 0, 从 而 

HmA an" CA) 一 0， ( 守 1), 


又 到 (1 的 @ 一 矩阵 佐 是 Kolmogorov 和 矩阵 ,利用 诚实 gs, 过程 唯 
一 :可 得 
:i C4) = 0， {kK 2 1), 

和 否则 可 仿照 定理 11. 4. 3 的 证 明 方法 ,证 明 诚实 Ws, 过 程 不 唯一 . 
从 而 ， (= 二 0， (0) 二 eC) 二 于. 

(十) ”由 于 R* (4) 一 R(%) 都 是 诚实 8 过程 ,从 而 

E* {= 1 Co Wr* (Ch)1 
= 1 一 (1 二 #00， 
7 DD= (A Mn (DIT 
二 (十 A717) ! 二 rmt) 
国志 ,由 (11.5,. 15),(11.5. 16) 得 
R* (%) = ROA). 

到 此 ,定理 11, 5. 1 全 部 证 完 ， 

作为 定理 11,5.1 的 一 个 庶 用 ,以 下 推论 115. 1 给 出 了 一 类 
* 双 无 限 ”9 一 年 阵 ,它们 的 8 过 程 存在 但 诚实 8 过程 不 存在 ,这 不 
辣 于 全 瞬时 态 以 及 有 限 稳 定 无限 肯 时 两 种 情形 . 

令 E. 百 仍 按 定理 11. 5. 1 中 定义 ,根据 (11. 5.2) 在 瑟 上 定义 矩 
阵 8, 但 我 们 用 一 9 十 四 代替 号 中 的 有 24 其它 元 素 不 变 , 得 到 
上 矩阵 多 (4 六 中. 
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有 a| 一 1 
0 1 一 《2 十 人) 
Wi 一 
2 一 oo 1 
0 ¥1 一 到 
{11. 8. 22) 
推论 11. 5, 1 如 果 z 之 0 站 广 之 oo, 了 于 达 0, 则 Ql 
j=1l #7 kml 


5, 22) 中 的 马 是 4 一 矩阵 ( 即 存 在 入 过 程 ) ,但 不 存在 诚实 和 过 程 . 
证 明 ”出 定理 11. 5. 1, 存 在 诚实 &@ 一 过 程 BBC) ,对 忌 (2) 关于 


状态 记 使 用 分 解 定理 得 
r0 0 1 oy 
RIAY = | C1 十 TA) 人 C1, (4)), 
0 5 刘 er A) 
mo) = (2 十 A CW] 
令 
ra《0 二 (E 二 十 外 开 D11]D-!， 
人 1 Ly 
RN) = 1 十 dT CA) yy tit Ch). 
0 A) Fl (CA) 


则 .BC 是 这 程 ,从 而 9 是 8 一 和 佐 阵 , 
有 反 设 存在 诚实 Qi 过 程 RCW) ,对 C4) 美 于 全 ,人 使 用 二 维 分 
解 定理 得 


no = ?| | ACAY ACAYINCAY 
0 BPA) ECYACY) EC 三 
00) 
其 中 nCh)》 一 A1Y ” 
HCA) 


令 el gy € Ei)). 
由 于 天 (和) 诚实 ,9 药 状 态 各 稳定 且 非 保守 ,从 而 
+ 3]3. 


{C1} 一 


Wi CA) = 时 BON 十 iW, 
其 中 和) 和 环 ， 
tim 一 0， lim 条 (Wl1 = 
从 而 元) 天 0. 
> 0, 令 
Wk | 
学 (4) 一 0 
el ECAY 
中 (人 0) 一 《 灯 十 如 十 证 人 (0 ,的 
其 中 侨 由 闻 人 1 按 定 理 3. 3.1 定义 ,但 要 求 (3, 3,29) 和 (3. 3. 30) 
成 立 等 号 , 再 令 
0 0 | 下 (0 二 DPC 
RCA) = | | 。 a 
0 这 (3 CA A ED CN 
出 定理 3. 3, 1 知 ,R(X) 是 诚实 如 过 程 , 当 2 > 0 取 不 同 值 时 及 (2) 
不 同 . 这 与 定理 11. 5, 1 中 诚实 8 过程 唯一 相 牙 凋 . 因此 ,不 存在 诚 
实 @ 这 程 . 
引 理 11.5.4 设 R?C0) 二 Cr yisj 忆 BE) 是 8E 上 QW” 二 
(eg 所 8) 过 程 (4 二 1,2, 呈 100) 如 果 Y2D> DiE 吾 有 


mr CA) = rN. (11. 5. 23) 
测 
limsupate < 4 ， Ci € E). 
证 明 任 取 # 七 瑟 , 对 每 个 Ra) (Cn 一 1 ,2 sO) 关于 
状态 i 使 用 分 解 定 理 , 有 
0 0 1 i 
RN) = CA 1 ,0 CA) , 
和 | 0 | Tt "p00 0 
C11, 5. 24) 
Cn 一 1 22 其 中 
| mA (2) 一 Bt WN RCAY), 
人 {11. 5.25) 


hen a tp ik €E Ai). 
* 14* 


人 一 rT Hy FT 
(11.5. 26》 
Q 一 lim n° C1 cn, C11. 8. 27) 
由 C11, 5.24), 有 
TA TD EOD EM, 
CR oo), 
RIN > iB, 
C11, 2. 28) 
0) 车 i 站 由 (11,5.25), 有 
玉宇 9 0D. 
因此 
PC) 守 (limsupg® ) :和 ). 
在 上 式 两 边 间 乘 以 2, 再 令 14 一 co 得 
> imsupgg 《11.5. 29) 


(i) 著 ; 一 六 由 (11.5.27) 及 加 "CWE 关于 单调 上 升 ,有 


#0 eT lim Ap AL — EO + My CA ED 
A xr 


1 
一 -二 一刀 
Te 


在 上 式 两 边关 于 取 下 极限 得 


liminfg:™ 学 DD 一 入 
令 和 4 一 oo, 得 
limintg’™ 2 gf) C11.5,30) 
由 《1 5. 29) ,《11, 5. 30) 知 引 理 获 证 . 
引 理 11.5.5 设 包 是 有 限 集 (x 二 1.2.) ,本 人 忆 (n 一 00)， 
Fo 是 品 上 &r 过 程 ， 
4) 一 wwYe+Df 和 《禁止 及 ra 1). 
《11.5. 31》 
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那么 更 cm: (2 一 im 有 《2) 是 上 标准 蕊 氏 计 程 ,其 8 一 夭 阵 
2 满足 
中 = lmQ"™. (11.5, 32) 


No 


证 明 ”由 (11.5.31) ,wt 和 ) 逐 元 关于 # 单 调 增 加 ,由 单调 收 
化 定 理 , 易 证 明 Ww (2) 是 一 上 标准 马 氏 过 程 ,有 生 Wi,7 ES 吾 ， 
由 (11.5.31) 及 禁止 概率 知 ,Y 5,3 
EE 一 的; (m 实 ), 从 而 
Go > limQ™ = (gui € B). 
定义 {4) UU 记 上 马 氏 过 程 他 中 CA) (x 二 1,2, 呈 ,090) 如 下 


BE CMA), by Bs 
1 XY Eh jm A 
Be CAY 一 站 名 约 1 [3 2 7 
二 否则 . 
(R= 1 2). 
(4) ， # EE BE, 
1 _ viy :EE Bj = 4; 
= 和 (1 和， i€ Bj=4; 
6s, i=4,j€ {4 UE 


那么 C2) 一 CA) (Cn 一 00), 由 引 理 11.5.4 有 
limsupdg A dD, CE EB. 
其 中 
df 一 lima(l — A EN), GE Bn = 1,2,. ,00). 
dn jij 所 王 , 
另 一 方面 ， 
MT MD PO PAL DD GE EB). 
JEE j 扎 
从 而 
四 = 一 Hang ， GE Ey. 《11. 5. 33) 


Nc 
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由 多 维 分 解 定 理 ,¥ i € 只 ,有 
dm od gm) 


由 (11. 5. 33) 
li 一 人 一 Dg 及) 


jE NE, 
现 反 设 存在 i,;E€ ,使 97 > 0 取 # 充分 大 ,使 i,j EE 到 ,那么 
df = HimA(l — 422) (4)) 


上 EE 囊 


lim[LAl — 4 BD) 一 2 > WN) 
2 5EB, FE FE 
+ XP CN 一 PW CN] 

Edo D+ 


EE 区 


= 
FE 


二 而 十 ii ~ gf < 


政 盾 .从 而 二 gj;: 喜 8' = lim@™. 

在 本 节 的 讨论 中 ,除非 另 有 声明 , 恒 设 8 是 “ 双 无 限 ” 拟 & 一 矩 
阵 , 一 《3 < 扫 - 十 oo} 五 > 一 {hs 一 十 coo} :DC 表示 最 小 We 过 
程 . 

以 下 定理 11. 5,.2 ,定理 11.5.3 给 出 了 * 双 无 限 ” 减 实 & 过 程 唯 
一 的 两 个 必要 条 件 . 

定理 11.5.2 设 9 是 “ 双 无 限 ”3 一 矩阵 , 若 存在 唯一 的 诚实 
旬 过 程 ,那么 ,对 任意 @ 过 程 F() ,在 K.L, Chung[1j 1 811C 人 9) 导 
出 的 细 拓 扑 下 EB; 是 紧 子 集 . 从 而 对 于 唯一 诚实 名 过 程 RC) ,在 
Doob 紧 化 态 空间 再 中 (这 再 , 见 J.L. Doob[2]、3]), 也 是 紧 子 
集 . 

证 明 反 设 结论 不 真 ,; 则 存在 8 过程 P(t( 拉 氏 变 换 为 
CD), 以 及 ;的 无 限 子 集 舍 }) 芝 | CC ,使 得 在 POD 的 C05) 拓扑 
下 ,{i,) 守 在 EB 中 没有 极限 点 ;由 K,L. Chung[1] $$ 11 定理 4 及 
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其 系 ,Y HC 己 {i} 1 禁止 概率 半 群 4PQD tat 和 )) 在 二 H 上 有 标准 
性 . 
对 于 (4) 禁止 评 使 用 分 解 定理 可 得 


1 0 四 
YC 一 |， |+ | 
其 中 


1 
py prc) A), 
吕 2 二 Cer 十 义 十 ACA 5009] 1'， 

Jim 2 (1 一 上 六 6 之 十 20， 

取 cn 渤 o, 充分 大 ,使 得 9 各 CD[1 十 #0(D 雪 过 1, 其 中 
颖 中 (0 二 Ce 十 十 于 C0) ,65 DD" 
令 
1 Jazz 2A). 
PC 2 (A) 
那么 ,W002) 是 8 一 过程,z(2) 六 区 00 ， 人 WP 安 1, 同 


放电 


理 , 使 用 PMN 及 5 可 得 到 @ 过程 灾 2 (2 安 吕 0) 上 且 


7 -一 
> #0) 挟 5 


jEE 


依次 可 定义 一 询 日 过 程 人 人 CD) 和 0) 和 于 中 (各 ， 
SYD ,n= 1,2,"*). (11.5. 34) 


JEE 


D 
CY — | 


十 名 有 | 


人 
= 

EI) = limE NY), 
iE NI) 


A CA) hi (C4) = 2 CAY. 


从 而 
A 2) 1 oo， 
Yi 由 于 zi 到 (23 在 Ba }] 上 油 足 连续 性 条 件 , 由 
分 解 定理 及 K.L,Chung[i]I8liti 的 定理 4,rucwaspFE9022 在 
BINa 门 上 满足 连续 性 条 件 , 从 而 
。318 。 


2 0). 
因此 ,P(N) 在 上 满足 连续 性 条 件 , 由 单调 收 敏 定理 可 知 
yD) 是 上 标准 马 氏 过 程 ,由 引 理 11. 5.4 政 ?3 和) 单调 下 降 
到 下 (和 ,可 得 (2) 的 8 一 矩阵 正好 是 .由 (11. 5. 34) 
igf 2 2) 二 0， 以 二 1, 从 而 一 切 %*> 们 . 
因此 ,可 取 非 负 行 向 量 a« 二 《asi E 8) ,使 
rl 一 十 co， a CAL < 十 co 
令 
《om Ca) 
JP OL 
那么 RA) 是 减 实 8 过 程 , 当 a 取 不 同时 (常数 倍 除 外 },R (和) 也 
不 相同 ,从 而 与 诚实 龟 过 程 唯一 地 捕 . 故 定理 前 半 部 分 成 并 
由 于 Doob 紧 化 空间 记 ( 赋 上 拓扑 ) 限制 在 子 集 上 5 上 与 C1(5) 拓 
扑 等 价 ,( 见 Doob[3]), 从 而 定理 的 后 半 部 分 也 成 立 ， 
定理 11.5.3 设 8 是 “ 双 无 限 ”9 一 矩阵 ,车 诚 实 台 过 程 存在 
而 且 唯 一 ,那么 对 于 任意 日 过 程 玫 ( 让 ,ssF() 必 为 最 小 Qs 过 程 ， 
证 明 ” 设 ACW) 是 唯一 的 诚实 日 过 程 ,YC 是 尾 意 一 个 8 这 
程 ,利用 诚实 @ 过 程 的 唯一 性 ,可 以 证 明 ,CWD 所 RC2)， 
事实 上 ,注意 诚实 8 这 程 唯一 ,由 定理 11. 4.3, 得 


RO = PEO) 十 【一 1 


Sou=8, (GEA, 《11, 5. 35) 
Ei 
将 志 排 序 ; 不 妨 记 五 二 {E19 Br see)} 
对 下 (3 关于 忆 6 使 用 分 解 定 理 , 有 
0 1 
+ _ 多 
AY = Ek nl PC ja 《077 ， 
其 中 


二 Ce 二 A 0 DT, 


cs, 站 limLan {2) ,一 i 


信 


"3i9e: 


条 (4 一 《lm 和 LeDK2 1 一 597] 十 十 和 C060] 
《1T,，5, 36) 


EY) 0 0 | #30n| 1 

0 (| en) 
显然 半 ( 和 D) 写 各 C07, 从 而 CD) 守 和) ,县 YW) 是 旭 8 过 
程 ,由 (131. 5. 36) 还 有 


lm C1 一 4D WYNW) = 0. 《11. 5. 37) 


3 安 玉 


同 理 , 对 CD) 关于 二 使 用 分 解 定理 , 仿 上 述 处 理 , 可 得 到 个 8 
过 程 ?CV 这 WC), 而 且 


limatl 一 42 $Y 一 0， (i = 2). 


a) 


峡 
<11.5.38) 
使 用 归纳 法 ， 入 上 上方 流 可 得 到 一 列 旭 过 程 位 (4)} 训 1, 满 
是 和) 
lim — 42 WD) = 0 ii) 
1 
C11. 5. 39) 


利用 (11. 5. 35) 和 《11.5. 39) 容易 征明 再 (0 一 mY (说 是 
如 过 程 ,而 且 
lmAC 一 和 CD) 0 GE BE. (1.5.40) 


PAY SE TENCS), 注意 到 (11. 5. 40) ;可 断言 (和) 是 诚实 中 过 
程 , 奇 则 利用 <11. 5. 40) 可 构造 出 无 穷 多 个 诚实 @ 过 程 ,与 唯一 性 
矛盾 . 从 而 “(和 9) 是 诚实 名 过 程 ,由 唯一 性 ,到 (0 一 RC), 

因此 ,由 I. Neveu[1] 中 的 定理 3.4. 2, 有 :0 去 oRCi 从 
而 ;为 证 明定 理 结论 成 立 , 只 楼 证 明 s,RC%) 是 最 小 &, 过 程 ， 

设 互 是 主 关 于 RC%) 的 Doob 紧 化 ,由 定理 11. 5.2,8; 是 百 的 紧 
子 集 , 令 4 是 与 请 拓扑 适应 的 距离 (由 J.L.Doob[21, 亡 是 距 商 空间 
的 闭 子 集 ) 

邻 
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J = {i € hdtis Bs) 二 元 1 


显然 ,天 人 一 co)- 

设 瑟 人 一 世人) 是 J,L. Doob[2j 扩 大 状态 空间 到 户 下 的 右 
连 左 极 马 氏 过 程 ,以 DCRC 的 反 拉 氏 变 换 ) 为 转移 概率 ,利用 
xD 轨道 的 拟 左 连续 性 (J.L. Doob[2] 中 的 定理 7. 2) ,类似 于 耻 ， 
ArchinardL1l] 中 的 定理 1 的 证 明 方 法 , 易 证 

Pl FP ROERCOD)Y fn co) 
(11. 5. 41) 

注 ” 以 上 利用 了 J.L, Poob[3] 定义 的 禁止 概率 . 当 禁 止 状态 
限制 在 五 中 时 与 KK.L. Chung[1] $11 定义 的 禁止 概率 相同 . 见 J. 
L. Doob[3] 中 的 定理 10. 2, 

由 《11.5. 357 ,她 保守 ;从 而 ,R( 是 8 型 Ge 过程, 以 下 证 明 ， 
Yi 1 ,Qew, 必 是 零 流出 ,从 而 .BR 是 最 小 Cr 过 程 ,由 (11. 5. 
41)， 那 么 :8(a) 是 最 小 0s 过 程 , 故 定理 结论 成 立 . 

反 设 存在 ,使 Oew 非 零 演出 . 注意 ,iE BovaG 本) 之 地 ， 
从 而 ,在 Es 中 没有 极限 点 cB 上 C5.(5) 拓扑 之 下 ). 国 
此 ,rew8(7 是 上 @ 过 程 . 记 

RID A) =rsw, RW, 
那么 ,由 8 保守 可 得 
lma] — Dr Ds GE TY). 
mr” jE 下 


且 当 iE€ 局 门 时 ,上 式 等 号 成 并 
仿照 上 面 证 区 (2 <& RC24) 的 证 明 方 法 ,可 构造 一 列 9, 过程， 
从 而 得 一 个 8;， 过 程 Be (C2) 满足 


Hm 一 2 rmD) 一 Dg GE DY. 
Meee jE jE 


《11. 8. 42) 


人 必 
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Dg i € By 


二 i 
Dg i€E 
jE 
0， jE 或 ,jE€ Bn,; 
a 一 | (11. 5. 43) 
gs， 其 它 i,j€ EB. 
¢ — (st 拓 5)”, a 一 《5 万 £7, 
2 = (EN ;3 毛 再 37。 
仍 记 五 二 {siz} ,那么 
& = a ， enl 一 di. 
n=l1 
令 
页 CT — DH) 
RWC) = | pe cay] : (11.5. 44) 


其 中 0 (%) 是 最 小 grw 过程 
那么 


mA 一 321 一 下 一 DY a, 


由 于 Qs, 非 零 流出 ,从 而 
XVOD 1 ENN — RDO 0 XV €E Mio, 
利用 定理 9. 5. 1 证 明 中 使 用 的 通常 方法 ,可 以 由 EC 和 0 构造 一 列 
{RY CH) .1， 


a 一 1 


BWCA) -= RAY 直 ss 


limAkl 一 (1) 一 im 
mn kn 
天 
lim ACAMTEI CAY — 641) = gys Cm >> 7). 
令 
XA) 人 1 RM CNL — RMON) Slaw, 
全。 


易 证 明 
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XVOD EE XP Ee 


示 


RX) = limRV (CN), 
下 C%) 二 1— ARCAYL. 
那么 lm 4X(C2) 二 0,E(4) 是 8 过程 . 
由 于 
(A) 一 limX™ 《2 这) 关 0. 
从 而 ,车 取 不 等 于 零 的 非 负 可 和 行 向 量 4 一 (a.3i € 本 .那么 


oHCAY 
AaBRCAY 1 


是 诚实 @ 过程, 当 = 权 不 同时 (常数 倍 除外 )* 台 (2 也 不 相同 ,从 而 
与 诚实 怠 过 程 唯一 矛盾 , 故 定 理 成 立 ， 

以 下 来 证 明 前 寄 的 引 理 11. 5. 2. 

引 理 11. 5. 2 的 证 明 由 于 lminf ygs > 0, 且 二 是 满足 此 条 
件 的 最 小 集 . 从 而 关于 到 (2) ,Bs 是 紧 集 , 足 的 全 部 极限 点 为 . 从 
而 对 任意 有 限 集 F, 己 EA\H,F, 不 会 Bi\F, 的 极限 点 , 由 长, 工 . 
Chung[1] IE $ 11 定理 4 及 其 系 ,可 知 evw.¥( 和 ) 在 怒 LF. 上 有 标准 
性 ,从 而 是 8s,ur, 过 程 . 

为 证 明 cwwr PO) 不 aE(2) (一 so), 设 下 是 好 关于 更 (CA) 的 
Doob 紧 北 流出 状态 空间 JL. Doob[3], 令 i 是 与 了 拓扑 相 适 应 的 中 
离 ; 由 于 二 是 到 的 全 部 极限 点 之 集 , 且 2 为 紧 集 .从 而 YkGi 会 人 
E sd(isH) 学 地} 必 为 有 限 集 .因此 ,存在 m 合 

FOG, 


0) 二 站 (办 十 (1 一 稚 C4)1) 


上 族 BNP CC 6 A 和 € Bd(iyH) < 二} 因此 ,mw (7) 
之 gC), 利用 在 扩大 状态 空间 再 中 ,样本 轨道 的 氢 左 连续 性 ( 见 
J. 工 . Doob[ 2] 中 的 定理 7. 2), 仿 E. Arehinard[1 ] 中 的 定理 上 的 证 
明 ,有 | 


lime, 有 (27 BaF C0). 
tec 
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从 而 ， 
lim cs YC nT (A). 
男 一 方面 ,xwsP(4) 关于 ”单调 增 , 且 
(Bap is (AY i (is EE El F). 

从 而 ， lim co PCN) =pP(A). 

在 本 节 的 最 后 ,我们 对 定理 11. 5. 1 做 一 些 推广 ;为 此 , 先 作 一 
些 准 备 , 

设 8 是 “ 双 无 限 ” 拟 9 一 矩阵 ,8s, 不 满足 (3) 条件 ,我们 引入 下 
列 记号 ， 

CI H= {bh} CC Es 表示 满足 liminf > 4 > 0 的 最 小 

| 
有 限 子 集 .e* 一 (qsj EE 了 有 em 一 (和 证 和 天 有 条 人 一 ]2， 
"1 PA) 表示 最 小 Wa 过 程 ;e: 一 (our EE B81) ,5 一 Cais 所 Ey’, 
(i € Es). 
ge 全 limLoCel. 
Cy 如 果 下 入 Eo\8H 是 有 限 集 ,Po 一 { 人 用 
eB(l1 < 十 co， (EE Fn), 
limaAeB ,LE 一 Gel < 到 十 co， fi €E Fa), 

那么 定义 gs ur 过 程 8%) 如 下 


Go (4) = hE 1。 | 
0 (NO, 
2 CAY 同人 ze) CA PIN) 
| PI CAYATI AY EF CA AT®) Ce ， 
《11. 5. 45) 
其 中 
ep) 
oo 二 | = CBOE BD). 

em A) 


《11. 5. 46) 
A A) 一 【er 十 好 十 A CA EC Yl, . 
.324: | 


Fe 2) ,SP ] = Ce) , De’ yiyj € Po). 
cn 一 【ci En 潜 足 


cg) 二 一 (gq; 十 lim2[e®( ,Def |), (Girj EE Fasi 2 )), 
(11. 5. 47) 
c= Dg limALeD CN) ,1 — Pei, 人 和 
所 Vii me 
《11. 5. 48) 


由 5《11. 5. 45) 一 C11. 5. 48) ,可 得 
limaKl 一 2 了 0000) 


A 


一 
IE BUF NI} 


人 SY gg 人 


= (11, 5. 49) 
六 ga i EF,. 
jE 
而 且 Y¥ 相 记 yF? 关 启 , 必 有 
PIA) = ep py (NY. 《11. 5. 50) 


人 (11.5.2} 和 (011, 5.3) 可知, 定理 11.5.1 中 的 8 具有 性 质 : 
Qs, 不 满足 CS) 条 件 , 且 五 二 8). 我 们 可 以 把 定理 ]1.5. 1 推广 ,得 
到 下 面 定 理 . 

定理 11.5.4 设 8 是 * 双 无 限 ” 拟 8 一 和 全 阵 ,满足 (CN) 条 件 . 
如 果 Qs, 不 满足 CS) 条 件 ,Qs 零 流入 , 零 流 出 , 则 存在 唯一 诚实 8 这 
程 当 且 仅 当 下 列 疏 一 Cv) 同时 成 立 . 

(i 8 保守 ; 即 4 = > 9 GE DD; 


jE 二 {和 
(Gi) eB < 十 co， limA[e'BCAY LE 一 Geo] < 00, 
(EE EAD); 
Gi) 存在 子 集 列 !1F,。) ,满足 不 EHCm -> 00), 按 (11. 5. 
45)— 人 (C11,5,48) 窒 半 和 记 二) 会 lim BC 《上 于 升 
极 根 ). 那么 


ePIDE = DD BP DE = ln), 
jE EH 


=” 325。 


(iv) 1 一 32c :01 有 以 下 分 解 


1 — BOIL 一 DYN). 


Rl 
其 中 C0 EE Me)0， lim350( = eH C= ,en). 
lim aLe®™ P(A) ,1 一 上] 一 十 cc， 
Ea 一 lime™ (2) ' (Fos lr) 
cv) “对 任意 jC) 所 Emo 若 #4) 天 0, 则 | 
lim 和 [5C2) 1 一 本 9] 一 十 co 《下 一 1》 
证 明 ”我 们 仅 对 = 1 的 情况 进行 证 明 . 而 > ! 情况 的 证 
明 类 似 . 
先 证 条 件 的 充分 性 . 假设 (i 一 (> 成 立 . 
由 于 9m() 是 Qr,ur 过 程 ,由 引 理 11. 5. 5 ,到 "0 是 Qew 过 
程 . 由 @ 棵 守 . 引 理 11. 5.5 的 证 明 、 C11.5,33)、 (11.5.47) 和 (11. 
5. 48) 可 知 


lim20l1 一 SB ANY = 2。 C11. 5.51) 
令 
weay 一 | 。 | [AY ! 
lo By) Wa 1 AD CA 
XX Clet oD ™ (a), (11. 5. 52) 
1 


其 中 os CH) 一 站 十 ale td ea, 1] 
由 分 解 定理 及 (11. 5.51) 知 ,到 (2 是 诚实 过程 ， 
如 果 史 (4 是 任 一 诚实 8 过程, 由 如 保守 .@n 零 流 入 . 零 流 出 ， 
可 得 .到 (27 一 号 到 CY 一 BCA) 《最 小 WE, 过 程 ) ,并 且 Lc;; 一 {0} 时 
My 一 10} .由 引 理 了 -未 2 有 . 
Aa) = lm er i TN) = Limb (A , (11.5.53) 
ne" AY = lim ‘gop Ca). C11. 5。 54) 
由 JimA(1 一 知 罗 * (1) = 及 引 理 11.5.2 的 证 明 可 知 
limaACl 一 herve ob (D1 = 2 A 


Moe ii 
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由 上 式 及 sz * ( 力 一 BOD ,590 一 10 ,Mh 一 4101 使 用 分 解 定理 
掏 证 得 
cv i CA = BEPC). 
由 上 式 , (11, 5. 53) 及 (11. 5. 54) 得 
a CX) = = BN (H = {i}), 
注意 多 * (0D 是 诚 实 4 过程 以 及 (Cv), 由 分 解 定理 得 


_10 0 1 
0 -| 0 ge | TT Teva ,1] 


1 
XX | {1.e VD A), 
1 — 2p C1 


由 《11. 5, 52》 姓 罗 * (各 一 天 (0 故 诚实 吕 过 程 唯 一 . 

必要 性 ” 鼻 设 存在 唯一 的 诚实 哩 过程 到 (2)， 

由 定理 11. 4.3 知人 成 立 . 由 定理 11. 5.3:5 史 (2) 二 BCD); 又 
由 于 Qs, 零 流 入 , 零 流出 ,从 而 到 2 二 {0} ,Mw 一 (人. 

任意 取 定 满足 F。* Bi\H 的 有 限 子 集 列 {Fw} ,由 引 理 11. 5.2 
及 引 理 11. 5.5 的 (11.5.33), 有 

lim soy (2) =ay(N). 
imal 一 Mav iV = 4 


可 IE ENP, 
由 上 式 和 多 维 分 解 定 理 及 Lc = {0} les 一 {0}, 得 
sr Eh) = DCN), 
a¥ (Ch) = DB™), 
再 由 多 维 分 解 定理 知 Gi) 成 立 . 由 (2) 关于 五 二 (5 的 一 维 分 解 
可 知 (iiy、《iv) 成 立 . 
如 果 (v) 不 成 立 , 则 存在 哉 办 E 83 只 关 0 且 
limaLR2),1 一 对 二 十 =， 
(4 二 1 时 此 条 件 自动 满足 ,因为 此 时 DC4) 二 1 一 和 (和) 
Yu>0, 令 


， 0 0 1 
2 -| 0 WBA) 十 Xe TI] 


rd 
“ 27 


1 . 
x ， i 全 > 
| 1 6 CL {lye CH) 十 nt A)) 


则 下 (0 是 诚实 9 过程 , 当 4 不 同时 玉 (4) 不 同 ,这 与 诚实 如 过 程 唯 
一 矛盾 , 因此 (tv) 成 立 , 定理 证 毕 . 


$6 补充 与 注 记 


$1 全 稳定 诚实 8 过 程 的 唯 ，` 性 准则 取 自 于 已 振 挺 、 郭 青峰 
LE， | 

全 瞬时 诚实 8 过 程 的 非 唯一 性 由 DD. Wwiliams[3j 得 到 . 在 此 基 
础 之 上 , 陈 安 岳 给 出 了 有 限 个 稳定 态 无 搬 个 瞬时 态 诚 实 4 过 程 的 
非 唯 - -性 . 

有 限 个 肯 时 态 诚实 8 过 程 的 唯一 性 准则 由 费 志 凌 [2] 得 到 ， 
§ 4 取 自 于 费 L2] 

由 于 全 朋 时 态 和 有 限 个 稳定 态 无 限 个 瞬时 态 诚实 怒 过 程 均 具 
有 非 唯一 性 . 因此 ,人 们 犹 测 :如 介 “ 双 无 限 ” 诚 实 4 过 程 存在 , 则 不 
会 叭 一 . 刘 再 明 [3] 给 出 了 一 类 "“ 双 匹 限 ”9 一 斥 阵 ,它们 的 诚实 
过 程 存在 且 唯 一 ,从 而 否定 了 以 上 猜测 . 8 5 到 自 于 让 再 明 [1]. 
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和 Bo 过 程 唯一 性 准则 的 应 用 举例 


本 章 给 出 唯一 性 准则 的 若干 应 用 . 在 $ 1 中 考虑 含 朋 时 态 的 
情况 ,在 $1 之 后 ,除非 男 有 声明 ,我 们 恒 设 8 是 全 稳定 的 . 


$1 使 瞬时 态 % 过程 的 非 唯 一 性 


由 引 理 10. 2., 1 有 下 列 结 论 ， 

定理 12.1.1 若是 会 瞬时 态 的 8 一 短 阵 , 则 存在 无 窃 多 个 
过 程 ,从 而 8 过 程 不 唯一 ;而 且 , 在 所 有 过程 中 不 存在 最 小 的 9 
过 程 ， 

证 明 ”由 引 理 10. 2. 1 及 其 证 明 立 得 本 定理 成 立 . 

定理 12.1.2 设 @ 是 含有 瞬时 态 的 & 一 矩阵 ,存在 诚实 & 过 程 ， 
如 果 存 在 GE 8, 使 


jE 一 i 
则 存在 元 穷 多 个 诚实 8 过程 ,从 而 诚实 过程 不 唯一 性 . 
证 明 见 定 理 11, 4, 3， 


$2 有 界 情况 


定 13.2.1 若 存在 常数 0 委 e< 拓 十 co 使 一 和 < 委 5 (GEE 
了 成 立 , 则 称 @ 为 有 界 的 . 
引 理 12.2.1 若 %= (ww1j 瑟 ) 是 方程 
nM CO— 0) = 0, 
OnE Ls, 
的 任 一 非 零 解 , 则 


(4 > 0) (12.2.1) 


* $29 。 


> > oan 一 十 co， (12. 2. 2) 


JJ 区 时 上 E 古 一 :31 


证 明 由 (12.32.1) 得 
《2 十 g2 入 二 Dgun, 


Pe 


于 是 有 
“2 1 十 Sam 一 了 


站点 HE jEE ks 


一 >») { Dg 


hE jt 


一 2 >， 80 


j 在 环形 一 人 下 


若 (12. 2. 2) 不 成 立 , 由 4 六 0g 之 了》 ga: 2 之 十 及 
EE 尼 一 4 站 了 E 四 
上 式 , 得 


Dn = 0. 


7 所 吾 


从 而 7 一 0, 与 ?是 (12. 2. 1) 的 非 零 解 矛盾 ! 引 理 12. 2. 1 证 毕 . 
引 理 12.2.2 车 


Yd (EH. (12. 2. 8) 


了 ET 一 人 
则 (12. 2. 1) 只 有 零 解 ， 
证 明 ” 设 了 7 是 612.2 1) 的 任 一 解 , 则 


DD gD Ee oy + oo. (12. 2. 4) 
J 了 EE 


jE #3j 

从 而 由 引 理 12. 2.1 知 3 一 0, 引 理 证 毕 . 

定理 12.2.1 若 @ 是 有 界 的 ; 则 8 过 程 唯一 ;从 而 8 型 和 了 型 
9 过 程 唯一 ， 

证 明 ” WC) 是 最 小 如 过 程 , 由 于 怠 有 界 , 从 而 存在 0 和 
过 十 ce 使 | 

cB), 

国 此 
1 1 


> — 1, 
A4 二 ”hie 


{2 EB), 
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故 inf 2 ps2) 之 0, 妈 CH) 条 件 成 立 ,又 由 引 理 12. 2.2 知 (12.2. 1) 
" SER 
只 有 零 解 . 由 定理 10. 1. 1 ,8 过程 唯一 . 定理 证 毕 . 


;3 互 为 有 限 集 的 情况 


定理 12.3.1 若 吾 为 有 限 集 , 则 如 过 程 唯一 . 从 而 到 型 和 了 型 
8 过 程 唯一 . 

证 明 显 见 ,定理 10.1.1 对 忆 为 有 限 集 也 成 立 . 由 4. maxg 
< 十 co (YiE 8) 及 定理 12.2.1 知 过 程 唯一 ， 


$4 对 角 型 情况 


定理 12. 4.1 设 8 是 对 角 型 的 , 则 
{i ”8B 型 @ 过 程 唯一 ， 
(i) 记 型 8 过程 唯一 ， 
{ 壕 》 怠 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 
sapg 一 2 < 十 co, {12. 4.1) 
证 明 ”由 于 怠 是 对 角 型 的 ,从 而 方程 
| (1 — WU = 9, 
ovel, (A 0). (12, 4. 2) 
和 
ua — 0) = 0, 
0SvE Le 
均 只 有 零 解 . 由 定理 10. 4.1 和 定理 10.4. 2 知 ,i 《ii 均 成 立 . 
若 人 12. 4. 1) 成 立 , 则 8 是 有 界 的 ,由 定理 12. 2. 1 知 ,过程 唯 


(4 > D) {12, 4, 3) 


友之 :车 9 过 程 唯一 , 友 设 {12, 4. 1》 不 成 立 , 则 
Se 一 十 em， Cl2, 4. 147 
设 (四 是 最 小 8 过 程 ,由 于 是 对 角 型 ,从 而 (和 记 有 下 到 形式 
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省 (4) 一 1 ， A 0), (12. 4,5) 
有 十 


其 中 ,假设 了 吉 一 {1 2 } ,这 不 和 失 一 般 性 . 
由 《]12.4. 4)。(12. 4.5) 有 


inf DP py(2) = 0, (4 >> 0》 C12. 4. 6) 
‘EB EF 


即 (H) 条 件 不 成 立 . 由 定理 10. 1, 1,8 过 程 不 唯一 . 政 导 . 从而 (12. 
4. 1) 成 立 , 定理 证 毕 . 


$ 5 ”加 边 对 角 型 情况 


形 如 
go dal ua 0a 
fie — #1 0D 0 
a0 0 一 吕 0 机 (12.5,1) 
| 30 0 0 ™ ga 


的 8 一 矩阵 叫做 加 边 对 角 型 8 一 矩阵 ， 
定理 12.5.1 设 8 是 加 边 对 角 型 的 , 则 
(GD B 型 g 过 程 唯一 ，; 
(i) 下 型 如 过 程 唯 一 ; 
ii 外 过 程 唯 一 的 充 要 条 件 是 
0， (12. 5. 2) 


其 中 大 一 {i> 0.,0 gw). 
证 明 0G 这 时 方程 (4 一 5 一 8 成 为 
(十 go)wo 一 ortti 
| | 多 (12.5,.3} 
(A = go = 1 2), 
» 332。 


于 是 


(2 十 go) 一 (之 A aa。 (12. 5. 4) 


从 而 , 若 对 于 某 和 旋 0 玉 0, 则 由 Feo < 妇 汪 得 


om _ 
六 二 > ! > 
qo 十 go 名 下 < 全 ,ok < 


这 导致 子 盾 gm 所 于 是 必 有 加 一 0 由 (12.5.3) 知 几 一 0 人 一 0 
ft 由 定理 10. 4,1 知 ;5 型 8 过程 唯一 ， 
Gil ”参看 (i) 的 证 明 , 不 难得 知 ,方程 
jC — ©Q) 一 由 
lo 后 Lr, 
只 有 等 和解. 由 定理 10. 4.2 知 : 型 8 过程 歇 一 . 
dii) ”由 引 理 4. 3. 2 在 此 引 理 中 歌 了 一 41), {4 ) p24),iE 


E} 是 方程 组 


(a> 0 


(i 1,2,.) (12,5.5) 


zx = ga | A 
1 
的 最 小 非 负 解 , 于 是 
入 - 
4 pW = IDS po ， (> 0). 
2 二 2 ig 


注意 i 和 44》 pol) 把 1, 由 上 式 得 


J 马上 


Tin 六 入 
十 和 和 十 + Im 3 pe ey 


从 而 


入 入 十 go -一 < 一 4 十 和 
十 各 和 4 十 名 Am < 4 十 有 


国 此 ,(12.5. 2》 成 立 等 价 于 inf4 2 p02) 半 0 对 和 = ] 成立 (从 而 
iES jEE 
对 一 切 2 盖 0 成 立 ) , 即 (12. 5.2) 成 立 等 价 于 (五 ) 条 件 成 立 ,再 注意 


已 证 得 和 的 (i) ,由 定理 10.1.1 得 知 (iiy 成 立 ， 
- 333 。 


例 12.5.1 设 人 一 站， 昌 一 ii 六 人 0, 这 时 


; 1 十 qo  ， 1 十 + 1 
jf 二 g TE 
所 以 这 时 8 过 程 唯一 . 
例 12.5.2 设 g = 六,gw 二 ii 六 00). 这 时 
.lq , 1+; 
nf Te i 
所 以 这 时 人 过程 不 唯一 . 


$6 有限 非 保守 情况 


定义 12.6.1 车 五 = fi，》 之 4} 为 有 限 集 ; 刚 称 8 为 有 


JE B— 1] 
限 非 保守 的 . 
定理 12. 6.1 若 & 是 有 限 非 保 宁 的 , 则 总 过 程 唯一 的 充 要 茶 
件 为 互 型 和 不 型 如 过 程 都 唯一 ， 
证 明 ” 若 互 为 有 限 集 , 财 
inf 人》 ，9u(A》 实 minags(CX)》 > 0 


ER jeg 


从 而 由 定理 10. 4. 3 立 得 我 们 的 定理 . 


37 生 灭 情况 
设计 O00 语 0,h 0G 二 1,2,"). 形 如 
一 《ao 十 而 ) bo D 
口 一 名 1 一 《ai 十 bb》 bi 
| 0 gs — {grb) bo 
《12.7. 1) 
的 8 一 矩阵 称 为 生 灭 日 一 矩阵. 对 应 的 过 程 称 为 生 瑞 4 过 程 . 
A 
多 


了 如 up 六 0. 
Ho 
] 
321 一 20 十 po 
n 
z、 一 z0 十 1 二 Bn 1 
" " by bobi* bs " 


之 一 limz 
-bob bd, 
m= 11, {n> 1). 
ql102"** 
五 二 >») 《2 一 Zn), 
3 一 人 
ay -一 六 zj 
j=1 
显 见 
如 一 sn Ya 
i=0 t=0 


150 


设 忆 = jw | 为 列 笑 量 . 定 义 w' 如 下 ， 


为 了 方便 ,以 后 约定 


ut = dou! YW-1=0 
于 是 可 定 多 Dwi 如 下 
Dt = 1 (i 0) 
后 
引 理 12.7.1 设 5 为 到 矢量 , 刘 
Qt = Du, 


了 


(一 112) 


(12.7. 
C12.7. 


(12.7. 


C12. 7. 


(12. 7. 


(C12.7. 


《12.7. 


C12.7. 


2 
3) 


4) 


5) 


6) 


7 


383) 


9) 


C12.7.10) 


C12.7.11) 


"335. 


iti 1 ka POW Thin: = CDauth, i 0. 


证 明 
(Dut Yo 二 
A 
i 
训 一 卉 
一 Bal — to) 一 at 
一 一 (ae Bodo 十 Botr. 
易 验 证 
a 一 ee Ci > 0), 
b= ty i> 0). 
故 
证 二 1 一 让 _ 所 CO Hi 
Dut), 一 St 一 本 人 一 和 1 
1 
=h i Oo Oo CO) 
CO 0). 
引 理 证 毕 . 
引 理 12. 7.2 方程 
IN OT wo0) 
lan = 1, 
的 解 # = (wisi 守 0)7 存在 唯一 ;方程 
i 
m= 1 
的 解 5 二 (wsi 庄 0) 存在 唯一 , 且 
Li 
证 明 ”由 方程 (12. 7. 17) 得 递 推 公式 : 
an = 1. 
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C12.7. 


(12,.7. 


(12.7. 


(12.7. 


(12.7, 


(12.7. 


12.7. 


(12, 7, 


12) 


13) 


14) 


15» 


16) 


17» 


18) 


19) 


(入 十 oi 十 bY; ii 1 


I 一 BB. 和 Cs 2 心 ) 《12- 7， 20) 
故 (12,7. 17) 的 解 ga 存在 唯一 . 显然 有 
2 《12.79. 21) 
上 it1 
妈 
A 一 1 C1l2, 7, 22) 


于 是 直接 验证 可 知 ?%4) 是 (12.7. 18) 的 解 . (12.7. 18) 的 解 的 唯一 
性 是 显然 的 , 从 而 引 理 得 证 . 


村] 理 12. 7. 3 
ut 一 十 十 S37 一 大 十 + Dn i > 0. 
(12.7. 23》 
二 go 十 Dn — a i> 0. (12,7. 24) 
| 


二 一 和 十 地 (za 一 az ASTt a) £0. 《12.7.25) 


由 一 上 
证 明 ”由 引 理 12,7. 1 条 
Hr CO— Ht A (C12.7. 26) 
故 由 (12.7,19} 有 
wt = 十 了 《过 一 4 


B= 


一 地 十 D3 


t=1 


一 好 十 2 yn， i> 0. (12,7. 27) 
i=1 
及 
a 二 Wo 十 Vo, 1 一 zs 二 uo 十 Su (21 A) £2 0. 
+ 一 中 k= 
(12.7. 28) 


把 Q2.7,27) 代入 (12.7.28) 并 整理 之 得 
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1 一 上 


下 一 加 十 于 55 一 207 十 RE 一 zt > 0. 


" {12.7.29) 
于 是 引 理 得 证 . 

引 理 12,7.4 基 和 硅 台 他 0) 严 格 正 . 当 让 十 ee 时 ,和 二 
严格 增加 .we 一 limw < 十 co 的 充 要 条 件 是 下 所 十 oj 二 limwt 
万 十 ee 的 充 要 条 件 是 3 < 十 ce， 

证 明 ”由 a+ 的 定义 和 方程 (12.7.17) 得 

一 


1.7. 30) 


启 ] 一 20 


ut 一 


于 是 由 (12.7.25) 知 w 严格 正 ; 且 当 i+ 十 oo 时 严格 增加 .由 
(12. 7.24) 知 wi 严格 正 , 且 当 i 十 ce 时 地 严格 增加 .所 以 二 
lima 和 惰 一 Timas 存在 , 设 & 过 十 加 ;由 二 严 格 增 加 (12,7.25) 
得 

> Mn (12,7, 31) 


1 


国 此 六 所 十 ee. 友之, 设 下 所 十 co. 由 和 严格 增加 和 和 《12 7.,23) 得 
i 一 2 Dp 


k=l 


《12.7. 32) 


如 十 1 


+ F 
1 < 十 at 一 区 补 A 
#=1 


C12.7.33) 
上 式 右边 是 收 伍 级 数 的 项 , 故 > ,log 2 收 敏 ,从 而 we 过 十 oo 
设 丰 < 撩 十 oo; 由 (12.7. 23) 知 
a At > 0. (12, 7.34) 


上 一 上 


故 


ke 二 co， (C12, 7.35) 


Rs 


一 1 


由 (12.7, 253 有 
，338 。 


机 Ut, 一 20 《13.7.38) 
故 由 (12.7. 23) 得 


ai 盖 时 Da 一 时， (12.7.37) 


村 十 二 “D> 4 Da (C12. 7. 38) 


=1 


故 信之 十 oo. 友之， 如 之 十 ceo 由 邮 的 严格 增加 和 (C12. 7.24) 
得 
十 1 C12. 7. 39) 


ut CO— Hi = Mi Mh + hit ze 《12.7, 407 

证 一 一 1 < 竺 十 a (12. 7. 41) 
注意 Dp 志 Pan < < 十 mm 知 2l08 一 收敛 ， 从 而 款 过 十 oo0, 引 | . 
理 证 毕 . 


定理 12.7.1 设 8 是 形 如 (12.7.1) 的 生 灭 & 一 息 阵 . 则 
(1) 吾 型 8 过 程 唯 一 的 充 要 条 件 是 下 一 十 =; 
《ii) 严 型 @ 过 程 唯 一 的 充 要 条 件 是 mm 一 0:8 一 二 ce 或 3 
一 十 oo} 
ii) 总 过 程 唯一 的 充 要 条件 是 一 0, 有 一 十 ce 或 有 一 十 co， 
证 明 6 由 引 理 12. 7.4 知 , 方 程 
QT Oo— OU = 0, 
0 和 1， 
只 有 有 零 解 药 充 要 茶 件 是 如 一 十 cc. 于 是 由 定理 10. 4. 1 知人 成 立 ， 
(iiy 由 12.7.23) 知 


CA 0) C12.7?, 42) 


mm 


2 二 于 十 入 2D) 衣 ， (12.7. 48) 
k=1 
所 以 方程 
A COo— YH) = 
2 WTP 0 《12.7.449 
0 .91 < 十 ee， 
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只 有 零 解 当 且 仅 当 由 一 十 co. 由 引 理 12.7. 4 知 上 == 十 oo 当 且 仅 
当 态 一 十 co, 于 是 由 定理 10.4.2, GD 以 发 当 上 且 仅 当 m = 二 0 时 8 哥 
守 立 得 (i) 成 立 . . 

《ii)y 由 (Di 以 及 定理 12. 6. 1 立 得 (ii) 成 立 . 

例 12.7.1 设 m 一 六 一 1 人 一 0 和 1 

这 时 和 一 十 1,z 一 十 ce 由 一 1， 从 而 六 一 8 一 十 co, 故 
8 过 程 唯 一 ， 

例 12.7.2 设 a 一 一 十 了 2， (Cn 一 0 1 …). 

这 时 

2 有 十 1 


于 是 
严 一 十 oo， 8— Dm D1 
所 以 8 型 负 过 程 唯一 ,由 a 二 1 半 了 及 5 二 1 之 十 品 知 让 型 过 
程 非 唯 一 ,从 而 8 过 程 非 唯 一 ， 
例 12. 7. 3 设 a 一 二 一 了 (x = O01 ), 
这 时 
z: 二 201 — 2-*+0y, 
2 一 2z 一 天 一 2 
tm = 1， 
二 2 十 5c， 5 二 十 2， 
所 以 BB 型 8 过程 非 唯一 ,F 型 8 这 程 唯 一 ,从 而 8 这 程 非 唯一 . 
例 12.7.4 


2 一 2 一 2 0 
5 一 2z -一 而 一 2 
一 2 


BR 一 瑟 天 + oo, 一 言 雪 十 co， 


所 以 下 型 和 了 型 8 过 程 都 非 唯一 ,从 面 台 过程 非 唯一 . 

例 12.7.5 设 和 一 0 一 1 一 和 一 (人 十 1)2， 人 一 1， 
D+), 

这 时 


Zn Ry 


| .. 
Mm Do 
2 一 十 cey 请 二 十 coy 


亚 < 1 
3 一 2 Gri 1<+ 
因为 m = 0, 所 以 如 保守 ,又 下 一 十 oo. 所 以 B 型 8 过 程 .F 型 8 过 
程 各 8@ 过程 榴 唯一 (此 时 最 小 8 过 程 诚实 ). 
88 纳 生 情况 


设计 0, 守 0,&>>0 (i 一 1,2,"…). 形 如 
一 {go 十 如) 加 0 0 


0 一 by », 0 wii 
0 0 一 bs Ba "" 《12. 8. 1 
0 0 0 一 


的 日 一 矩阵 ;叫做 纯 生 8 一 和 矩阵 ,对 应 的 & 过 程 叫做 纯 生 如 过 程 ， 
定理 12.8.1 设 遇 是 纯 生 一 矩阵; 则 
{i 型 名 过 程 唯一 ; 
(ty 8B 型 8 过程 和 9 过 程 唯一 的 充 和 要 条 人 忻 均 是 


Sip! =+ ec， (12. 8. 2) 
i=1 


证 明 0G) 由 (12.8.1) 知 ; 方 程 
人 < 一 总 一 0， 
0 1 < 十 ce 
公有 零 解 .由 定理 10. 4, 2,f 型 8 过 程 唯一 . 
(i) ”由 于 8 至 多 单 非 保守 tao > 0 的 情况 ) ,注意 人 ,由 定理 
12. 6.1 知 ,此 时 8 型 8 过 程 唯一 等 价 于 过 程 唯一 ,而 方程 (1 一 
QU 一 0 变 成 


《hm 0) (12, 8. 3) 


Ma 十 (an 十 了 jao 一 Botl = 0, 
2 + ha bins 一 


(12. 8. 4) 
ja 十 站 一 Bit r 一 0， 
于 是 
| 
一 十 本 十 页 
2 = Sm, 
| a oo, 
A b:; 
gi = 十 ww 一 (1 十 2) 十 产 )…G 十 pe 
(12. 8, 5) 


车 五 关 0, 册 (12.83.5) 知 tw 关 0( 不 论 加 守 0 或 5 二 0), 且 关于 
i 单调 上 升 ,由 (12. 8. 5) 知 ,lima 世 十 oo 当 且 种 当 HU 十 立 ) 收 


化 , 即 Sb: < 十 oo, 反之 , 若 Yi < 十 oo 则 任 取 由 > 0 由 


tel Em | 


$342 * 


《12. 8. 5) 可 得 = 一 (下 瘀 07. 且 lima 过 十 2, 因此 ,DB! < 十 
co 等 价 于 方程 


(ee o>0 
有 非 零 的 有 界 解 . 又 等 价 于 方程 
(® — QU 一 0， a 0) 
OU 
有 非 零 解 , 由 定理 10. 4. 1, 这 又 等 价 于 5 型 48 过 程 唯一 ， 
定理 证 毕 ， 
例 12.8.1 设 站 一 830， 避 一 0.1,-…). 
这 时 ,我 们 有 
Dt 


til 1 


故人 对 过 程 唯一 这 个 唯一 的 @ 过 程 通常 叫做 Poisson 过 程 ， 

例 12.8.2 设 B> 0,8 二 廊 ， (二 0,1s), 

这 时 ,我 们 有 

D> 之 了 一 上 cc. 

故 8@ 过程 唯一. 这 个 唯一 的 @ 过 程 通 常 叫做 线性 纯 生 过 程 或 叫做 
简单 纯 生 过 程 ， 

例 12.8.3 设 5 计 9, 二 2， 人 一 用 1) 

这 时 ,我 们 有 


一 l 呈 1 1 
一 了 + 
五 


i=1 


由 定理 12, 8.1,f 型 8 过 程 了 唯一， 
89 绅 灭 情况 
设 名 0 二 全 和， 全 一] 2)， 


形 如 
。 343 ， 


bi — bi 0 0 "ee 
LN bs, — ba 0 nt 《12. 9.1) 


0 0 如 一 相 


的 8 一 矩阵 叫做 纯 天 9 一 算 阵 ,对 应 的 9 这 程 叫 做 纯 严 9 过 程 . 
定理 12.9.1 设 Q 是 形 如 (12.9.1) 的 纯 天 8 一 矩阵; 则 
(i) 五 型 吕 过 程 唯一 . 
(i) 下 型 怠 过 程 和 咏 过 程 唯一 的 充 要 条 件 均 是 mm 一 0 或 


5 C1 十 Bo) (1 十 本 rd 十 太 ) 
fd Bibae** br 


证 明 ”iY 由 (12.9.1) 知 方程 
[多 — OV = 0, 
OVO1l, 
仅 有 零 解 ,由 定理 10. 4. 1 知 ,B 型 9 过程 唯一 . 
(i) 由 于 9 至 多 单 非 保守 (5o >> 0 的 情形 ) ,注意 (i) ,由 定理 
12. 6.1 知 , 此 时 了 型 9 过 程 唯一 等 价 于 @ 过 程 唯一 ,而 方程 %( 好 一 
8) 二 0 (0 变 成 


一 十 oo， (12. 9. 2) 


(4 > 0) (12. 9. 3) 


sotA) 一 “天 各， 
1 


和) 二 这 十 6)(4 十 BD) 十 反 ) 
六 + 


于 是 
Dn _ > (1 十 +) th) 

注 章光 1)1 一 十 co 等 价 于 ?901 到 十 ceo (YY 的 , 打 此 (12. 9. 
2) 成 立 等 价 于 方程 

nA — YQ) = 0, 

(, 91 之 十 ee， 
有 非 零 解 . 由 (Ci) ,5 二 0 等 价 于 最 小 8 过 程 是 诚实 的 . 由 定理 10. 
4.2, (二) 成立. 定理 证 毕 ， 
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(> 0) 


例 12.9.1 设 & 二 b>0， (一 00,1) 
这 时 ,我 们 有 


《1 十 加 1 十 而 ?1 十 8) 
Pipe 上 1 


G7 


< 1 1 
于 是 8@ 过 程 唯一 . 
例 12.9.2 设 5 半 0,b, = 二 亡 ， (i 一 0,1,), 
这 时 ,我 们 有 


3 C1 十 8001 十 hh)…(1 十 所) 
Bboraebit 1 


故 @ 过 程 唯一 .这 个 唯一 “的 @ 过程 通 常 加 做 线 性 线 灭 过 程 ,或 可 做 
简单 纯 灭 过 程 . 
例 12.9.3 设 B = 27%， (一 0 1,2，…). 


这 时 ,我 们 有 

Si 《1 十 和 (1 十 页) 十 态 ) 
:1 pibarr "bp1 
ss 1 

一 21 十 20)(1 十 元 )Ci 十 二 ) 让- 
| 1 +t! 

= 0+ Dd 十 了 于)K1 十 六) {1 二 元) 3 
1 一 站 
2 1 1 1 

< 2 2 goer 一 之 BT 二 1 < 十 co， 


于 是 由 定理 12.9. 1,8 型 @ 过 程 唯 一 ,Ff 型 9 过 程 和 过 程 均 不 唯 


10 非 保守 分 枝 情 况 


定 欠 12.10.1 车 B= {0,1,2,}， 
"* 345 +» 


jit1s j 汪 1 一 1 ， 
gq 一 GE BEB), (12.10.1) 
' 0， 1， :jE 


则 称 8 为 分 校 8 一 窍 阵 - 
显然 ,对 于 分 枝 8 一 矩阵 ,其 非 保守 的 充 要 条 件 基 


> Dg (C12. 10. 2) 
ji 天 1 
定理 12. 10. 1 “对 于 任 给 的 一 个 非 保 守 分 枝 & 一 抢 阵 , 则 


(7 8 型 过程 唯 一 . 
下 型 过程 唯 一 (此 结论 对 于 保守 情况 也 成 了 并). 


{ii) 
证 明 (i 分 两 种 情况 证 明 
(1》 Dm 一 0. 
jiL 
这 时 方程 
(oe (A 0) (12. 10. 3) 
0 和 Cl 
成 为 
Aup < 一 0 ， 
(4 十 oa 一 00， 


十 29917 二 从， C12. 10. 4) 


Onl GER. 
于 是 5 = 二 0, 即 (12. 10. 3) 只 有 和 零 解 ,此 时 5 型 8 过 程 唯 


| 


(2) Da;> 0. (12. 10, 5) 
Jl 
邻 
a 二. 《12. 10. 6) 
Sg, 
i 直 1 
由 C12. 10. 2) 及 (2.10.5) 知 
1 a 所 十 00. (12. 10.7) 


这 时 方程 (12. 10. 3) 中 的 第 一 个 式 子 成 为 


"346 .+ 


Mo 一 0， 

一 8 十 (十 全 一 的 as 一 qi 一 光一 个， 
一 200 十 44 十 2900ze 一 20 一 一 二 0D， 
一 3giotz 十 (4 十 392 一 入 一 0， 


C12.10.8) 
于 是 轴 二 届 设 {fu} 是 (2.10.8) 的 非 零 解 , 令 二 ,ws,… 中 第 一 个 大 
于 零 者 为 之 0, 由 (12.10.7) 和 和 (12.10,8) 知 , 必 存在 六 使 
-> 2 十 bg 


a 。 (12,10.9) 
kg 所 
令 
外 一 minfnt > ot > te). (12, 10. 10》 
1y1 
注意 (12. 10.7)、(12.10.8) 和 一 1 之 mw, 知 ,存在 4 疙 右 , 使 
9 《12. 10. 11) 
kag Wu 
邻 
ha = minfasn > hs > EA,)}. (12. 10. 12》 
ka [ 
如 此 继续 做 下 去 ,我们 就 得 到 一 串 严格 上 升 的 正 整 数 序列 {4}; 且 
本 不 十 下 1》 
Hr 
四 二 1 nl 上。 
(2 i) 二 上 Fm 1 》。 a (4 十 9 
此 Ga Rg 
er 、 二 co (n> 二 co). (12. 10. 13) 


玻 {w } 无 界 . 从 而 fi) 无 界 . 这 表示 方程 (12. 10. 8) 没有 非 负 有 界 
的 非 零 解 , 即 方程 (12. 10. 3) 只 有 零 解 ; 从 而 B 型 8 过程 唯 一 . 
ti) ”此 时 方程 
3 一 人 一 0 on (12. 10. 14) 
0 < nnl < 十 cp， 


成 为 


"dd7 。， 


MA 一 人 0 入 1， 
An1 一 一 人 和 十 2919a， 
4 一 hth 一 291 信 十 801 各， 


和 一 用 十 2 人 十 和 一 本 可 十 (十 15gogii， 
0s 9 Dm 十 oo- 


Jj 在下 | 
《12.10. 15) 
车 qo 二 0; 则 (12. 10. 15) 显然 只 有 零 解 ,于 是 由 定理 10. 4. 2 
知 ,F 现 8 这 程 唯 一 ， 
车 go 关 0, 则 由 (12.10.15) 得 
1 
+1 一 1g tm 一 (RO lg 
— (kOe 2 CO 一 人 十 Ase3， 
= Dam Go Daas — 2 gh 


hgio 


1 一 to 一 2 nh i 二 hs 


-ll 
ns 一 po 十 A). 
因 毕 , 若 2 一 Za > 人 有 


t+1 


HE 
2 = 充 ， 2 了 十 工 十 去 CH I 


jm? 


人 ds 
十 1 天 pn 


11 12 13 . 
TO 


和 Q12 1 
YY 


和 1 
实 二 > 3 站 iT 十 父 人 1 + TD 
j=l 


十 起 一 Dn :十 。 


十 1 和 一 2 二 全 一生) 


太 全 
六 一 > 十 
fo 7 十 1 EF 二 了 


下 一 1 
十 1 十 … 十 去 qom) 


上 


1 I 
Fl Oj+l 
= i+ > (12, 10. 16) 
从 而 有 
二 二 类; 
3 
于 是 ， 由 为 宇 上 0 (tj 二 人 0 和 22%< 之 十 2 得 加 = 人 0 一 1 


…) 再 由 《12. 10, 15) 第 一 式 得 m 一 0. 从 而 方程 (12. 10. 14) 对 
了 20 有 过 钥 因 此 , 开 切 和 4 盖 0 也 只 有 有 零 解 ,由 定理 
10. 4. 2,f 型 8 过 程 唯一 . 定理 证 毕 ， 

引 理 12. 10. 1 对 于 非 保守 的 分 枝 @ 一 矩阵 ,最 小 8 过程 
(fs(y) 有 如 下 性 质 ， 


(站 一 DD GE Rt 0). 


本 2 起 
《12. 10. 17) 
证 明 ” 自 (fy()) 是 型 8 过程 知 
fi) = 了 有 Cg 《12. 10. 18) 
二 全 下 
邻 
Fr) 一 OFADE, (0,|r| 所 1)， 《12. 10. 19) 


jE 二 


让 于 fC 连续 且 
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TCD < 29， 
于 是 当 |z| < 1 村 
Dw D2 zl 一 24> zl + co. 
下 三 下 IE 
《12. 10. 20) 
从 而 
DDD DRO lz 到 1 
刘 八 JJ 吃 二 
(12. 10. 21) 
由 <12.10.18)、(12.10.21) 得 


AF 2 x) = DOO Fig) 


7 EE 
= DD — fdadr, |z| < 1 《12, 10. 22) 
jE 上 天 上 
由 全 一 条 得 
Df Dr 一 > RL ER 
J 局 2 
< ja oo lz|l<1l (12.10.23) 
2 所 是 


南 (12. 10. 20)、(12.10. 21)、132. 10.22》 和 (12, 10. 23) 得 
Do fbeur 一 De Es 


jE fs 


2 Ca 一 DU f(t) gu 


上 只 J 于 上 导 可 

一 >», Dy fault) gr’ 
EE jEE 

一 DF >》» Eg.j- em12! 
EE J 1 

= DRO DY ti 
tEE j= 一 ] 

= Spfa (ze > gx 
下 字号 了 加 

一 Skfa(hzt 7Cz) 
上 民 加 
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= fOr lz| 1. (12. 10. 24) 


kER 


其 中 
Fe) = Dr jz| 1 (12. 10. 25) 


由 于 (2,x) 一 DS fa(Da! 作 为 z 的 敌 级 数 在 [一 1,1] 上 绝对 收 襄 ， 
页 


PE = > ifa(Oaroblzl C1 012.10.26) 
tt 志 点 


由 上 12. 10.24) 和 (12. 10. 26) 得 


2 — fx) PD (i € ,lz < 1). 
(12. 10. 27) 
由 于 (0) 一 6 所 以 
Fi(0,x) 一 人。 (12, 10, 28) 


由 {12. 10.27) 和 (12. 10. 28) 得 


AF (tr) OF Ctx) 
一 一 (一 
| 未 7) (12. 10. 29) 


RO) = x Cx| <1 裤 0 
由 于 8 非 保守 ;所 以 gh 了 0, 从 而 
f(x) 半 0. 《12.10. 30) 
以 下 分 两 种 情况 讨论 : 
{i} gw = 0. 
这 时 fo) 一 0, 而 
了 (0) = 了 8 一 和 一 一 入 < 才 0 (12.10.31) 


了 
因此 ,存在 常数 6 < 之 5 过 1; 使 
fA0, (0<rEb). (12. 10. 32) 
在 区 域 上 + 闻 0,0 <z 所 5 中 解 方 程 (12. 10. 29) 得 
WE) 二 t=) G0 过 rE 
(12. 10. 33) 
- 351 。 


其 中 
wo 一 | ,OrnD. 《12.10.34) 
» fts) 
向 02 10. 32) 知 ,W(z} 是 x 的 单调 增 冰 数 ,由 此 可 知 在 区 域 ! 守 0， 
0 之 x 寺内 了 唯一 决定 {tz), 且 
PA) = CP tO00<rAh (12.10.35) 
即 
2 一 之 [ 之 Ff (Ort O00 < rb. 
i 
《12. 10. 36) 


由 于 上 式 两 端的 军 级 数 的 系数 都 非 负 ， 当 x #0 时 , (12.10.36) 成 
为 


. falt} 一 《ef 的 下 C12. 10. 37) 
由 (12, 10. 35) .C12.10.36) ,C12. 10.37D 以 及 (Ex) 和 Filtyz) 都 
是 震级 数 得 

到 fr = CR |z| C12. 10. 38) 
即 


bE 


Ds = DD BF) 0 1) Sh 
i 三 身 了 一 下 =; 
12. 10. 397) 
由 于 上 式 岗 端 对 任意 :可 在 |z1 < 内 逐 项 对 z 求 任意 阶 导 数 , 于 是 
有 
， 中 | , 
Hf = Of so 
IEE 
- 曾 DDCD Di) 
人 ba 
= 之 HFC. (12. 10. 40) 
i 


" 3952+ 


oo， 


再 注意 P| = f(D 和 1. 


ji 二 对 j=0 
即 
Di = DS fs, C0) > 0, 1al 一 1， 
1 一 人 j= D2 - ， 
{12， 
即 
下 人 tt) = Ptr) yt 0, rx| 1. 《12. 
于 是 者 令 * = 1 立 得 
DD 一 (DGE 有 (12. 
了 一 曲 了 = 
(iiy go 天 0. 
令 
¥ 盖子 Kx。 《12. 
于 是 
外 | -6 一 下) dn > 0， 《12. 
六 | -nm ~ 了 (rx) = 一 DS pgnr! |s=0 
C= 
一 和 一 一 而 扫 0， (12, 
yl =f0) = Dg < 0. (12. 
&EE 
y =f (x) 


.41) 


. 42» 


,43) 


44) 


. 45) 


.46) 
+ 47) 


= OE Dr 00 (2.10. 48) 


Fm 


由 012. 10. 48) 知 y 二 f(x) 在 [0.1] 之 间 是 条 斜率 为 负 的 直线 或 是 
凹 函 数 , 于 是 由 (2. 10. 45) 及 (12. 10, 47) 知 ,在 (0,1) 之 间 y 一 


fr) 怡 好 有 一 -个 零点 0 之 之 1, 且 
y= f(t 0 (0 < E), 
在 区 域 i 宇 0,0 < 之 rf 之 # 由 解 方程 (12. 10.29) 得 


(C12. 10. 49) 


gt) + t= oP) 00 7), 
(12. 10. 50) 
* SB3* 


其 中 gx》 -| FS 


仿 ( 中 讨论 , 易 证 ， 
(人 > 一 DF, GUD. 《12.10.51) 


JEE 吕 EL 


联合 (12.10. 43) 和 和 (2.10.51) 立 得 (12. 10. 17). 
到 此 , 引 理 证 毕 ， 
定理 12. 10.2 若是 非 保 守 分 枝 @ 一 矩阵, 则 8 过程 不 唯 


证 明 ”显然 ,8 非 保守 的 充 要 条 件 是 2,gu< 扫 0. 从 而 当 @ 非 保 
守 时 ,为 一 个 非 保守 状态 , 故 和 
DD 1 (> 0)- (12. 10. 52) 
由 引 理 12, 10, 1, 得 
DD = CT ADY FO Gt + ooo), > 0), 


所 时 j 乒 加 
(12. 10. 53) 
所 以 可 
六 0602 一 2 | er* Dy fsa 
jE JE 时 
14 | eo = 0， 《if 十 co)， 
(12. 10, 54) 
从 而 
ie 人 Sy pu = 0, (> 0m. (12, 10. 55》 
即 《 豆 ) 条 件 不 成 立 , 由 定理 10. 1. 1,8 过 程 不 唯一 ， 
定理 得 证 . 


8$11 广 生 灭 情况 及 粒子 系统 的 四 个 模型 


| 设 召 一 {0,]1,2," 一 }, 称 8 = C1ir 2 可) 是 广 生 灭 吕 一 年 阵 ， 
如 果 昌 保守, 而且 
* 64 = 


[= 0 了 > 二 1 
1 > 0 
定理 12.11.1 设 8 是 广 生 灭 8 一定 阵 , 则 Q@ 过 程 唯一 的 充 
要 条件 是 


<12, 11. 1 


R= Dm 一 十 ce。 《12. 11. 2) 
i=0 
其 中 
Th = DF /pit itE; 
四 
1 
FD 一 18 一 gr OCi<hEEE: 
j=i 
gq 一 Sig, OiLhkeE. 
j= | 
C12. 11, 3) 
证 明 ”分 三 步 完 成 证 明 , 先 证 
Ca) 对 每 多 闭 0. 方程 
人 1 C12. 11. 4) 
ug 二 1 
的 每 一 个 解 5 = 二 Gyi E€ 8B) 都 是 单调 上 升 的 . 
事实 上 ,方程 (12. 11. 4) 的 解 己 就 是 
zi 一 1 
wo 一 16+1 一 《(4 十 9 一 D gy) /girs (这 0)， 
j= 
C12.11.5) 
从 而 有 


i—1 
til HT CD gy 一 i;) 十 MN) /qitls i 0. 
j= 


(12. 11.6) 
然后 由 归纳 法 立 得 上 述 断 言 . 
8) ” 试 证 上 述 的 5 满足 
Norms 开机 4 一 个 开 (而 一 0D 十 mst 这 从 
12.11,7» 
* 355 = 


当 记 二 0 时 ,由 于 


2 一 Ho ho qn = Auomo, 


可 见 (12, 11, 7) 式 成 立 . 假设 对 x < ”已 真 ， 那么 ,利用 恒等式 


让 一 


wen 一 za) = Sigp eu, — ww) 0 (C12. 11.8) 


= ii 一 站 


(12, 11,6) 和 (12.11. 3), 以 及 {9) 恒 得 
1—1 
Ut1 We 一 (人 0195 (ar 一 扫 ) 十 Mia) /ns + 1 


上 一 由 
和 


二 | Doms — FD + hm) 十 如] an 


| Gn — ww) Sason ”十 知 Coem 十 DD) /gar 
t=0 


= (Wh 一 wo) Fs 
#1 pl 


十 Xa | >» Pg FD girt 十 Fe) pi 


= t= 
= (Cn CO— Wn) PED 


nl 


十 和 > Foam pt/o. | A iit! 十 Pe /gene ) 


je0 ey 
3 一 二 
一 《1 CO WF 十 au DD) FD /gi.it! 十 Fl /get: ] 
i 三 详 


= {a — to FY 十 Mm 


a—1 
tl Us 2 【 2 CAuom) 十 2 ) A ant! 


2 hue Dom, 十 1) /gri 一 0 


于 是 由 归纳 法 得 (12, 11. 7). 
《ce) 试 征 :8 过 程 叭 一 当 且 仅 当 二 cc， 
首先 注意 ,8 过 程 唯 一 当 且 仅 当 方程 (12. 11. 4) 没有 有 界 解 . 
这 样 ,我 们 只 需 证 明 后 者 等 价 于 六 一 十 oo. 
今 设 过 十 oo, 而 4 是 由 (12. 11. 5) 所 构造 的 解 . 由 (12. 11.7) 
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和 (fl12. 11. 3) 得 
和 二 1 + At 
ss (0 一 uo) CRED Agol) 十 A 
< (% 十 Ca 一 Wo DF01 mg: 
由 于 > mi = 请 < 之 十 oo, 可 见 对 于 足够 大 的 ,有 
Ee 


dru! Oo 1 < 1/2, 


进 弄 
log (Wire 《1 一) 


因而 存在 恕 二 十 ee 使 
上 一 】 
logu = > loglu rar!) < CR< 扫 十 co， 
:二 


区 加 as 过 十 oo. 即 方程 (12. 11. 4) 有 有 和 界 解 ， 

友之 , 若 (12. 11. 4) 有 有 界 解 , 仍 记 作 ,那么 由 (12. 11,7) 得 

= Sm C0 lim 《aa 一 mw/ = uw < 十 cc. 

定理 证 毕 . 

在 本 节余 下 的 部 分 ,我 们 要 给 出 交互 作用 粒子 系统 的 四 个 例 
子 ;, 并 证 明 存 在 唯一 的 8 过 程 . 为 此 ,我 们 将 使 用 化 高 维 为 一 维 的 
思想 , 先 给 出 如 过 程 唯一 性 的 下 列 充分 条 件 . 

定理 12.11.2 设 焉 为 任 一 可 数 集 .如 一 (g(r 让 :zy 马 相 为 
保守 @ 一 窍 阵 . 再 设 存在 8 的 可 数 划分 {EPC 即 EE 站 EE 一 名 (EF 
去 m) ,二 UB), 清 足 条 件 : 


x+1 


车 + E Bg >0 则 YE DPE, C=0,1,.). 
t=b 


12.11.9) 
@ 会 suplg(zy 一 Ya DrE Bl} 二 十 co， (= 0,1,). 


《12. 11. 10) 
令 z+ 二 从 ,1;2,…) ,定义 保守 & 一 拒 阵 入 一 (9 和 七 
2 ) 如 下 
。357 。 


sup{ > g(r gr ER, j=i+ 1 


FEB 
inf{ Dg Ds E BE}, ji 
#5 一 FE 
0， 1 天 了 的 其 它 情形 ， 
一 2 i 了 一 3 
站 


12. 11. 11> 
如果 多 过 程 唯一 , 则 8 过 程 也 唯一 . 
证 明 ”由 于 保守 从 而 一 切 8 过 程 雹 是 8B 型 的 ,由 定理 10,4， 
1, 我 们 只 要 证 明 对 每 个 4 半 0, 方程 


| yr) 一 Dr uy) 
Ee (x EE EY 
0 u(r) 1, 
C12.11. 12) 
只 有 有 零 解 . 
反 设 对 某 4 > 0， 方程 (12. 31,12) 有 非 零 解 {u(x);z E BB}. 
今 
wi 一 SUpfafr] rE Ey, K=O0,],.. {12.11.13» 
则 ”Gast 守 0) 非 零 ,对 每 f 守 0, 选 a >0 和 x 中 EE 所 使 
a CO) AL, uzH) > (1 — em. (12, 11.14) 
用 ze 代替 (12.11.12) 中 的 5, 并 使 用 (2.11.9), (12.11.10)， 
《12. 11, 13) 和 (12. 11. 14) 得 
2--1 
Mf2 十 (2 D+ DY DF DD gD ,Ya 


了 ES 一 {rt ] | 


tC 一 Bt 十 Pr) 十 gr Yar 
十 9 — a 
二 qx) u(r) 


一 >» GT guy) 


#7 
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1 
EG Dt 2 Fam DY) gr ,ur 


ba TE EB 
即 
3 
Pf2 十 OCH GIO Dm 一 的) 9D ), 
j= reB, [| 


Cj2,11.38) 
由 于 如 全 0， 9 ,9) 实 0, 故 由 此 式 及 归纳 法 易 证 s+， 


El 


(+ ec 因而 ,下 上 式 及 (12.11. 117 立 得 


上 一 二 
My72 十 Da 一 Hi) Et i 一 Hy 
ij 
或 
(2 十 8) 过 B01 水 字 0 


了 


C12.11.16) 


少 


二 >》 EE 《12. 1i.17) 


| 0 


1 MA2 十 了 
由 定理 4. 2.1: 一 《 旭 天 六 0 站 交 (472 二 这 汪 0), (a 相 oo) 且 
站 C412) 是 方程 


> 
I 0 = 0 (C19. 11. 18) 

0 1, 
的 最 大 解 . 由 (12. 11. 163《12. 11. 17) 及 归纳 法 知 ; 

MD mt 0: 

ti 20 
队 而 及 C4/2) 注 W, 由 0 关 0 得 吏 (4/2) 和 关 0, 从 而 方程 人 42. 11. 18) 有 
非 零 解 ,与 如 过程 唯一 相 牙 盾 ! 从 而 8 过 程 唯一 . 

注 ”由 于 定理 12. 11.2 中 &@ 是 保守 的 , 且 台 过程 唯一 ,从 而 最 
小 8 过 程 是 诚实 的 . 
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在 以 下 四 个 模型 中 ,( 史 陈 木 法 [2 总 设 5 为 有 限 集 , 状 态 空 
闻 为 灵 一 叶 , 其 中 2 一 10 1 2， 全 


lz| = 2rC0， xEE. (12. 11. 19) 


若 取 隶 一 {zx € BB; | | 二 六 之 0, 那么 ,使 用 定理 12.11.2 和 
定理 12. 11. 1, 不 难 验 证 相应 的 过程 都 是 唯一 的 (好 存 在 唯一 的 
恕 过 程 且 是 诚实 的 ). 

GD 单 物 种 自 催 化 模型 ， 


a 


4 十 买 卡 2X， 瑟 十 科 工 了 

这 里 有 两 个 反应 式 . 第 一 个 反应 式 说 的 是 :在 参数 和 之 下 ,一 个 于 
粒子 与 一 个 4 粒子 生成 一 个 新 的 工 粒 子 ;第 二 个 反应 式 说 的 是 :在 
参数 和 之 下 ,每 两 个 工 粒 子 相 遇 ,两 个 都 死去 而 产生 一 个 了 粒子 . 
我 们 所 关心 的 是 站 粒子 的 个 数 . 4 和 8 是 参加 反应 的 反应 物 , 在 反 
应 中 课 证 持续 地 供给 

上 面 是 在 每 一 个 小 盒子 4 蕊 里 的 肥 应 情况 .然而 ,小 盒子 之 
同 可 以 有 相互 扩散 . 和合 如 说 ,粒子 以 Ptu,2) 的 速率 从 跑 到 

现在 ,已 经 不 难 写 出 这 个 模型 的 & 一 罕 阵 : 


Aatu)zr(), 六 一 区 十 本 
| 
“|, 和 = es 
2《z rp v), y= eu 二 eA) 
0， y 了 天: 的 其 它 和 情形 ， 
一 Sg(z,y), yy 二 I. 
Esk 


《12. 11. 20) 
此 处 为 ,加 ,aCu) 为 正常 数 jz(a) 表 在 * 皇 3 中 三 的 粒子 数 ;e. 表 在 
xz 外 为 1, 其 它 地 方 为 0 的 器 中 的 单位 向 量 、 和 矩阵 (Ptayz)5ayPE 3) 
非 负 . 不 妨 设 > ?Ke， DAOCTLH oo 5. 


显然 ， 定理 12. 11.2 中 512. 11.9) 成 立 . 若 z EB 一 {rz: 1x| 二 
X}+， 则 
» 360 。 


gr) 一 > gr,y) 


3 罗 一 {z) 
一 加 > aka)zfog 
如 全 号 
TCu) 
+ 十 >, THI PH) 
二 2 LT 


AC TN a FE + MBtCk — 1) + Ck 


[i 
从 而 
GC: = sup {gC ;2 € By < oo 
故 (2.11.10) 成 立 , 又 
gat= sup{ >， 9D sr E EB) 


FEB + 


= sup{ DP harir E EF} 


全 当 


一 max{ DS naGD) ru))} 


二 洛 


< 加 (Cmaxa C(O) 


因此 ,定理 12. 11. 1 中 全 的 下 以下 类 


8 一 Dm DE ger) 
> Fi = 


4 一 上 


之 A ey i 三 十 %%， 
[1 


由 定理 12, 11.2 和 定理 12.11.1 知 ,8 过 程 唯一 , 由 定理 12.11.2 的 
注 知 ,这 个 唯一 的 8 这 程 还 是 诚实 的 ， 

在 以 下 葛 模 型 中 ,我们 使 用 人 中 类 似 的 记号 ， 

(ii) schlogl 模型 


wl 
有 十 23XK， 及 BB, 
好 


4 


其 Q 一 算 阵 为 : 
“ 30， 


下 《中 


eco| 
2 


| aaeo， 弛 一 了 十 色 


2 
2 


g(xry) 一 


十 Axtu) 站 一 工 一 eat 


THI pu ns y= 二 evr; 
0 ”# 关 + 的 其 它 情 形 ; 
一 >， 到 《9 于) # 一 工 


外 已 王 一 {Tz] 


C12, 11, 21) 
(ii)》 Lotka 一 Voltetra 模型 
站 由 


和 2 
由 十 其 | -2 看! 十 于; -2 太 ;， 


B+ Xa 2p 十 BB. 
此 时 状态 空间 是 五 二 (对) 一 9. 在 4 蕊 5,XX 的 粒子 数 记 作 
xz)， 当然,|z| = 2 Cal) 十 zz00),X, 从 2 跑 到 下 的 速率 是 


刷 性 呈 . 
P,(u,v), 那么 ,这 个 模型 的 @ 一 条 性 为 ，; 
MOCUITI (HY , ¥ = 二 es 
Asbtlud rua), ¥ ro Os 
Mr1 uta) ¥ = en 二 eu2; 
try) 一 zc)p Cue), y= 二 ensi = 11,2 uF vs 
0, yy 天 工 的 其 它 情形 ; 
一 > g(r,y), ¥ 一 了 
FE 一 {zr 


«12, 11. 22) 
此 处 ak 太一 1; 如 # = 二 8 且 i 二 jj; 否则 为 0. 
(iv) Brusseltar 模型 


EE Ay 
A>XI,， 十 六 一 让 十 站， 


a 


2 
2 十 及 s 一 3 下， 1 0, 


其 状态 空间 仍然 是 (24)” 它 的 8 一 算 阵 为 : 
= 3 人 2 = 


A Cy, # 二 I en; 
Mat CH), ¥ 二 TB 


Mb ur CH), ¥ = 十 Bes 
gr) 一 “| |]nco， y= ez 二 B13 


ritu) pluv), # = ert CO lo 天 
0， y 关 x* 的 其 它 情 形 ， 
一 >) ersyy，3 一 3 


FE ir} 
《12. 11. 23) 
类 似 于 心 ,容易 验证 GD (Cii) 和 (iv) 均 满 足 定理 12. 11.2 和 定理 
12. 11, 1 的 条 件 . 从 而 ,存在 唯一 的 8 过 程 且 是 诚实 的 . 


§12 补充 与 注 记 


会 朋 时 态 @ 过 程 的 非 唯一 性 最 初 由 D. Williams[5] 指 出 . 本 章 


中 定理 12.1. 1 和 定理 12.1.2 分 别 取 自 于 陈 安 岳 [4] 和 费 志 闭 
[2]. 


$2 一 § 10 取 自 于 伐 振 挺 [3]. 
$11 取材 于 陈 木 法 [2]. 
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站 写 定性 理论 的 进一步 讨论 


对 任 给 的 一 个 拟 8 一 矩阵, 所谓 8 过 程 的 定性 理论 就 是 研究 4 
过 程 的 存在 性 .唯一 性 以 及 它 的 介 数 的 各 种 可 能 性 , 在 前 面 筷 章 
中 ,我 们 仅 讨 论 了 两 种 类 型 & 过 程 的 存在 性 和 唯一 性 . 即 一 般 或 诚 
实 晶 过程 的 定性 问题 , 事实 上 ,关于 定性 问题 还 不 止 这 两 种 类 型 . 
下 面 分 二 节 来 讨论 定性 问题 . 


$1 全 稳定 4 过 程 的 定性 理论 


在 本 节 中 ,我 们 恒 设 8 为 全 稳定 8 一 矩阵 . 在 第 一 章 中 ,我 们 
定义 了 清 足 柯 氏 疝 后 .向 前 方程 的 名 过 程 . 

按照 和 过程 蚌 知 诚 实 , 是 否 满 足 柯 氏 向 后 、 回 前 方程 :我们 把 
一 切 过程 分 为 二 十 二 种 类 型 (不 包括 专 论 非 诚 实 的 类 型 ). 

(一 ) 结果 的 陈述 

我 们 需要 状态 空间 了 的 如 下 扩充 : 

任 取 14 访 玉 ,并 记 志 = 二 UU (. 令 


Em 一 0 ， 人 万 Eas) 
各 二 负 一 和 而 二 页， (i EE EE): 《13.1. 17 
Ce (i jE EY. 


显然 ,2 二 (5 和 吾 ) 是 保守 全 稳定 的 & 一 矩阵, 记 它 所 决定 的 
最 小 9 过程 为 名 C0) 一 《8By( 和 36yj E 到). 则 我 们 有 
引 理 13. 1.1 
FD Oo, BD = 0 GEE,> 001013.1.2) 


PN = go (1), (全 FE); 《13. 1. 3) 
”367。 


~ 1 , 
BAD = Tm MDE, (EE. 《18. 1. 4) 


下 民 轩 


证 明 ” 因 多 (3) 是 最 小 8 过程, 由 引 理 4 1.1 太 其 证 明 易 


得 
GPD= =0 GD， 
FDO=0 GEBEA>On0. (13.1.5) 
由 (13. 1. 5) 立 得 (13. 1. 2). 
由 归纳 法 得 


Ph) = gh CA), (iysj EE BA 0,n 0). 
这 就 得 到 (13. 1. 3). 
一 加 & 
易 算 出 Pa (CA) 一 ACA 十 GD ;再 由 归纳 法 得 
HDD = DD Fp (Ca， (i € E). 


tEs 


从 而 
Pa) = Dp 
mt 


= D5 sem 


= 5D) Fp 
EE 
即 得 (13. 1, 47， 
我 们 定义 
二 {uD ,A C— Yu 一 0) ， 


2 二 (0< ET 一 遇 ) 一 让 


相应 的 ,我 们 可 定义 
全 二 {vse 二 Ls sv CA 一 0) 二 人. 
我 们 还 要 用 到 w 的 如 下 子 空间 
| t= {vc yas Dy vd < o0). 
t 人 三 昌 
用 dimc 表示 空间 C0 的 维 数 
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arr rev 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 i ep 


引 理 13. 1.2 对 每 个 > 0,F; 与 沁 是 一 一 对 应 的 , 目 dimw、 
dimi5 dmt .dima 询 与 和 4 无关, 分 别 记 作 而 mz dim? .dim dimaz, 我 
们 有 dims 一 dim? 

证 明 “对 尾 取 ?2 后 元, 证 太一 这 (Xd 则 pC2) 一 


Cn EB) EE 允 反 过 来 , 任 取信 (2) € 三 记 玫 和) 为 C4) 
在 上 的 限制 , 则 54) € 丈 , 余下 结论 显然 . 

为 了 简化 陈述 ,我们 使 用 如 下 代码 

G:， 一 般 的 ， 

8B 满足 柯 氏 向 后 方程 . 

f; ”满足 林 氏 向 前 方程 ， 


A 诚实 . 
和 

2: 。 悍 守 . 

HH: ipf( 200A)1). 人 0 《4 0) 
以 及 关联 词 

U: 或 者 . 

一 《上 横 ， 非 . 


但 我 们 略 去 “站 :并 且 ” 不 写 . 它们 的 顺序 自然 是 先 “ 非 ”, 次 “并 
生 ”, 然 后 “或 者 .例如 说 ,NCB UU FF) 表示 不 满足 向 后 方程 或 者 不 
满足 向 前 方程 的 诚实 @ 过 程 . 


囊 1 

类 型 个 数 充分 必要 条 件 

0 1 HC | dimv = 0)) 

” oo BU EN Cime > 0)) 

BUE 1 CU tdims = Odims = 0) 
oo Clidims > DY UU Cdinaa > 0 
11 dima = 0 

B 
GD dimz > 0 


"3869 ， 


1 
至 
TD 
BF ! 
0 
可 素 
TD 
0 
玉 
0 
BF 
0 
责 
TD 
加 0 
BF 
_ 站 
BF 
Dr 
表 > 
类 型 个 数 
0 
Re | 
人 
(UL F) | 
Lm 
0 
NB | 
oo 
0 
NF | 
Ty 
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Cedima = 0) ( (dimv = 0) 
CU tdima > 0)) Cadimv > 0) 
‘dima = 0} LU (dims = 0) 
{dima >> 0) (dims >> 0) ， 

HC U (dime = 0}) 
HUCN im > 0)) 

CU Hime = 0) 

CF U (dims > 0)) 

UU {dimv = 0) 


Cldimy > 0) 
HH 


i 

dim# = 0 
dima >> 0 
oUF 
5 广 


充分 必要 条 件 


CH(dim; 一 0) 

Fe U (dime = 1)) 

| Claim > 1) 

Cldimv = 0) 

Cdimy = 0) (J Tdim» = 1) 


Cdims > 0) UU Cdimzs > 1) 
CG 


Cdima = 0) 

Cidimy ~~ 0) 

(fdima > DY (FY Cdims = 0) 
Cdims = 0D) (dimv = 1} 
(tdirma >> 0) | CY dime > 1) 


NBF 


[es 

C 

也 

一 人 
-SS 一 = = 


二 
| 
局 
”人 一 一 人 
"mT DOS 


NB FE 


CU dim >> 0) (dimv = 0) 
Cdimy = 0) { dime = 1)} 
Cdim > 0} Cdimy > 1) 
HCl UU tdims ~ O00) 
CHdimr ~— 1) 

六 UU Cdim» > 1) 

oCU Hdim» = 0) 
CH(ldims = 1) 

CE LU (dime > 1)) 

CU CdGima = 0} 

tdims 一 1} 

Cldims > 1) 

HH 

a 

Cldmz = 0 Ue 

Cdimu > 0) 

oUF 

UH 


现在 ,我 们 把 所 有 的 二 十 二 条 类 型 及 每 种 类 型 9 过程 的 可 能 
个 数 和 相应 的 判 列 准则 列 成 以 上 两 个 表 : 表 1 和 表 2. 我 们 用 C,i7， 
dimusdimv 和 dim# 这 五 个 条 件 及 其 组 合 表 出 所 有 判 准 , 表 2 由 表 1 
添 吉 条件 六 得 到 . 从 两 个 表 中 可 以 看 出 可 能 的 个 数 的 明显 的 规律 
性 . 此 外 ,6 型 和 珊 FF 型 ,8 型 和 态 型 的 两 种 结果 不 同 , 却 有 粗 同 


的 条 件 ; 型 和 NF 型 ,BF 型 和 NBF 型 不 避 有 相同 的 结果 ,而 且 有 


间 样 的 判 淮 . 
(二 》 结果 的 证 明 


我 们 先 证 明 8 型 8 过 程 的 几 个 等 价 条 件 . 


定理 13. 1. 1 

三 条 等 价 
Ci Putt) = DV gst), 

LE 
Cy 《27 一 全) 到 (人 一 了 


设 PO 为 8 过 程 ,Y( 科 ) 为 其 拉 氏 变换 , 则 下 面 


(A 0); 
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GH) mA 一 逢 人 1) = i 
证 明 ”在 (i) 两 边 取 拉 氏 次 换 即 得 (i). 车 (i) 成立 , 则 
C—O EO = hd Al=d. 
由 iim (1 一 四 G1) 一 0, 及 控制 收 印 定理 得 Ciii》. 


车 (二) 成 立 , 记 dC4) 为 卫 一 (01 的 反 拉 氏 变换 , 则 dD) 一 1 
一 PCO. 由 (证) 知 ,dC0) 一 直到 4 入 卫 , 记 
Blt) = Bilt) = 0, GEBt0, 
Bu = 1, Bt} = pd, Cj €E Er 0), 
刚 (B Ciyj EB 为 @: 过 程 ,其 中 纹 ' 二 (9a331j EE 可 ) 如 (013.1., 
1) 所 定义 ,由 柯 氏 不 等 式 知 
0 =d() 十 DF) 


j 所 二 


> >) gadi(t) 十 下 十 ga(1 一 dt)) 


A EER 
= Dg d= 0 
[4 
因此 
PD) 一 Pap), Gj E Bt > 0). 
玫 枉 思 
期 @) 成 立 . 


上 述 定 理 说 明 条 件 疏 ,GD ,Gi 中 任何 一 个 均 可 作为 8 型 8 
过 程 的 定义 ， 
推论 13.1.1 当 d==0, 即 日 保守 时 ,每 个 8 这 程 均 为 B 型 遇 
过 程 ， 
证 明 “” 设 吧 0) 为 任 一 过 程 ,$$(2) 是 最 小 8 过 程 ,从而 
0 < CD A WD). 
因为 @() 为 8B 型 8 过 程 ,由 定理 13.1.1 知 
Jim 41 一 272 古 (231)7 =# = 0, 
所 尺 
iim CO EOD 一 0 一 4， 


hy 


+ 3272. 


由 定理 13. 1.1 知 罗 ( 科 为 吾 型 恕 过 程 
定理 13.1.2 记 Z00) = 1 工 一 和 大 (1 , 刚 
(1) ZA E Mee} 
《人 lim22() = ds 
(证 》 ZZ) 六 BODd. 
证 明 ”由 BC2) 满足 预 解 方程 , 即 可 得 证 人 .由 定理 13.1, 1 
及 BC4) 为 8B 型 8 过 程 知 tii) 成 立 , 由 (i) 知 
DA) = (T+ POD ID (13. 1, 6) 
在 (13.1.6) 中 , 令 4 一 oo, 由 法 都 引 理 得 (Ci) 
定理 13.1.3 记 C2) = 204) 一 (0)a, 则 
C12 0 下) 1; 
Ciiy Ka) E Mb} 
《证 县 (%) 为 方程 
CA 一 如) 一 0， 
人 (A 0) (C19. 1.7) 
的 最 大 解 ， 
证 明 (Ciy 由 定理 13. 1.2 立 得 , {ii) 由 定理 4.2.1 得 . 
推论 13. 1. 2 dimw 二 0 的 充 要 条 件 是 束 0) = 0， (> 0. 
从 现在 开始 .我 们 逐步 证 明 上 述 结果 . 
1 五 型 
因为 最 小 8 过程 为 8 型 的 ,从 而 型 8 过程 总 存在 . 
若 dmw = 外 设 WW( 办 为 B 型 8 过 程 ; 记 


Wt) = 二 Cb) gy 0, 
于 是 ,对 每 个 ji E 中 是 方程 (13.1.7) 的 解 . 然而 ,由 
dima = 0 知 ,Wi,(47 一 0. 即 Wi CA) 一 PY), 以 而 8B 型 息 过 程 唯一 . 
车 dima 关 0. 由 推论 18. 1.2 知 ,各 (2 夭 和 取 a 蒂 0 使 站 反 
T 人 是 
co ,再 取 常 数字 >)m, 念 
tEE 


(> 


PA = BOA + COW re 


《13. 1.8) 
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易 证 YY(4) 是 名 过 程 . 因 ( 好 一 多 到 (一 了 再 由 定理 13. 1.1 知 
F(a) 汶 8 济 的 . 
当 c 完 7" 变化 时 ,我 们 可 以 得 到 无 穷 冤 个 也 型 如 过 程 . 
下 面 定 理 给 出 了 下 型 @ 过程 的 两 个 等 价 条 件 . 
定理 13.1.4 设 POQ) 为 @ 过 程 ,PF(%) 为 其 拉 氏 变换 , 则 下 面 
二 条 件 等 价 
QD) BD = Dp gs 
(iiy (CT 一 四) 一 了 上 
证 明 ” 见 定理 2. 5. 1. 
引 | 理 13.1.3 车 
nC— 8) = 0, 
0 7 ?31 < co， 
有 非 零 解 , 则 可 造 一 个 非 零 解 ,使 其 满足 如 下 杀 件 
中 [一 下》 和 [和 13. 1. 10) 
BI ge) 全 La A ED. 
证 明 ” 设 (13.1.9) 有 非 零 解 ,因此 存在 为 沁 0 及 st 加) 使 
[ac — 46%)0 = 0; 


{h > 0) (13. 1, 9) 


1 《13. 1. 11) 
10 < 直人 2045(a0)1 < ce， 
成 立 . 对 任 一 2 全 0, 令 
于 人) = C0) A 7) 《13. 1. 12) 
由 于 AGs 和 0 二 了 所 以 和 40) 一 < 
若 加 全 加 则 


nN = pT Ch om WTO EO. (C13.1.13) 
若 为 三 4, 风 由 #0) C267 一 8) 二 0 得 

PA CO = C13. 1. 14) 
于 是 由 引 理 4. 3.2 得 

DA, 
因此 
2 = nh ACh = 
"B74* 


所 以 


7(4) 0, (4 > 0)， (13. 1.15) 
FL = pC + Ch — HBCYY 
< + yd1 < oo. (13. 1.16) 
邻 
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SQ 十 29: ， 


以 CX) 表示 和 的 第 # 个 分 量 , 于 是 
qo) BAY SD): 一 hn) ug + 0) Dy po CI) 


jt 


达旦 2 m0) 十 2 0) Spo Cg 


jt 


$n) 十 2 ul) 十 pa Chg 一 6n) 


所 Zim%) 十 Zn 十 公 十 1) 


一 241 十 ?me%) < co。 


所 以 对 于 ?iDC 十 (一 2 一旦) 可 使 用 结合 律 . 故 

FO CA Oo— BO) = WRT Ch Oo MBA CA — WY) 
ACT Ch Oo MBONI CT 一 如) 
NAICCA — O) + Ch Oo WPCA — 0)) 
= QCH Oo + Ch OD 

= nh) Ch — Q) = 0. C13. 1.17) 

由 (13. 1,15) (13. 1.16)、C18.1.17) 彻 ,wd%) 满足 方程 (13. 1.9)， 
及 


AtAs uy Atv) = ACA,P), 
于 是 
TA AAC AY = qt MI A A ACE, 4) 
” 370 ， 


一 nM) ACh A) 
一 和 从 [和 4)， 
引 理 得 证 . 
2 三 型 
因为 最 小 名 过 程 为 中 型 ,从 而 了 型 如 过 程 总 存在 . 
若 dimp 一 0 设 罗 (和 0 为 型 8 过程 , 记 
Wi CAY 一 | 一 pit 2) 之 0 人 全 E) 
由 定理 13. 1.4 印 ,对 每 个 i !y() ,jE EB} 是 方程 (13. 1.9) 的 解 . 
然而 ,由 dimz 一 0 条 下: 一 0 后 有 即 和 4) pa) {i, 
j E 中) 故 除 BCX) 外 ,再 无 其 它 中 型 过程 . 
若 Cfdima 二 站 ,此 时 d= 0, 玉 (4) 一 0 从 而 和 (1 二 1. 于 是 
Vl) 是 唯一 的 8 过程, 从 而 也 是 唯一 的 了 型 如 过 程 . 
若 [E UU Cdime 六 00](dims 六 0) 成 立 , 出 六 UU (dimw 半 0) 知 1 
一 481 并 由 dime 汪 0 及 引 理 13.1.3 知 I 关 {0), 任 联 一 
个 祥和 万 46 一 {0} 命 


CA) 
十 30 下 


EY OS BONY 十 《1E 一 2 人 1 
其 中 之 0 为 常数 ， 

易 知 ,六 (和 ) 为 8 过 程 ,由 C13.1.18) 知 CC 一 9) 一 也 于 
是 由 定 理 13. 1.4 知 下 (2) 为 三 击 如 进程 ,由 于 不 同 的 得 到 不 同 的 
ff 型 8 过程 ,从 而 存 夺 无穷 多 个 7 型 8 过程 .注意 

Crdimz = 0) UU tim = 0 = [CU (im > 0) fdimnr > 0) 
F 型 的 判 淮 得 证 . 

我 们 仍 使 用 本 节 开 头 的 记号 . 

引 理 13.1.4 每 个 避 过 程 在 上 的 限制 是 一 个 B 型 名 过 程 ， 
每 一 个 型 加 过 程 在 上 的 限制 是 到 型 人 过 程 .而 且 两 个 型 从 
过 程 相 等 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 限制 . 

证 明 。 设 下 (0) 一 (和 ij 所 了) 为 名 过 程 ,() 一 
CoC27 17 EB) 汶 其 限制 ,由 2' 的 定义 知人 保守 ,由 推论 13, 41.1 
知 (3) 为 8 型 的 ; 且 
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13. 1, 18) 


lim2fl 一 201) 一 0， 
从 而 
lim201 — OND, = lim Pps = &, GE EF). 


再 由 定理 13. [ 王 知 到 (2) 为 8B 型 的 . 便 得 前 一 断言 - 

再 设 0) 一 (站 (D567 EE 吕 ) 为 严 型 9s 过程 ,YY(%4) 一 
《50005175 所 吾 ) 为 其 限制 .由 第 一 个 结论 知 YC 和) 为 8 型 的 ,只 需 
证 更 (入 为 下 型 的 .由 襄 ( 为 下 型 的 得 

CT 一 GIP 一 瑟 。 《13. ], 19》 
其 中 厂 为 BX 吾 上 的 单位 窍 阵 . 
由 上 《13, 1. 19) 得 
六 用 人 一 1,, BatA) = 0, GE EE), C13,.1,20) 
OO 一 扑 二 J， 各 ( 旬 二 地 L SY 和 Cd 


在 
《13. 1. 21》 
由 (13.1.21) 条 到 (1 为 了 型 的 , 从 (13,1.20), 13.1. 21)7 可 以 看 出 
两 个 型 9' 过 程 相 等 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 限制 ， 
引 理 13.1.5 每 一 个 BP 型 @ 过 程 是 基 个 有 型 好过 程 在 下 上 
的 限制 . 及 而 了 型 8' 过 程 和 它 的 限制 是 一 对 一 的 、 
证 明 ”只 需 取 


D0 >0,jE FE), 


A 


BulA) 一 3 Sd (HE BE,4 > 0), 


A WE 
入 ,(2%》 二 六 ;CA (jE EA 0)., 
便 得 前 一 断言 ,然后 结合 引 理 13. 1. 4 便 得 后 一 断言 ， 
引 理 13.1.65 若 记 
| = 1}，, 
则 与 说 是 一 一 对 应 的 .特别 地 dims 一 出 ma 
证 明 直接 验证 二 Dw 二 全 EY, 
3 BF 型 


» S77 * 


由 于 最 小 日 过 程 是 BF 型 的 ,因而 BF 型 @ 过 程 总 存在 , 如 dimz 
二 0, 则 8B 型 过程 唯一 .从 而 BF 型 过程 也 唯一 . 如 果 dim5 一 0， 
由 引 理 13. 1.2 知 ,dimo 一 0, 于 是 Ff 型 8 过程 唯一 . 再 由 引 理 13. 
1.4 及 引 理 13. 1.5 郑 BF 型 @ 过 程 唯一 .反之 ,和 若 dimae 于 0 日 dimsi 
人 0, 则 由 引 理 13. 1.6 及 引 理 13.1.2 知 ,dims! > 0 自 dim > 0， 
由 2 知 存在 无 穷 多 个 型 这 程 ,于 是 由 引 理 13.1.5 知 有 元 穷 多 
个 BF 型 9 过 程 . 

4 BUF 型 

只 要 注意 8UF 型 8 过 程 总 存在 , 它 唯 一 的 充 要 条 件 是 8 型 @ 
过 程 和 型 8 这 程 同 时 唯一 . 

5 如 型 

存在 性 ,唯一 性 分 别 在 第 四 .十 章 已 经 解决 . 我 们 只 需 再 证 , 若 
过 程 非 唯 一 , 则 必定 有 无 穷 多 个 . 但 我 们 已 证 , 若 忆 Cdime > 0) 则 
有 无 穷 多 个 型 8 过 程 ,从 而 名 过 程 有 无 穷 多 个 . 因此, 我们 只 需 再 
证 : 若 互 不 真 , 则 有 无 穷 多 个 吕 过 程 . 然而 ,我 们 有 如 下 更 一 般 的 结 
果 : 

引 理 13.1.7 若 557 成立 , 则 存在 无 穷 儿 个 NBF 型 Q 过程. 
若 CH 成立,; 则 存在 无 窍 多 个 NBF 型 8 过 程 . 

证 明 ”由 到 成 立 及 引 理 3.5.2 知 , 夺 在 a 法 0, 使 
Damp Pa= oo0. (13. 1. 22) 

J 后 莒 ES 


EE 


令 
| 
MB 
易 知 ,YY(2) 是 过程 ;并 且 是 诚实 的 . 由 定理 18.1.4,¥¥( 科 是 型 
的 . 因为 满足 (13. 1. 22) 的 a 有 无穷 多 个 .再 利用 定理 13.1.1 得 引 
理 的 结论 成 立 . 

引 理 13.1.8 若 互 条 件 成 立 , 则 对 任意 行 协调 族 wc%) 都 有 


lim nC) 1 < co， 
证 明 ” 记 cl2) 一 inf C28 1 由 ?20) 为 行 协调 族 , 我 们 有 


FE = BA 二 (1 1) 


C13. 1. 28) 
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nA 一 让) = Oo nC BH). 
从 而 
ANCAIL 一 AnCH)IE = CAO APNCAI CADCA) TY). C13,1.24) 
设 六 放 4 我们 有 
MA Oo Mn a Oo A Lo), 
于 是 
Mma eA anc) 1) 十 【1 cA ama) 1. 
由 假设 知 0< ec 委 1 从 而 
lim gn) 1 < oo， 
引 理 13.1.9 若 刀 条 件 成 立 , 则 对 任意 行 协调 族 光 2) 都 有 
Dn: < oo。 


FE 二 
证 明 ”由 (13.1.2) 得 以 与 & 互 换 ) 
sna 一 IAL Oo PAI CD) 1) 
= pL CAO ND — 2Z(8)) 
= NML TT Ca nA LC) 
= ANAL TF COANEDCADY — ADCAIDUAY. 
《13. 1.25) 
由 定理 13.1.2 知 lm22(3 和 7 一 由 在 (13. 1.25) 式 两 边 令 < co, 由 


引 理 13, 1. 8 得 


了 人 hd < ce、 


下 面 是 本 节 的 关键 性 结果 
引 理 13.1.10 车 五 条 件 成 立 , 则 一 切 @ 过 程 均 为 型 8 过 
程 . _ 
证 明 ” 设 (32) 为 任 一 台 过 程 , 由 王 条 件 成 立 , 则 dims = 0， 
于 是 在 定理 4. 3. 1 中 的 580) 一 0 ,从 而 
DD) = pln) 十 DD EOP. (13, 1. 26) 


qEH 

如 果 瑟 为 空 集 ,由 上 式 知 (62) 一 天 和 :因而 于 (和 是 有 型 人 过 程 . 

下 设 吾 天 他 ,将 (3.1.26) 代入 至 (2) 的 预 解 方程 ,注意 602) 满足 
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预 解 方程 ,以 及 引 理 4.2.7 知 庆 (加,(a 11) 线性 独立 ,我 们 得 
PFOA = POD 4 Ce DEP EN IP a € HY. 


(13, 1, 27) 
因为 所 C0) 突 夺 产 ( 和 1,1] 所 1 由 上 式 可 见 , 对 任意 4,x 半 0， 
FAACAs Er 于 是 固定 a 及 4 证 0, 易 知 9(20) 二 外 CDA A) 
是 行 协调 族 , 依 引 理 3.1.7 得 
p02) = aB lp) + 0). 【13. 1. 28) 
其 中 a 诗 0 与 x 无 甘 , 使 o8(x) € Ls 55(n) 为 行 协 调解 族 , 叉 由 于 a， 
5 与 4 及 4% 有关; 区 & 二 人 C4) == 入 和 0, 帮 
POA ACA 一 BD + FD, C13. 1,29) 
特别 地 , 当 二 时， 
PAY = CAI GDC) 十 CN). 《13. 1.30) 
外 互 芭 件 成 立 ， 
| PD ,1 AB) 1] 
一 [oo 人 ADI] eA Le (2) ,1], 
故 


[oD] (18. 1. 31) 


在 C13. 1.27) 的 两 边 右 铁 以 (if 一 8) 得 
OO 一 ED + Ca DO Lm CD, KC) le 


BEE 


{13. 1.32) 
由 上 式 知 mt) 随 增加 而 不 增 , 往 证 
cf2) yo, {人 oy) 《13. 1, 33) 
从 而 
[ea 11 Do， (六 本 co 》， 《13, 1.34) 


实际 上 ;由 将 (和 7 和 (四 拘 满足 日 条 件 , (13.1.262 和 (13. 1. 
30) 得 


lim DY XO LA ADA — 0. 


人 CL 


lm AX WN 一 小 (a € 厅 )， 
由 B02 的 连续 性 条 件 即 得 
Gds lim ho (AY, = 0. 
取 i 二 a 得 证 (13, 1. 33)， 由 (13. 1. 30) 及 (C13. 1. 32) 得 
A = wp) 十 (一 PE A an) 


5ERH 


十 Ca RG (13.1. 35) 


EN 


由 Xe( 二 gl 六 及 六 (x) 的 协调 性 
A = or) PLD RD — KE) 


bEH 


十 SRD — RD J Cn). 


4 后 
由 (13. 1 31)7 和 上 式 得 
Fe 1 一 [ok 十 
+ YE), TD — Fp) J Cu) 1] 


5 


YR WD) 1 3.1.36) 


EN 


因为 当 w 计 久 时 
To Xa) ep), 1] 


5 


Se), CDI ,1 


BEN 


SL th) , XC) 


a 


< 
_- OL) I< sO LW ,1] 
_1. 
ea) 

由 引 理 13. 1.9,4 六 时 得 
SU md Lea), 1] 


[= 


< ce (13. 3,37) 


+ 38] * 


ED RAGE) ,1] 


bEN. 


1 _- 
SD ED < oo. (13, 1. 38) 


bE 


由 (13. 1. 367、 《13. 1.37) 及 (13. 1.38) 得 
[et ,1 =[Le (11 ~— 


tS fe ,RCL Ca) ,1 


4 二 于 


— Se OILED) ,1 + 
[Lm 


十 DR dL Cn) ,1] 


iE 


DR Ca Le ,1] oo, (13. 1.39) 


4E 具 


周知 ,Ca 0 (ec iD Cecoyy 几 (13. 1.33) 得 


[Lo ,1 一 0， (A 0,a EE EE), 
于 是 
“(2) = 0, (A Oa € BY). 
由 (13. 1. 30) 得 
FCAY = FN), (2 Qa € EB). 


由 了 PC) 为 行 协调 解 族 知 
FO — 0) = 
由 定理 13. 1.4 知 ,到 (2 为 了 型 仿 过 程 
6 三 正副 
车 性 保 守 , 则 由 推论 13.1.2 知 ,每 个 8 过 程 都 是 8 型 ,从 而 不 
存在 8B 无 型 @ 过程 .车 吾 和 铸件 成 立 , 则 由 引 理 13. 1.10 知 ,一 切 8 过 
程 均 为 焉 型 的 ,从 而 也 不 存在 巨子 型 838 过程 
若 55 成 立 , 则 由 引 理 13. 1.7 知 存在 无 穷 多 个 * 有 站 型 如 过 
程 . 
为 了 瞄 述 方便 ,以 下 用 |21 表 D 型 8 过 程 的 个 数 . 
7 BF 型 
若 dimz 二 0, 则 |B| = 二 ,8F| 二 1; 从 而 |8F| 一心 
*。 382 。 


车 dima > 0, 和 容易 证 明 513.1,8) 中 每 个 8 过 程 均 为 于 型 的 ， 
从 而 iBF| 一 ce、 

8 天 和 

若 豆 条 件 不 立 , 则 由 引 理 13.1.10 知 下 型 8 这 程 不 存在 . 

车 吾 成 立 , 则 必 有 0 或 CH 之 一 成 立 . 由 引 理 13. 1.7 知 存在 
无 穷 多 个 下 型 过程. 

9 万 型 

若 8 保 守 , 显 然 有 |B| = 0; 若 CH(dime = 0), 则 |6| 二 1 = 
18|, 也 有 | 中 = 0. 

车 5 成 并 ; 则 由 引 理 13.1.7 知 | 好 | 宇 |NBF| 二 oo; 如 
Cldime 半 0), 则 在 (13. 1. 18) 中 所 构造 的 如 过 程 均 为 了 型 ,从 而 
|B| = ee。 
注意 5U Hidimv 一 0) = CB U Cdime > 0)). 

10 EF 型 

车 @ 保 守 ; 显 然 有 |BF| 一 0. 若 dimz 一 0; 则 |F| 一 | 于 | 一 1 
从 而 |BF| = 0. 

车 Ccdims > 0). 则 在 C13. 1.18) 中 所 构造 的 8 过 程 均 为 BF 
型 ,从 而 | BF| 一 =， 

11 万 吕 下 型 

它 是 型 和 F 测 条 件 的 组 合 . 

下 面 证 明 表 2 中 十 一 种 类 型 的 判 准 . 

12 NB 型 

若非 保守 , 则 4d 关 0. 设 WY(W) 是 任 一 8 型 8 过 程 ,由 定理 13. 
1 1 知 

limAC1 一 和 (1 一 人 天 小 ， 
从 而 (7 非 诚 实 ,因此 ,|NB| = 0. 

若 & 保守 皇 dimx 一 0, 风 显然 有 |NB| = 1; 

车 保守 县 dimz 计 0, 此 时 CH 成 立 , 由 引 理 13.1.7 知 |NBF| 
一 co 从 而 [NBI 一 =o， 

13 NF 型 
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如 dime 二 0, 则 .F| 二 1, 它 即 是 最 小 8 过 程 . 伺 不 论 Cldims >> 
0) 或 C, 最 小 8 这 程 都 有 是非 诚实 ,从 而 | NF| = 0. 

UH OCdimu 本 上 | 二 1, 最 小 8 过 程 诚实 ,从 而 |NR1 一 1 

如 由 ms ], 则 存在 只 和 各 7 一 (0). 令 
nA) 
AnCAYL 
于 是 (0) 是 一 个 NF 型 8 过程. 另 一 方 曙 ,如 RC) 是 他 一 NF 型 
过 程 ,出 由 dim* == 1 知 必 有 

REA) 一 DAY = FO ICAY., 

从 而 由 C2) 的 诚实 性 得 2 和 二 一 可 (DODOwmC01), 故 此 时 
有 |XF| 一 

最 后 ,如果 Cidima 站 或 吾 则 1 一 24)1 闫 10. 若 还 有 ddim 
> 1,. 可 以 取 线 性 盛 关 的 行内 调解 族 C 习 , 玉 (02), 以 及 任意 6 守 0， 
使 得 


ECAY = BD C1 Oo ADCAY1Y 


Dt 
1 


” (13.1.40) 
是 一 个 NF 型 如 过 程 .由 线性 无 其 性 易 扣 对 于 不 同 的 e, 玉 (5) 旦 不 
向 的 名 过 程 , 从 而 |NF| = o0. 注意 
(dtmy 一 OE LUCtdimz > 0)) 
一 (dump 0) LECCCdima = 07) ， 
一 (dimz 一 1) UKCCdimu 一 0 
UU Cdims TcCcdima > 0)) UU 6). 
NF 型 的 判 准 得 证 . 
14 WBF 型 
注意 只 要 INB| 和 NF 之 一 为 0 就 有 |NBF| 一 0, 因此 , 若 
CU (dim > 0) tdimr = 0) 时 , {NBF| = 0. 
若 CCdims 二 0) 成立, 则 唯一 的 妃 过 程 8504) 是 和 NBF 型 ,因此 ， 
INBF| = 1. 
若 CCdima = 1} 成立 ,此 时 |NF| 二 1. 且 它 也 是 5 型 的 .因此 
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4) = 十 (1 一 DLA 1) ~ 一 : 


INBF| = 1. 
若 Cldimz > 0) 0dime >0) 成立, 此 时 ,由 (13.1.40) 所 定义 的 
每 一 个 8 过 程 均 为 NBF 型 ,从 而 |NBF| = oc. 注音 
TU dm > Odim = 0 = Cdima om OU Cim» > 0) 
~ Cdima = 0 UU tdime = 1)) UCCdima > 0 (dims > 1)， 
由 此 得 六 BF 型 的 判 淮 . 
15 AN(BUF) 型 
这 是 NB 型 和 NF 型 判 准 的 综合 . 
16 AO 型 
若 CHCdimsz 二 00), 则 8 过 程 唯 -: 旦 非 诚 实 ,从 而 | N61 二 0. 
若 ec 万 茶 件 或 立 , 从 而 Cdime 一 0) 或 立 , 显 然 有 | Y21 二 1， 
车 5H tdimv 一 1 成 立 , 刚 由 引 理 13.1.10 知 | 忆 | 二 0. 再 由 和 FF 
型 的 判 准 知 NF| 二 1, 立 得 |NG| 一 1. 
车 形成 立 , 则 由 引 理 13.1.7 知 |NG| 一 oo， 
若 5HCdims 1) 成立, 则 | Ge| 六 |NF| 一 co. 
CH(im = DD) = OU HU tim 0) 
= CF UU CHdims = 1) UU HU CHdim; > 1). 
由 此 得 NG 型 的 判 准 ， 
17 NBF 型 
重复 互 六 型 之 证 . 
18 NBF 型 
车 Cdim#z 二 站 , 则 [61 二 1= | 下 ;从 而 |NBF| 二 0; 如 5, 则 
iINBEF| 过 1NBI 二 0. 皮 之 ,车 Cldims 六 0), 此 时 ,五 成 立 , 由 引 理 
13. 1.7 知 1WBF| 一 cc. 


19 NF 型 
与 忆 型 相同 . 
20 NEBF 型 


车 CU Cdime 一 0) 成 立 : 则 |NBF| 志 |NB| 一 0 或 者 |NBk| 
INF| = 0. 
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车 Codims 一 1) 成立, 见 |wzl = 1, 且 这 叭 一 的 NF 型 也 是 5 
型 的 ,从 而 1NBF| 一 1， 

若 Cldime > 1) 成立 ; 则 由 013. 1. 40) 所 构造 的 每 个 9 过 程 均 
为 NBF 型 的 ,从 而 |NBF| 一 ec. 显然 ,CU (dime 二 DD 一 (dimy 
全 1) ,NBF 型 的 判别 得 证 . 


21 A 入 万 型 
若 CUHdims 二 人 0 成立, 则 1Y 瑟 | 之 | 艺 | = 
若 5H(ime 一 1) 成 立 , 刚 |NB| 一 0 互惠 一 0 |5| 三 1， 


INF| = 1. 从 而 |NB| 一 1 
车 6H 成立 , 则 白 引 理 13.1.7 掀 |NB FI 二 0, 从 而 1NB| 一 


车 58H (dims > 1) 成 立 , 则 由 C013. 1. 40) 所 构造 的 每 个 如 过 程 
均 为 NB 型 ,从 而 [NB| 一 2 显然 
Hdime = 0 = CH LU aims > mm) 
~ CF LU Him: = 1) UU CH (Udime > 1). 
NB 型 的 判别 得 证 . 
22 NE UF) 型 
这 是 NB 和 NF 的 组 合 . 至 此 , 我 们 已 经 全 部 证 明了 表 1 积 表 


$2 含 瞬 时 态 8 过程 的 定性 理论 


会 髓 时 态 8 过程 的 定性 理论 ,虽然 取得 ~- 系列 的 结果 ,但 相对 
于 全 稳定 @ 过程 较为 完整 的 定性 理论 来 说 ,还 相差 其 远 . 首先 ,我 
们 不 能 对 一 般 含 盟 时 态 & 过 程 恰当 的 定义 下 型 @ 过 程 :其 次 ,关于 
B 型 &@ 过 程 在 在 性 也 还 未 彻底 解决 . 由 于 我 们 已 经 在 前 面 讨论 了 
含 瞬 时 态 名 过 程 及 诚实 & 过程 的 存在 性 .唯一 性 . 下面 仅 讨论 含 瞬 
时 态 8B 型 8 这 程 及 诚实 8 型 8 过 程 的 存在 性 .唯一 性 . 

(一 】 8 型 9 过程 的 定义 及 性 质 

D, wiliams[41 首 先 对 诚实 8 过 程 给 出 了 满足 Kolmogorov 向 后 
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方程 的 定义 ,并 且 给 出 了 定义 的 几 种 等 价 形 式 .下面 给 出 的 定义 就 
是 其 中 的 一 种 . . 

设 吕 = 00) 是 上 8 一 从 阵 ,POWD 是 8 过 程 (不 要 求 诚实 ). 任 
意 PE Bf oD,EB (pK.L. Chung[1 jn 811, 
$ 12 中 的 首 法 和 未 离 函 数 .那么 


pstt) 一 Cpct 一 sds， (iEE— {5}), 


Tot) 一 | mostt 一 S)ds， C7 拒 吾 一 {5}), 


,Pb 表示 禁止 概率 半 群 ,由 K- 工 -Chung[1] 知 ,,P(6) 是 8r -vw 过程 ， 
并 且 


got) > > mn sbis tlt), ( 息 号 一 {4b} st > 0), 


i Ey . 
《13,. 2. 1) 
定 多 13.2.1 设 PC 是 过 程 ,5 EB, 称 PO 的 有 Bi 成立. 
如 果 
gD = > gp dt), EB {bi,t> 0). 


1 全 且 他 ] 
【13,.2.。2) 
称 P(o 是 了 型 的 ,如 果 对 任意 ;GE 了 ,Po 的 KBi 均 成 立 . 
证 于 (7 和), 玫 C1) , 芒 ( 和 D 分 别 表示 PC) PC， 让 (95 全 
的 接 氏 变换 ; 品 (1 一 (8COD5i ER 一 {8)) 是 一 全 上 上 列 向 量 ; 
A = BOVEE— Be qui EE 1)) 是 8 一 {2} 上 
行 向 量 , 那么 (13. 2,2) 等 价 于 
ND = eh). : 《13. 2. 3) 
定理 13.2.1 车 志 十 02, 那么 (13.2,3) 成 立 当 且 仅 当 
lim2C1 一 和 > 条) 一 名 一 2 go 


jE© 量 35 一季) 
证 明 ”由 分 解 定理 
0 Ti 
yy 一 ,C2 1 a)), 
人 wo tg) i 
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limACl1 一 和 > PY 
入 jE 
一 页 一 lm Cl 
A oo 
= CO ipt oT COL — limAn(th)l, 
A oy Mo 


其 中 (0 一 CD 十 守 和 DD € Lo. 
因 194(2)1 关于 2 单调 增 : 故 HimA(I 一 20 和 (0) 二 名 一 2 ge 
mm jE 


jEE— {5} 
等 价 干 Hm25001 = 0. 后 者 等 价 于 59C) 二 0, 从 而 也 等 价 于 (13. 2. 
3) 成 立 . 
由 定理 13. 2,1 及 定理 18.1.1 知 , 当 8 为 全 稳定 时 ,此 处 8 型 
昌 过程 的 定义 与 通常 全 稳定 情况 8 型 8 过程 的 定义 是 一 致 的 . 
关于 8 型 8 过 程 的 禁止 概率 ,有 如 下 结果 . 它 在 3 型 9 过 程 的 
定性 理论 中 起 重要 作用 . 
定理 13.2.2 设 是 8 一 秆 阵 , 
中 车 P( 和 ) 是 68 过程, 任 取 5 E€ 8, 禁止 状态 5 分 解 为 
Wi RN 
0 P(N A) 
那么 ,¥() 是 8 型 的 当 且 仅 当 ,( 罗 是 互 型 的 ,而 且 闻 (2 一 忆 
aPC4), 其 中 开 二 (qt7 全 了 吾 一 人 8}) 是 8 一 5} 上 行 向 量 . 
Qi) 车) 是 8 型 8 过 程 ,和 目 玫 (%) 在 旦 一 如 上 满足 连续 
性 条 件 ( 从 而 是 Qs_s 过 程 ) ,那么 籽 ( 四 是 8 一 于 8 型 9s_s 过 程 ， 
而 且 对 任意 iE 8B 一 HH 
lim2(1 —% D>) Bt)) 3 limA(1 一 2 22) 十 之 jg 
一 jiE 自 一 下 4 jE j 所 月 


PEAY (1 ), 


(13. 2. 4) 
证 明 ” (i) 对 任意 iE€ 一 雪 ) ,由 分 解 定理 
心 了 
一 bri 让 _ i bs y A)Y. 
人 cj + eco] 了 
(13, 2, 5) 


其 中 (7) 完 penTOW we = (gy;j E Bo {bi}). 
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, 9 1 | ， 
YT -| | | | | 
(13. 2. 6) 
rr | 0 1 0 Ir 
7 一 | ， |+， | 。 (1 #0). 
C13. 2.7) 


中 C2) 这 (0). 


必 油 


Fe) = ee, TA, a = oe CA) + (A), 
由 C13. 2.5) 一 (13. 2.7) 及 分 解 定理 
CA) Eis 二 CA 十 靳 C2 1 闻 CD). (1 3.2.8) 
其 中 #1s-owj 表示 和 (2) 限制 在 一 {i,b} 上 . 
车,z() 是 8 型 的 , 则 , 廊 (2) 二 8s2(). 由 (013.2.8) 式 
FA ein =oe END — Ce FO NE 二 ND i) 
C1 一 ?人 十 入 2 区 (2) 


i EE 


所 户 ( 入 十 视 ( 和 D2 哺 00). 


jE Ri 
国 为 
lim A CAY 一 下 ， lim A. (C2) = qui 
lim DS i 一 


和 
因此 lim 7 (21 一 0, 从 而 站 (三 和, 故 到 CA 的 天 本 成立 . 
如 果 和 还 有 六 (1 一 四 (0 ， 则 有 (3) 的 天 政 成 立 , 内 而 (和 是 8 型 
4 过 程 ， 
反之 ,若是 8B 型 8 过 程 ,那么 六 (2) 一 8 ;FC(2) ,从 而 


上 D0 ' 
"A 一 人 5 一 ,Cy 
"| “(ro)” | 


上 
:hy 
el 


| zc 


47 
入.) 
一 se 十 芒 (24) i 


,et sr (A) 二 | 
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让 (13. 2. 8) 知 
(一 

豆 ;,W(2) 是 互 型 各 过 程 , 显 然 闻 (和 二 2, 演 (2)， 

{ii) 如 果 光 (4) 是 BB 型 人 过 程 ,后 ,HH 是 有 限 集 ,那么 这 () 
在 号 一 豆 上 满足 连续 性 条 件 . 由 (人 知 此 时 sP( 力 是 8 型 8:1 过 
程 , 且 (13.2. 4) 式 等 导 成 立 . 

现 设 是 无 限 集 , 到 有 限 集 日 ,,H, 日 tn 一 so, 那么 sn) 
是 型 -wn 过 程 , 而 且 对 任意 :GE 太一 厅 ， 
limACl — 4 DD) sh)) 一 limak1 一 4 DD) + Dg 


ne 2 一 村 jEE jE 
由 禁止 概率 定义 , 当 ? 一 se 时 
HA A, (jE EE— HA 0). 
对 C2) nFC2) 分 别 禁 止 状态 5E 了 一 HH, 由 于 (和) 满足 连续 性 
条 件 | 


| 0 
也 加 (和 一 


0 PL | | 


了 
Xl ee ‘Ut )) , 


PCH) | 0 " | 十 PT 
FX) 一 ps 
” 0 HU A)! * 


其 中 一 (qs 下 一 【 殖 ， U 1b}}). 
HT AD 一 于 of Y= pr Ys [i 
对 任意 jE 下 一 {五山 {8}) ,由 单调 收 化 定理 


si im 
HH (AD 一 FCA 日 Pi) 一 lim ra A) a. BC) 


Cy 
|, oc) 机 


一 iim CA) 一 lim 4 = i A), 
其 中 二 (gj EB 一 {HU 1(b)}), 
及 而 st 是 8 型 gs 过 程 . 
注意 
A CA) 


5 加 一 旧 jE 一 ， 
(BER— Hn€ NY). 
a 300* 


从 而 
limaCl Oo— D1 2) 


jE 局 
lmAC — 2 PACD) 十 gw (Ca € Ny. 
mm jE 下 JE 对。 


limaCll — 4 DO) s ,C2)) 


jE EH 


宇 limatl 一 2 >》 pc)) 十 Dn: 
me 了 E 对 


注 ”对 任意 8 过程 (2) ,03.2. 4) 均 成 立 .换言之 , 渔 时 (入 
不 是 8 型 日 过 程 时 ,(13. 2. 4) 式 仍然 成 立 . 这 只 要 注意 当 羡 一 (8) 
时 ,利用 分 解 定理 可 得 (13. 2. 4) 等 号 成 立 ; 同 样 可 证 当 五 为 有 限 
集 时 ,+13. 2. 4) 式 等 号 成 并 ;然后 ,类 似 于 上 面 证 明 可 得 (13. 2, 4) 
式 成 立 ， 

推论 13.2.1 若 () 是 8 过 程 ,那么 

(i) W(t2) 是 8 型 的 当 且 仅 当 (和 是 8 型 的 ,其 中 八 EE 


Fr 


pi tj E, 

1 ， 
， Vg) iE Bj=4 
EH) 一 4 2 ' 

pa i= A,jE EE. 


(ii ”对 和 任意 有 限 集 下 己 P(N) 是 8B 型 的 当 且 仅 当 站 (是 
8 型 的 和 (4%) 一 em jGi EH) 司 时 成 立 ,其 中 
:Do i’ 3 1 | 
zc = | 0 | | ACA)Y ACAYDEAY) 
0 way ECAIACAY ECAIACAIDCAY, 


CA) 
A 一 | 


nAY 
有 二 人 se 一 (qs4j EE 一 上 要) 是 行 向 量 . 
证 明 (Ci 自 定理 15 2.20) 可 得 . (i 可 仿 定理 13.2.2Q) 证 
. 明 . 
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定理 13.2.3 设 史 (和 是 忆 上 瑟 弄 go 过程, 02) 是 可 
上 8 过程, 如 时 玫 ( 和 0 不 (或 4 办 ,那么 (和 D 蚌 B 考 
的 ,县 二 Time 

证 明 使 用 定理 13.2.2, 单 询 收 族 定理 及 @ 一 矩阵 上 极限 不 
等 式 ( 引 理 11. 5. 4 科 . 可 知 定理 的 结论 成 立 ， 

(二 ) 请 型 9 过程 的 非 唯 一 性 

以 下 定理 说 明 ;如果 带 瞩 时 态 的 8 型 过程 存在 ,那么 8 型 名 
过 程 必 不 唯一 ， 

定理 13.2.4 设 负 是 带 瞬 时 态 的 @ 一 矩阵 ,如 果 存 在 8 型 吕 
过 程 ,那么 必 存 在 无 穷 多 个 型 8 过程 . 

证 明 设 六 (%) 是 任意 B 型 8 过程 , 任 取 瞬时 态 5E 飞 , 对 
xx) 禁止 5 分 解 得 


,站 0 ，! i 
FCA = | | 十 pr) 


i et ,PA)). 
\o (2 


1 
EC 


其 中 
物 [ 和 0 二 Cos 十 和 二 A[e® WO) 8m] 1 
lim Me™ ECO] 
任 玻 < E to 十 oo0), 令 
苞 C2) 二 Ce 十 名 十 Ae (2 1!， 
0 i 1 i ， 
| 十 疡 (0 | | CD 
由 定理 13.2.2 知 , 产 (和) 为 下 型 8 过程 . 且 当 天 ee 时 ,ze (5) 天 
:人 从 而 存在 无 穷 多 个 B 型 82 过程 . 
虽然 也 型 名 过 程 不 瞧 一 ,但 NB 型 9 过程 仍 可 能 唯一 , 见 下 面 
定 埋 13. 2. 10. 
(三 ) 五 型 (NB 型 )9 过 程 的 存在 性 及 NB 型 4 过程 的 唯一 性 
与 全 稳定 &@ 一气 阵 不同, 带 瞬 时 态 兹 & -矩阵 ,可 以 存在 @ 过 
程 而 不 存在 中 型 & 过程 ， 
定理 13.2.5 (i) 存在 带 瞬 时 态 前 如 一 官 阵 , 它 存 在 名 过 程 ， 
。392 。 


10 
(0) 一 | 


但 不 存在 互 型 恕 过程. 
(i) 存在 带 朋 时 态 的 台 一 定 阵 , 它 的 瞬时 态 保 守 , 存 在 8 过 
程 ,但 不 存在 8 型 8 过程 . 
证 明 设 


总 一 
一 加 


其 中 h 庆 0,0&9 < 二 oo < 芭 十 cn (> 0), 存 在 子 集 
iEE ’ 
五 二 {1,2,…} 使 
< oo, supg 一 十 ~. 

由 定理 9. 3. 1 存在 如 过 程 . 现 证 不 存在 8B 型 8 过程 ， 

反 设 存在 B 型 久 过 程 PD), 设 B= 0,1,…). 让 4E Bj;iyj 毛 
EU'14). 令 
fp CE， 让 
6 
1 一 Dp), i€ Bj=4. 


上 二 天 


认 刻 (4 ,Ci 分 别 是 天 轧 ,P00 的 拉 氏 变换 ,由 PC 是 8 型 的 及 定 


理 13. 2. 1 知 
lim B10) 一 limaCl 一 4 PN) ~ ge 


1 AAs 


jj 下 


从 而 PG 有 8 一 矩阵 


0 0 0 
a Ooo 面 
加 1 0 el 
全 
对 于 F( 禁止 状态 0, 分 解 得 
0 
1 FCAYY, 


2 1 
TAY 一 FA 
‘2 | go) 0) 
, 393. 


其 中 ; 福 (2) 是 i 一 40) 上 wiys-_io} 过 程 , 注意 到 ius-w 是 
全 稳定 的 保守 名 一 第 阵 , 并 且 零 流出 ,从 而 &suc 过 程 唯一 ,由 
各 是 单 瞬 时 & 一 息 阵 ,这 与 定理 7. 1.2 了 矛盾 , 从 而 不 存在 有 型 如 过 
程 . 

以 下 是 含 瞬时 态 3 型 品 过 程 存在 的 一 个 必要 条 件 . 

定理 13.2.6 ”如果 中 是 互 上 拟 & 一 矩阵 ,那么 

ti) ”车 存 在 B 型 龟 过 程 ,那么 瞬时 态 全 保守 ; 

(tii) ” 若 窒 在 诚实 8 型 8 过 程 ,那么 8 保守 ， 

证 明 ”由 分 解 定理 及 定理 13. 2.1 及 (13.2.3) 式 有 可知 定理 结 
论 成 立 . 

定理 13,2.7 设 8 是 任意 8 一 矩阵 ,车 存在 B 型 8 过程 , 那 
么 存在 诚实 8 型 8 过程 当 且 仪 当 @ 保守. 

证 明 ”全 稳定 态 情 况 显 然 成 立 , 不 妨 设 8 含 瞬时 态 . 条 件 的 
必要 性 由 定理 13. 2.6 可 得 .以 下 证 明 充 分 性 . 

设 各 (1 是 8 型 2 过 程 , 甩 , 束 分 别 表示 名 的 稳定 态 和 有 瞬时 态 之 
集 , 让 瑟 王 1t2 )， 由 分 解 定 理 得 

rw =| 1+ wacao| ， 
0 A 
pA) 一 《ec 十 到 十 lim 1 Ci) C1 一 和) 十 
十 ie 6 这 0. 


上 


1 


| >, 


今 
于 CD 二 十 m0 一 全 十 和 (00 人) ， 
DEN) 一 ， " | 十 Wo 009| ! (1 CY. 
0 | 
由 "(4) 及 记 按 以 上 方法 可 得 到 YY 和,…, 队 而 可 依次 得 
到 一列 {全 中 ( 力 ,显然 (和 之 DD) 各 入 "(车 妃 为 有 限 集 
时 , 取 {Y"m (7%)} 为 尾 定 序列 ) 由 定理 13.2,2 知 "(四 的 为 B 型 4 
过 程 . 由 定理 13. 2.3 知 ec) 一 lim¥™ (2) 是 8B 型 8 过 程 . 易 知 ， 
对 任意 i E€ Bs， 
+ 394. 


limA(l 一 和 >》 WY)) 一 0. 


从 而 ,对 任意 ie 杞 ,有 
lim2K1 一 4 0) 一 0. 
ee 了 用 

由 于 名 保守 ,从 而 
limatl — FIN 一 0. 

取 不 等 于 零 的 非 负 可 和 行 向 量 a 二 (ae 本， 令 


a (CA) 
oD NY 


那么 EC) 是 诚实 8 过程, 以 下 证 明 Ri) 是 8B 型 的 . 
对 任意 GE 了 ,分别 分 解 RCWD ,PC4) 


RIM) = OO) + Cl Oo A 1) 


i0 0 1 1 
a 一 | [| | 
0 RCA)) 1 一 3 再 (1 
Xx (1 etl, RO) 十 有 0》， 
Fe () 一 |， | ja ee A)) 
0 EY) (EOCAY ! “ 
其 中 ee = 二 (qsyyi 太一 {让 ) 是 行 向 量 . 


因此 
Mr (AC 十 em ,ROVL + HL) = 1. 
由 定理 13. 2. 1 及 上 式 得 
Ma ORL 一 工 一 Mrsf25C] + et :ROAD)1) 
Sl 一 WI Fe ,PL) 
一 1 一 4》 C4) 


PL 
所 以 
一、 ] - 。 rocy 。 
和 CD1 C1 一 2 "2) 一 0， (2 本 十 ec). 


夫 而 多 三 0, 因此 RCW) 是 8 型 的 . 
注 以 上 ”人 恒 用 了 车 ROA 六 YOC0)， 则 ,ROW 六 
C2)” 网 J 了 Neveu 中 定理 3. 4.2 和 定理 3. 4. 3. 
"395. 


定理 13.2.8 设 8 是 滞 朋 时 态 的 8 一 秆 阵 . 若 存 在 唯一 的 诚 
实 旬 过 程 RCO20) ,那么 ERC) 是 8 型 的 ,有 旦 任意 8 过 程 均 被 RC7) 所 控 
制 C8 a) RC). 

证 明 设 E4) 基 唯 … 的 诚实 过 程 ,那么 RCD 必 是 8B 型 的 . 
捉 实 上 , 若 存 在 瞬时 态 5 EE 8B, 使 RC) 的 天 不成立, 那么 对 52 
禁止 分解 为 

R(A) 一 1， 
0 RCAY 1 Co A l) 
X 1 en ,RCA + yA)). 
其 中 7 EE Lr) 天.e% 二 (gy) EB {5}). 
对 任意 4 汪 0, 今 


十 mc] 


= ， 

， 1 0 心 1 1 
人 一 | 0 RCA 1 BC 
x (1 eR) 二 A), (13. 2. 9) 


| 十 | 


其 中 
| ?CA 二 (十 A[e ROA 二 于 CA 1] 《13. 2. 10) 
那么 rrC4) 是 诚实 8 过程, 当 二 不 同时 育 ( 和 不同; 六 盾 ! 

若 存 在 稳定 态 i€E ,使 RON 的 有 访 不 成 江 ; 任 取 肯 时 态 5 万 
,对 RC4) 的 止 fi,8} 分 解 为 


. | 由 1 i ACAY AI PCD) 
RAY 一 | | » 。 | 
10 国人 上 (41 
其 中 
je aR CA DAY . 
nt%) 一 | 二 1， em 《0 一 


pC) ! 
YY) E Lan nh) A 0, lim aC%)1 十 25， 
对 任意 上 盖 0, 令 
|? sREAY 十 (DY) 
六 人) 一 , -|: 
CR) CAD 
仿 (13.2.9)、013.2.10) 可 定义 本 (4)( 二 维 情 况 ) ,RC0) ;得 到 无 窒 
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多 个 不 中 斯 如 过 程 . 九 持 ! 从 而 (3%) 是 下 型 如 过 程 . 由 定理 13. 2.6 
知 乌 保 守 . 
设 ¥() 是 任意 4 过程 ,显然 ,lim4(1 一 22 和 (和 ) 一 0， 0 
€ Fi). 
设 肪 = ia 是 瞬时 态 之 集 , 仿 定理 13. 2.7 的 证 明 方 法 ， 
可 构 间 一列 日 计 程 信 (4)) 
FO VD EE 


对 任意 i, EE EE;， 
limAC1 — A WV)) = 0. C13, 2.11) 
EY 一 mA 
易 证 Ye (和 ) 是 过 得 ,由 (3.2.11) 下 Yi) 关于 单调 上 升 和 
8 保守 , 订 得 
Ima — ZF D1 = 0 C13. 2, 12) 
由 上 式 太 诚实 98 过程 叭 -可 丝 
PE) Oo ROCAY. 
{否则 可 按 通 常 方 法 构 选 无 穷 针 个 诚实 9 过程 ). 从 而 Yt 和) 起 
RCNY). 
在 上 -部 分 :我 们 已 经 指出 舍 肯 时 坊 的 8 型 8 过程 存在 必 不 
唯一 ,但 NB 型 @ 过 程 仍 可 能 唯一 ,下 面 定理 给 出 8B 型 过程 唯 一 
的 生子 ， 
定理 13.2.9 存在 含有 限 个 瞬时 态 的 & 一 拭 阵 和 " 双 无 限 癌 
一 矩阵 ,它们 存在 唯一 的 诚实 8 型 8 过 程 . 
证 明 ”由 定 理 9.4.1 辑 , 以 下 Kolmogorov 矩阵 
人 1 


| 9 ， (13. 2. 13) 
92 一 8 
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其 中 0<w < 书本 < oo. 
存在 唯一 的 诚实 8 过 程 . 

由 定理 13. 2.8, 存 在 唯一 诚实 过程, 则 存在 唯一 诚实 8 型 @ 
过 程 . 因此 ,Kolmogorov 矩阵 613.2. 13) 及 定理 11.5. 1 中 的 * 双 无 
限 ”9 一 窍 阵 , 分 别 满足 本 定理 的 要 求 . 

以 下 分 别 对 有 限 个 瞬时 态 无 限 个 稳定 态 ,无 限 个 瞬时 态 有 限 
个 稳定 琳 二 种 情况 ,讨论 中 型 如 过 程 的 定 注 理论 . 

设 总 是 中 工 顷 名 一 矩阵 , 一 计生 二 十 2 有 一 人 9 二 十 
co}, 在 下 面 定理 13. 2. 10 一 13. 2. 12 中 ,我们 均 假 定 囊 一 (5，…， 
&} 为 有 限 集 , 品 为 无 限 集 . 

定理 13.2.10 设 & 是 有 限 个 瞬时 态 无 限 信 稳定 态 的 所 外 一 
矩阵 ,那么 存 硅 8 型 9 过 程 当 且 仅 当下 列 两 条 同时 成 立 

(DY = edBNL < os (4 0k = 


jE R12} 
err oi). 
(i》 方程 
(CA — Qe )E = 0, 
| > 0 (14.2,14) 
0 和 21 
有 满足 以 下 条 件 的 # 个 解 SOC4) (KE 二 12 8}. 
(1) Vem) ND; (C13, 2.15》 
C2) Eta) EE Mov: C19. 2, 16) 
(3) lime BO Be EO) LH C= ln), 
| (13. 2, 17) 
其 中 &(3 是 最 小 Qs 过程 ,区 (2%) 是 (13. 2. 14) 的 最 大 解 ， 


0 一 lime™ (A), Der 一 lm » 
2 = gj EE ED, a0 = (qs,3 EE El). 
证 明 ”条 件 的 充分 性 的 证 明 仿照 定理 7.2.6 充分 性 部 分 的 
光明 ,由 挫 沦 13.2.1 可 向 定理 7.2.6 证 明 中 交 首 的 8 过程 是 型 
= 98， 


的 . 

由 定理 13.2.] 和 定理 7.2.7 可 得 本 定理 条 件 的 必要 性 . 

定理 13.2.1! 设 细 是 有 限 个 瞬时 态 无 也 个 稳定 态 的 拟 & 一 
短 阵 ,那么 存在 诚实 8B 型 8 过 程 的 充 要 条 件 是 定理 13.2.10 中 的 条 
件 5iD Ci 以 及 旬 保 守 同 时 成 立 ， 

证 明 ”由 定理 13. 2. 10 及 定理 13.2.7 立 得 本 定理 成 立 . 

美 于 诚实 2 型 过程 的 唯一 性 有 以 下 结果 . 

定理 13.2.12 设 & 是 有 限 个 瞬时 态 无 限 个 稳定 态 的 氟 & 一 
此 阵 ,那么 诚实 已 型 8 过 程 存在 而 唯一 当 且 仅 当 以 下 几 条 同时 成 


G) 外 和 哥 守 3 
Gy eg(1 < 十 oo， = 1 
ii) 方程 

(aT 一 QE 一 0， 

0 扫 王 所 1， 


有 唯一 的 解 族 {C0 二 1,…' sn} 满足 下 列 条 件 
C1) DEM = NC; 


(2) ED(2) E MY,, Ck Oo ls). 
其 中 (和 0, 革 ( 和 ee 以 及 和 中 的 意义 与 定理 13.2.10 中 类 似 . 

证 明 ” 仿 定 理 11, 和 4 的 证 明 方 法 , 即 可 证 明 本 定理 

下 面 讨 论 元 怕 个 瞬时 态 有 限 个 稳定 态 时 8 型 8 过 程 的 生 性 理 
论 . 首先 ,我 们 不 加 证 明 给 出 D. WilliamsL4j 中 的 一 个 定理 . 

定理 13. 2. 13(D. Wiliams)” 设 Q@ 是 全 肯 时 的 拟 @ 一 和 矩阵 , 那 
么 存在 NB 型 8 过 程 当 且 公 当 (NY、(5) 条件 成 立 惧 及 日 保守 . 当 条 
件 满足 时 ,存在 无 穷 多 个 8 有 型 外 过程， 

设 旬 是 上 拟 昌 一 辐 阵 ,B81 一 :六 十 于 }) Bo 二 ii 二 十 
o0). 下 面 总 假定 及 是 无 限 集 ,B = (如 ,… ,加 ) 是 有 限 集 ， 

由于 拟 妨 一 矩阵 满足 CY) 条 件 , 下 面 几 个 定理 中 CN) 某 件 可 
”以 不 写 出 来 .但 为 了 与 DD. WiliamsL3].[41 定理 形式 一 致 ,也 绽 出 
399 。 


来 了 . 

定理 13.2.14 设 & 是 无 限 个 瞬时 态 有 限 个 稳定 态 的 拟 & 一 
生 阵 ,那么 存在 了 型 8 过 程 当 且 仅 当 CN)、(8) 条 件 成 立 以 及 所 有 
报时 态 均 保守 ， 

证 明 ”首先 注意 ,由 于 总 只 有 有 限 个 稳定 态 , 从 而 多 满足 
(CN)、CS) 条件 及 所 有 阵 时 态 均 保守 等 价 于 名, 一 Ceii E 请) 滞 
足 (7. 5) 条 件 及 4s, 保守. 

如 果 殖 (1) 是 8 型 8 过 程 ,对 (2) 禁止 有 限 个 状态 集 吾 分 解 


得 
0 ED VECOACD) ECAACII NCAY 
《13. 2, 18) 
由 推论 13. 2. 1,z 风 (入 是 互 型 9 过 程 ,由 定理 5.1.1 及 定理 13. 2. 
6 知 Bx, 保守 ,并 且 满 足 (N》、(5) 条 件 . 
反之 . 若 8z, 满足 CW)、C8) 条 件 以 及 保守 ,让 五 是 人 的 一 个 
安全 因子 . 让 Rl UU 才 29 下 1 三 二; 一 ,KK, ,Ks 均 汶 元 限 集 . 


2 
His iv EE Ess 
1 ， i= ,jE Kr: 
各 一 4 一 co， 1 一 了 一 4; 
0. i= jE Fm Ks: 
id;s i Ea,j= 4. 
其 中 一 > ji 信息 Ey). 


那么 可 一 (G3iyj GE 11 UU 本 ) 是 {4) U 上 全 瞬时 保守 的 拟 8 一 
窍 陀 .KK 是 安 全 因子 ,从 而 @ 是 保守 的 拟 避 一 害 阵 满足 CN)、(S) 条 
件 , 由 定理 13.2.13, 存 在 NB 型 如 过程) ,对 RE%) 禁止 状态 4 分 
解 得 


AW) | (| ， [a roo) 
1 二 一 a 入 
RD 
C13.2.19) 
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其 中 CO4 入 各 (和 委 工 一 ART 三代 下 可 ) 是 列 向 量 ， 
lim28:(2) ~ 4. (13. 2, 20) 
由 定理 13. 2.2,,RC4) 是 8 型 x, 过 程 . 
记 e™ = (Bj EE Ber)e® = (gi C=], rn) 是 行 
阿 量 和 列 向 量 . 显然 
el Eg | oo, Ye = a 
Rel 
令 
PAY = elt RO ,EDA ~ RAEN, (A Oyk = Tr Ry, 
那么 
FOO Er 人) E Lp 


且 
lim 2 — £1 | = limAe® JREA) ,I — Re ] 
Ee 了 一 
一 etboft 1 Re < 十 Co, 
lim A EA) 一 et limiEDm AY 一 2， 
邻 


一 《一 名 十 lima [LY (2) 本 < 十 cs 《zy 一 1 sn) = 


(13. 2.21) 
人 人， 各 一 pa 十 


jE 43 


十 im 和, 一 全 1 二 十 co， 全 一 1 (13.2,22) 


C= (criisj = 1 -en) 是 x x # 第 降 . (13, 2, 28) 

2[n 和 5] 二 CALC 和 ED] 二 ] ,tn) 是 n Xa 算 阵 ， 

C13. 2. 24) 

GA 一 局 十 条 十 20wC ,Ej]. (13. 2. 25) 

由 线性 代数 知识 易 知 G0 一 (9s 和 )3iyj 二 1,… yn) 有 非 负 道 证 
阵 . 记 . 


ACAY = G tC). 
令 


。 340] ， 


(CA 
27%) = - | E02) = (SPs C4)), 
DA 
yn =| 0 | | A A | 
‘0 BC)) ECA ACAY ESCACAIDCDY 
(C13. 2.26) 
由 x 维 分 解 定理 ,下 () 是 & 过 程 , 由 (13. 2. 21) 一 (13. 2. 26) 可 得 


iE 至 :ji 
limX(1 — 427 Wh)) = 


D， 
JE 点 Fi >) 好 + 全 El. 


《13. 2, 27) 


由 推论 13. 2.1,.TCA) 是 8B 型 9 过程. 

关于 NB 型 过 程 的 存在 性 和 唯一 性 有 下 列 结果 . 

定理 13.2.15 设 @ 是 有 限 个 稳定 态 无 限 个 瞬时 态 的 拟 吕 一 
和 矩阵 ,那么 存在 NB 型 过 程 当 且 仅 当 保 守 而 且 满 足 (N) ,C5) 条 
件 . 如 果 条 件 满足 ,那么 WB 型 8 过程 有 无 穷 多 个 . 

证 明 ”由 定理 13. 2. 11 及 定理 13.2. 6, 可 得 条 件 的 必要 性 . 

反之 ,车 旦 保守 且 满 足 (87. (CS), 仿 定 理 13, 2. 14 充分 性 部 分 
的 证 明 , 可 以 构造 出 8 型 8 过程 YC， 由 《13.2.27} 及 8 和 保守 
可 得 


limatl 一 和 0012 一 0. 《]3. 2, 28) 


由 定理 13. 2. 13 可 知 定理 13. 2. 14 充分 性 证 明 中 的 NB 型 可 过 程 
R(%) 有 无 穿 多 个 ,从 而 有 无 穿 多 个 不 同 的 ,Rh 由 禁止 可 率 分 解 
式 的 唯一 性 ,可 得 到 雹 穿 多 个 不 伍 的 8 型 8 过 程 均 满足 (13. 2. 
28). 如 果 这 些 过 程 都 诚实 ,那么 定理 就 已 证 明了 ;如 果 存 在 诚实 B 
型 2 过 程 罗 (2) 满足 (13. 2. 28) 式 , 那 么 , 取 玉 上 不 等 于 零 的 非 负 可 
和 行 向 量 a = (oa,i 七 玉 ), 令 

FO) = PO 十 (1 一 逢 (了 i 
那么 于 (7) 是 诚实 吕 过程, 由 定理 13.2.7 的 证 明 , 可 知 严 (1 是 六 型 

。402 。 


《13. 2. 29) 


的 ; 当 取 不 同 的 时 ,可 得 到 不 同 的 到 (2 ,从 而 诚实 下 列 @ 过 程 有 
无 穷 多 个 . - 


8 3 补充 与 注 记 


候 振 挺 、 郭 青 峰 [1] 就 全 稳定 8 一 矩阵 完成 了 过程 的 定性 
理论 这 一 深刻 , 繁 难 的 工作 . 张 汉 君 [5] 得 到 引 理 13. 1.8 及 引 理 
13. 1.9, 从 而 把 候 、 郭 的 结果 (主要 是 NG 型 ,型 ,NF 型 及 NBF) 
简化 . 由 此 可 以 知道 名 过 程 唯一 性 准则 中 两 个 条 件 各 自 的 作用 , 实 
际 上 . 

(i) 吾 条 件 成 立 与 一 切 8 过 程 均 为 型 的 . 

di Cdim 一 人 Ltdima = 站 刑 站 过 程 唯一 . 

国 此 ,Hi{CCdims 一 0) U dims = 07)} = HOOCU dim = 000 过 
程 唯一 . 

D. Williams[4] 就 全 隆 时 拟 @ 一 算 阵 得 到 8 型 8 过程 的 存在 唯 
一 性 准则 , 陈 安 摆 [和 包 解 沁 了 单 瞬时 所 一 矩阵 BB 型 8 这 程 的 存在 
性 问题 , 刘 再 明 [i] 就 有 限 稳 定 及 有 限 瞬 时 所 8 一 矩阵 得 到 8 型 多 
过 程 的 存在 性 准则 和 唯一 性 准则 、 

本 章 的 8 1 取材 于 侯 振 捍 、 郭 青峰 [1] ,我们 参考 了 陈 木 法 [2] 
的 处 理 , $ 2 取材 于 刘 再 明 [1]. 
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1 极 大 过 程 


当 8 蚌 全 稳定 9 一 和 矩阵 时 ,“ 最 小 8 过 程 ” 的 存在 ,对 研究 8 过 
程 的 存在 性 ,唯一 性 , 枸 造 等 问题 , 曾 起 计 重 要 作用 . 对 一 般 日 一 寂 
阵 , 我 们 提出 了 *“ 极 大 过 程 ” 的 概念 . 对 它 进行 了 系统 的 研究 . 从 
某 种 意义 上 看 ,“ 极 大 8 过程” 是 与 “最 小 8 过程 ”相对 的 另 一 极端 
情况 . 因而 对 " 极 大 中 过 程 ” 的 研究 ,丰富 和 深化 了 @ 过 程 的 构造 理 
论 ， 

当 8 为 全 稳定 的 8 一 矩阵 时 ,8 过 程 唯一 当 且 仅 当 最 小 8 过 程 
为 杰 大 8 过 程 . 本 章 将 紧 紧 围绕 着 对 任 一 给 定 的 8 过程 何 时 为 极 
大 过 程 的 问题 而 展开 .我们 给 二 了 这 一 问题 的 完整 解答 . 从 而 推 
广 了 侯 振 手 L1j. 我 们 还 讨论 了 极 大 过 程 的 定性 理论 . 


$1 极 大 @ 过 程 的 定义 及 性 质 


除非 男 有 说 明 ,本 章 恒 设 吕 为 一 般 中 一 征 阵 . 
定 尽 14.1.1 设 轩 (四) 一 人 (jE,4 六 0 是 -一 个 8 过 
程 , 若 满足 条 件 
RO WY, (1d.1.1) 
h | 
ri Gj Ei 0) 
和 的 昌 过 程 ROM) 二 {C94irj 人 再; 和 六 上} 唯一 ,期 ECW) 一 更 (2)。 则 
称 下 (5) 为 极 大 8 过 程 . 
由 定义 可 得 
性 质 14. 1.1 和 任 一 诚实 过程 均 为 极 大 过 程 . 
性 质 14.1.2 设 旬 为 全 稳定 的 一 候 阵 ,PC 为 最 小 日 过 
程 , 则 6B(0 为 极 太 8 过程 当 有 旦 榴 当 这 程 唯一 . 
» 404* 
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下 面 引 理 是 广义 协调 族 的 重要 性 质 ， 
5| 理 14.2.1 设 史 0) EDEerose EE Myc; 则 
lim 4p 4)， lim AE(A) 
均 存 在 且 有 限 . 
为 证 引 理 14. 2. 1 , 先 证 下 面 两 个 引 理 . 
引 理 14.2.2 设 ?0 € Drow 5X4) EE Wpew ;将 过 程 W() 控 
其 个 状态 5 分 解 


0 1 
FN) 一 十 加 (0 


1, 1) 时 
0 py) | 2 


则 


QD 一) 是 关于 ,FF( 加 的 行 协调 族 , 即 
na) 拓 5 

(i) 一 eofa 一 可 (0 人 (0 是 关于 ,Ch) 的 列 协调 族 ， 
BD E02 €E My 
其 中 Hs) (CA) 是 nA) 去 掉 全 《4 后 召 一 4D: 上 的 行 和 拓 量 ,£0 C4) 是 
sn) 去 掉 记 (0 后 瑟 一 全 上 的 列 笑 量 . 

证 明 ”只 证 人 :6i) 类似. 

由 二 (70 的 分 解 式 及 72) EE Lre 知 

Cm en ta) = Ca en ET Ca Oo A ECA) 


1 0 
一 了 和 全 ) | 
Ch Ct) ‘do) (|, | 


十 Ca 一 和 


1 
| Ge 外 
C14. 2,1) 
其 中 表示 百 一 8} X 再 一 仿 } 上 的 单位 秆 阵 ,于 是 
六 (2 一 胡 CU 十 《和 一 CA CBO 十 Wo COC) , 
C14. 2. 2 


“405。 


3 = esa OA) CCA) 一 A CY). 
所 
一 
= Ww 一 hE CAO DY). (14,2.3) 
记 2 C= 一 
a) = I CF + Ca Oo Dp)). 
令 4 十 ce 由 册 (0 及 法 都 引 理 得 式 委 闻 0 所 以 
TN) EE Lyre. 
引 理 14. 2.3 ”记号 同 引 理 14.2.2,9(2) E€ Ly,S0N) 捷 
Mca ; 刚 在 在 Ch) 后 Fp) :ECh) 所 ro9: 以 及 常数 cycz o> 0 使 
hd 一 BA 0 一 nA). 《314. 2, 4) 
EA 一 Wo CA es 一 A AE). 《id 2.5) 
其 中 上 一 Hime :二 lime (2). 
证 明 ”只 证 (14.2.4);(14.2.5) 类 似 ， 
由 #4A) 万 Tao 下 (14.2,2) 得 
m2) = hie) Cp 一 pA Cp) 十 We Cy AN). 
由 引 理 14. 2. 2 
了 (和 一 一 和 Lyris 
故 
A) = 二 OA mm 十 [LN 十 J } 
=p aL TCO) 
十 《一 A CAN (CA). 
两 端 再 习 加 x) ,利用 预 解 方程 及 引 理 3. 1. 3 中 的 5ii) ,我 们 有 
mA pp 十 《0 一 Dp EY) 
ha) 十 Be A CHT CO— nA EY, 
两 端 同 除 加 《2%) pwn) 并 整理 得 


(1) 十 AnCAI A 一 LD 十 Pi 


WA) Bt) 
故 
Th 一 ， 
Wy tT MNS 会 (常数 >，; 
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从 而 
mh) = BA CO— A NEY, 
由 引 理 14, 2..3, 引 理 3.1,3 以 及 lim27w《%) 二 1 立 得 引 理 14. 


2. 1. 
”由 引 理 14. 2. 1 得 
推论 14.2.1 车 ?iD 所 Lre6y;50D EE Mz 则 存在 四 上 上 行 据 
量 a 守 0, 列 矢量 上 8 守 0, 以 及 有 和) EE 下 oo) EM 使 


#0) = oO + nNY. 《14. 2.6) 
ECM) = FOAMB + ECO. (14.2.7) 

设 亚 (2 为 任 一 中 过 程 , 令 
E(t2) 全 1 一 AV(A)1. C14. 2. 8) 


不 难 验证 ,#02) E€ Mrew ,由 推论 14.2.1 知 ,存在 列 矢量 #8 之 0 以 及 
PCA) [3 Ww ;使 


EC2) 一 PLA FO. C14. 2.9) 
即 
1 一 301 = YONA + FON, 《14. 2. 10) 
其 中 下 一 lim2C1 — AFCA)1D. 
引 理 14.2.4 和 车 ED 和 4 且 20D 守 1 一 字 C201, 则 2 和 0) 
FY, 
证 明 记 
ECA) = 1 — ACM] — EN). C14. 2.11» 
易 证 ,EC 后 Mr 和 匡 
lim 5 C4) 一 lim at1 — ACA)1) 一 lim 87) 二 
由 推论 14. 2.1 得 
ECAY 一 VOM + E* C0), 
其 中 "0 € Micw. 由 (14.2.10) 和 (14.2,11) 得 
#7 C4) = POA — ECA), 
所 以 ,了 0) 六 人 人、 
由 引 理 14. 2. 4, 我 们 给 出 如 下 
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定 关 14.2.1 称 由 (14.2.10) 所 定义 了 (0) 为 过 程 到 (2x) 的 最 
大 流出 族 . 
注 ” 当 8 为 全 稳定 @ 一 和 窍 阵 ,PF(2) = 0 最 小 如 过 程 ) 时 ， 
由 定理 4.2.1 知 ,了 (4》 一 叉 (%), 其 中 叉 G) 是 方程 
人 (40) C4.2.12) 
0 和 U1 
的 最 大 解 . 
引 理 14.2.5 0G) 若 行 矢量 a 满足 aychy 二 0 此 即 对 每 个 
了 生 思 :有 之 ,aa 办 《2) 一 和, 这 个 级 数 绝对 收 和 化 ) , 则 “一 0. 
(ii 车 列 矢 量 满足 (8 一 0( 此 即 对 每 个 i 二 点 ,有 
mb = 0, 这 个 级 数 绝对 收效 ), 则 2 一 上 
证 明 只 证 中; (CD 类 似 . 
记 ar ,er 分 别 为 wm 的 正 部 和 负 部 , 则 
人 一 放 - 僵 让 。 


由 2 绝对 收 伊 , 则 
Te 各 (2) 之 十 ce， 2 加 (入 过 十 吕 ， 信之 站 
易 证 对 任意 jE€B, 


ima Dy C2) 一 地 


Don 


到 
limX so Bt) = a. 


A 


因为 
0 lim2 2 wh (2) 


=limX om C2) 一 mi Do 他 1 CAY 


一 


所 以 vat 二 a7， GE 让 如 a=0. 
引 理 14.2.6 设 挛 (2 为 任 一 名 过 程 ， 
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(i) 车 行 和 所 量 at 和 0G 计 人 站 漠 足 oC 一 0 0( 此 即 
对 每 个 jE B,4>0, 有 ZL HW) = 0, 且 这 个 级 数 绝对 收 策 )， 
则 gD) 一 00 > 0). 
Gil 车 列 矢量 50 >> 0) 满足 到 (BC = 4 之 0)( 地 
即 对 每 个 i E 82 > 0， 有 W(X) BC) 二 0;, 且 这 个 级 数 绝对 收 
ji 安 下 
证), 则 FC) = 0G > 0)， 
证 明 只 证 O03Gi) 类 似 . 
固定 为 之 0, 往 证 a(4n) 一 0. 由 引 理 14.2.5 的 证 天 知 , 只 项 
证 
a En) — 0, Ch M0). 《14. 2.13) 
固定 jE EE, 因 汶 WC(%) 关于 单调 非 增 
De | aC) hm) + ,#1). 
ii 本 上 = 


奈 以 级 数 > mi 有 (oa) 绝对 收 黎 ,由 预 解 方 程 得 
3 加 
之 ， [a Ci) [pC 0) 
一 一 之 [a Oo TBC 十 (一 入) Dy Po) 2)), 


FE 
所 以 ， 当 ， 入 时 ， 级 数 
Cg 一 0) 0) Fh CA I eC AH) } 


[3 


也 绝对 收 敏 .于 是 
2 Di (加 ) 和 《CA 一 PD {40) BC) = 0， 
是 区 号 上 应 总 
从 而 
Da pC) 一 D0, 《了 和 所 Ey. 
ii 三 中 


即 得 (14. 2. 13). 
类 似 于 引 理 3. 5.2 ,我 们 有 
引 理 14.2.7 在 在 与 4 无 关 的 行 何 量 a 之 0 使 aF (0)1 过 十 
cc 而 al = 十 o 的 充 要 条 件 是 
。409 。 


infX 之 1 多 (2 一 0 (对 某 个 4 之 0, 从 而 对 一 切 和 > 0). 


由 
引 理 14.2.8 设 ROD),F(h) 为 两 个 8 过 程 ,RC 和 ) 庄 YL 和 ) 且 
(和) 后 也 wa) *“ 对 任 一 固定 加 ;会 
FA) = HM AT Ch ,A). 
其 中 下 Ca 和 一 了 十 (一 因 于 (办 ， 
则 742%) 所 Te :; 且 入 汪 加 和 肝 及 (4) 阅 pC). 
证 明 人 先 证 CG € Ls. 
(人 车 为 实 为 则 下 Ch 和 0 访 0 所 以 (A) 守 上 0 
Fa) 一 3 + Ch 一 DFA 
SEC + C0 — HI RN) ] 
—HA) E Les 
所 以 ,9 Ca) € Ls. 
(1) 巷 久 实 为 ;由 RCW 守 (), 则 
yD) =a) LT Che — AIP LAY 
守 nCh)[7T 十 C6 一 一 有 人间 
且 坟 让 入 Wh) EE Le 所 以 (和 EE Lr 由 (0 ,C0 ,我 们 有 #2) EE 
Ls. 而 


OA A 一 
pm) A ho p) = TOA), 
所 以 7 人 4 拓也 zy。 
引 理 14.2.9 设 引 = {0， RC 和 ) 这 (和 9) 为 两 个 8 过程， 
则 
RC) = FCM) UCP CAY. C14. 2. 14) 


其 中 守 0 
证 明 夯 定 闷 记 下 (0 二 75y( 科 ; 则 
TAY E Lacw: 
固定 为 ,由 引 理 14. 2.8 得 
[三 和 时 ,70 党 了 CD)， 
其 中 了 (2 一 证 (0 A 
" 410 * 


由 引 理 14. 2. 1 知 


lm3a7(2) 存在 , 记 为 (加). (14.2,15) 
因为 
lim aA) = 6 
所 以 
Cd) Sy, 
记 


Mtho) 一 商人) 一 Gj, 
由 推论 14.2.1 及 (14.2.15) 和 六 wo 一 {0) 得 
NY = BE = WD 十 Duh). 


tes 


特别 
To) = ph) 十 CA) CN) , 
EEBE 


RY = wT IOP HUN. 


$3 极 大 9 过程 判 别 准则 


下 面 就 是 本 章 的 主要 结果 
定理 14.3.1 设 如 为 任 一 &@ 一 矩 竹 ,到 (2 为 一 下 过 程 , 则 它 
为 极 天 氏 信 程 的 充 要 条 件 是 下 面 四 条 同时 成 立 
人 inf2 Dy $C) eh) > 0， (4 0)1 
TE 点 沦 下 
Ci) 了 fa) 一 0; 
Ciiiy CAY 诚实 ;或 者 Ly =— {0}; 
Cv) 不 二 0, 如 果 i 为 瞬时 态 ， 
其 中 
太一 Hm 2K1 一 4 是 人 213， 了 (和 一 1 一 和 (和 1 一 更 [23 
二) EE Le + lim 49 th) 一 0}. 
下 面 分 五 个 命题 来 完成 定理 14. 3. 1 的 证 阴 , 其 中 前 四 个 命题 
分 别 说 明 所 给 条 件 (D ,fiiy, (ifiv) 是 必要 的 ,命题 14.3, 5 说 明 
» 41li»， 


条 件 人 Ginytiil ,Giv) 是 充分 的 . 
命题 14. 3.1 若 inf2 >) (2 二 人 0, 则 玫 C4) 不 是 极 大 日 过 程 . 
iEB jER 
证 明 ”出 概 设 和 引 理 14. 2.7, 存 在 与 4 无 关 的 行 拓 量 4a 字 0， 
悟 时 (1< ec 但 al 三 十 ce 从 而 
一 一 和 (人 吾 )， 


由 很 设 知 ,2( 力 二 1 一 入 (0)1 隆 0 员 令 


QP (NY 
Mar AY 


不 难 验 证 ,R() 是 异 于 (和 ) 的 8 过 程 , 自 RCO) 写实 (0). 从而 (0) 
不 是 极 大 过程， 

命题 14.3.2 若 了 CVD 冯 0, 则 0) 不 是 极 大 8 过程 

证 明 令 


REAY = VEOAY dT FEN) 


RON) 一 更 (7 ZN) 


certAY _ 

ce 二 ep tA)Y’ 
其 中 e>> 0,e1 < 把 十 ceo 一 limFC2 , tim Le¥ (2) ,1 一 王 ] 所 cf 党 
数 ). 不 难 验 证 ,RC 是 异 了 于 下 ( 妆 的 入 过 程 , 且 2 之 亚 (20， 愉 而 
(2 不 是 极 大 站 过程. 

命题 14.3.3 车 政 四 天 107 且 至 (2 中 断 , 则 下 (2) 不 是 极 大 
这 程 . 

证 明 由 6 关 {00, 任 取 一 7 入 EE he 使 #20 关 0, 则 


DA) 
ADCAYL 


是 一 个 日 这 程 ,ROD 关 玫 (加 ;上 且 ROD) 六 (四 ,所 以 WC 加 0 不 是 极 大 
@ 这 程 . 

命题 14. 3. 4 ” 若 对 某 个 瞬时 态 iE ,有 名 六 全 则 站 (入 不 是 
极 太 日 过 程 ， 

证 明 ”对 (4) 关于 状态 i 分 解 , 则 


ROCAY = EON TT (Co D1 


| 0 1 ， 
vn = | I+ "| | Ga 
0 ,wh) &(2) 


» 4i2* 


其 中 记号 见 第 三 章 
i=limA( — WONDL), 
=limAl ~ ODL + CD) 


一 limoargayge -HH anCA ES 一 加) 
由 和 CC 


一 局 一 limAnCa) Cl 一 上 ) > 0. 


取 常 数 5 满足 
0 > lim 和 (和 ( 一 司 ， 
会 
Fr J 
I 
， 0 | 
RD 一 | |+ rc | 7), 
10 ,到 (| ECAY) 


网 CD rr. 由 1 为 瞬时 访 和 分 解 定理 知 ,R(4) 汶 8 过程; 量 
RO) 访 必 RC) 关于 ( 和 0 ,所 以 多 (Ca) 不 是 极 大 8 过程， 
命题 14. 3.5 车 定理 14.3.1 中 的 杀 件 0 仆 , di), (Ci) ,tiv) 同 


时 成 立 , 则 (7 是 极 太 8 过程. 


证 明 ”车 冯 6) 诚实 ,结论 显然 , 所 以 ,下面 我 们 假定 (0) 中 
断 , 上 是 定理 14.3.1 中 人 ,ivfir) 以 及 ww 二 {0 成立 . 
反 设 至 (2) 不 是 极 大 & 过 程 , 则 存在 怠 过 程 RC 满足 


RCA De YOM RY FE WEAY. 
由 引 理 14.2.9 知 , 存 在 短 阵 W064) 法 0, 使 

RCAY = PEA 十 TA PY). 
由 马 过 程 RC 满足 范 某 件 得 

HADNECONL SE 证 (1 过 | 
再 由 条 件 (i) 得 

lA , 

所 以 

COV SUC TCAAP OY 


二 AYIA AIT CY L 


(C14. 3,1) 


(]4. 3.2} 


(14. 3. 3) 


《14. 3.4} 
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Se 世人 { IT 3. 57 

因此 ,00 的 每 一 行 是 Fe 的 元 素 , 愉 上) 的 每 一 列 是 Ws 的 元 素 . 由 
好 CA 到 (2 均 为 允 过 程 得 

TON) WE) 十 Apr Oo (14,3.8) 


到 
RE — ROW) TT CA AIRE REA = 0 C1ld. 3. 了 7》 
将 (14. 3.2) 代入 (14. 3.7) ,并 利用 (14. 3. 6) 得 
CA — COPE) 十 【一 站 《和 有 4A 十 
十 A POOUOOWPOD 十 一 OVOPOFWP = 0. 
(14. 3. 8) 
由 (14.3.5) 知 , 上 式 出 现 的 秆 阵 的 习 积 都 是 有 限 的 . 由 (14. 3. 6) 
得 
CA ECOPOIVE) = CDE — POY, 


C14. 3. 9) 
由 (14.3.3) 得 
FOV CNYL 二 十 no， (14. 3. 10) 
由 (C14.3.5) 得 
COWVODL ES F001 一 -cc (14. 8.11) 


由 514.3.93,C14. 3.10) 以 及 {14. 3.11) 得 
CA UOCOIPLA) = COOFEE — UO ECN., 
(C14. 3. 12) 
把 (14.3.12) 代入 (14.3.8) 得 
人 (更 (一 下 (的 有 (ED 十 《4 一 EUCALCA 
+ UO = 0. (14. 3. 13) 
由 {14.3.5) 知 ,COOD CPODUCAD 及 CCODWVCOVYCA 都 是 有 限 
的 ;从 而 得 
[EO CO EOD A POWER 十 
A UCONN IE CY = 0. 《14.8. 14》 
于 是 ;由 引 理 14, 2.6 得 
，414 。 


EC VO Oo POOVU CO 十 
. 十 C2 一 AUCAYTCAYE CAR) = 1. (14.3.15) 
即 
UO 十 (一 AT 到 CCC 
一 EEC) 十 【一 YOEC). (14. 3. 16) 
当 2 次 上 时 ,514. 3,16) 左边 大 于 或 等 于 0. 因此 ,右边 也 大 于 或 等 
于 0. 所 以 ,固定 种 全 0jE 到 令 


EN) 会 和 (ho 十 Cp — NY pa Hm Cn). 


EE 


(C14d,3.17) 
不 难 验 证 
EA) EE Meo (14. 3. 18) 
由 中 4.3.2) 以 及 () 得 
GDL ED OT MEDD, CG DD, (14.3,1% 
所 以 
ECA) Ee Cp) C1 一 内 于 (po)1)》 十 


+ Cn — HD Bae Ca — po C0) 1)s 


训 忆 二 
oe lm tl Oo CA), Ci > A). C14. 3. 20) 
田 一 方面 ,由 C14. 3.16) 得 
EC EC HAC AACAOD HT Ch po OHODCAIECAL 


el MCA) 二 44 一 citpgl tl 一 WL) 

p01 一 3 人)13 十 add 一 和 时 (和 了 

一 2 Cp (1 — MCAY1), (1d 3.21) 
由 (514. 3. 20),《14. 3. 21) 立 得 

ED A Ze CL 一 21)》， C14. 3. 22) 
记 
ED 一 证 Cm) 86%)， 

别 


(is 一 有人 DLL ， 
且 
ECAY € My 
由 G0. 引 理 14.2.4 以 及 引 理 14.2,1 知 ,存在 与 2 无 关 的 BCom yj) 
池 0, 使 
EA) = FON p(s jie), 


所 以 
Eh) = FOV Po jo). 
其 中 
Brin) = 20 pm) Pls jo). 
特别 


ui C0) = Pm Pa, jo). 
故 存在 矩 降 Fu ,使 
Un 一 更 (of pos 《了 43，237 
其 中 Fu) 之 0 
由 ww 之 0 的 任意 性 ,存在 矩阵 FC2) 之 41 使 


UO) = POF CON, (a0. C4.3.24) 
于 是 (14. 3.2) 式 变 成 
RR) 一 PO 十 EOP OOP. (14. 3. 25) 


用 5 一 下 (COPD 代入 (14.3.15) 并 利用 (14. 3.6) 得 
FOO — FOD 十 A OVOOPFOOPFOOIFOGODI 一 小， 
(C14. 3. 26Y) 
由 引 理 14.2.6 的 (2 ,并 利用 到 (Cu 一 加 代替 (3 一 A 玉 DUE) 
得 
FO 一 TO 十 下 (和 (PC 一 到 (DPC = 0. 


《14.3, 27) 
由 514. 3. 25) 知 
ji 五 Ca 人 有 (1 EL {14. 3. 28) 
根据 条 件 (i 
ca) 入 年 (和 1. C14. 3.29) 
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由 (C14.3.28) 和 (14. 3.29) 得 
CCAECOPF OO = EOF 1 EOAV CHLIAE CA 


=ATCONFCOAE(AOIL EEL. 14, 3, 30) 
因此 
cA PAA TON I SSE] C14. 3.%1) 
这 里 (F007D1 表示 (D1 的 第 i 个 分 量 ,所 以 
FOAL + co， 《14. 3. 32) 
由 (14.3.5) 得 
WAP = Ul Ee (pl, C14. 3. 33) 


所 以 
FOIPOOF OD Ee TOV T+ oo 《14.3, 34) 
国之 (2 为 的 非 增 画 数 及 (C14, 3. 27) 知 ,PC0) 是 2 的 非 增 函 数 ,于 
是 由 64. 3. 34) 得 
OPOOPFODN] 三 中 (于 CELL < 十 co， (4 AD)， 
Ct4. 3.35) 
及 
ADPTONODLT ETODPTOITIONLT < 十 co， (六 站 ， 
《4.3. 363 
由 3.34) ,014.3,35) 和 (14.3.36)7 知 514.3.27) 可 改写 成 
POA 4 OEOOFCOY 一 下 Ca) 十 局 CA 加 《PC 。 
114. 3. 37) 


由 RCN ,WA2) 为 妨 过 程 知 
limaCAR(2) 一 门 一 lim 人 人 一 站 一 外 ， {14, 3. 38》 


所 以 ,由 (14. 3. 25) 向 , 当 天 天 或 者 主 jj, 但 i 为 稳定 态 时 ,有 


lim HOPEOOT IF), = 0. 《14. 3. 39) 
荔 一 方面 ,由 (4. 3. 25) 知 
上 一 OL AP OOF CAECAY 1. (C14, 3. 40) 
再 由 茶 件 人 iv , 当 守 为 用时 态 时 ,有 
lim2(1 OY), = 0. (4 3. 41) 


里 A4i7 


所 以 


lm (OOV OF) LD, = 0, C14. 3. 42) 
特别 ,i 为 姐 时 态 时 

lm 《有 (FA 人 和 一 用 (14 3. 43) 
由 514. 3,. 39) ,C14. 3. 43) 知 ,对 任意 E 下 坷 有 

lim BEPCOOF OE 一 0. 《14. 3. 44) 
再 又 由 (4) 为 8 过程 知 

lim A$, C4) 一 lim ph) = 二 (C14, 3, 45》 


而 
BEFOIP OOIP OD, BS RBA vs ND, ND. 14.3.46) 
由 (14, 3. 44) ,C14.3. 45), (14. 3. 46} 及 下 (和 为 4 的 非 增 函 数 知 
au 和 二 0 (244 oosi sj EE). 《14.3. 47) 
注意 (14. 3.47) 及 至 (7) 4 0 (2 co). 并 在 244 co 之 下 ,对 (14, 3， 
37) 的 两 端 取 极限 , 立 得 
0 十 0 一 FCo) 十 0， 
所 以 
FU》 = 0. 
于 是 ,REA) 一 到 (2), 这 与 (14,. 3, 1) 矛盾 , 故 罗 (2) 为 极 大 8 过 程 . 到 
推论 14. 3, 1 市 为 全 姓 时 的 8 一 害 阵 ,WY( 和 0 为 过程, 则 
它 为 极 太 8 过 程 的 充 要 条 件 是 YC 诚实 . 
证 明 ”充分 性 显然 . 
必要 性 ”车 风 ( 科 为 极 太 8 过 程 ,由 日 为 全 瞬时 , 故 & 二 0. 再 
由 tly 有 (4) 二 0, 所 以 
1 a1 = VON + FY) = 0, 


即 至 5a) 诚实 ， 
§$ 4 ” 几 点 注 记 及 8 过 程 唯 一 性 准则 的 导出 


注 1 在 一 般 情 形 下 ,我 们 的 定理 14.4. 1 中 的 笨 件 是 相互 独 
+ 418 。 


立 , 在 此 ,我 们 公 举 例 说 明和 条件 和 条 件 Gii) 的 独立 性 . 
首先 ,由 条 件 Gi) 不 能 推出 条 件 G) 是 显然 的 . 例如 ,9 为 全 稳 
定 的 对 角 型 & 一 和 抑 阵 ,是 对 角 线 元 素 无 界 ,(2) 为 最 小 8 这 程 . 此 
时 ,dii) 成 立 , 但 G) 不 成 立 ， 
下 茄 例子 说 明 , 在 一 般 情 沉 下 ,di) 也 不 能 推出 Ci). 
例如 ,人 2 取保 守 纯 生 妈 一 矩阵 
一 页 加 


二 — bs be ， 《14,. 4. 1 7 


其 中 一 26 = 0,1;2,……) 5 > 0. 
不 难 证 明 , 遇 保守 , 单 流出 , 零 流 入 . 所 以 


inf% 7 ) ph) = 0， (14.4. 2) 
了 此 四 jEE 
即 
sup(l 一 和 > Ps)) = 1. 《14, 4. 3) 


由 (14. 4.2) 及 引 理 14. 2.7 知 ,存在 与 1 无 美的 行 矢 量 e 闻 0, 使 al 
一 十 cc, 且 aog(i 后 Dr 令 
(0 


其 中 c 半 6 为 常数 .不 玲 证 明 ,(4) 为 过 程 量 
limadl 一 WML) 一 由. (14. 4. 5) 
于 是 ,我 们 有 
FA 1 Co AVONL — PONE 
= 1 a7(01 C14. 4.6) 
站 
= (1 Co 0(4)1) re Ea 
而 
4 一 _ | 
supel 一 WL 一 suptl ADLAY LY, FT eB 
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《14. 4.7) 


[i 
ee MBA lL’ 
所 以 
infh > 六 (4) > 0， (14. 4. 8) 
1 和 呈 了 三 时 


由 (14. 4. 6》 和 (C14, 4.8) 知 ,条 件 Gi) 不 成 立 , 但 条 件 (i) 成 立 ， 
但 当 & 为 全 稳定 & 一 矩阵 ,2(2) 为 最 小 9 过 程 8(%) 时 , 则 第 
十 章 知 ,定理 14, 3. 1 中 的 条 件 G 昔 含 条 件 (ii)， 
在 本 节余 下 部 分 ,我 们 将 假定 4 为 全 稳定 中 一 搜 阵 ,4(2 为 
最 小 8 过 程 . 
注 2 sc 二 {0) 等 价 于 方程 
[27 一 2 二 0， 
lo < 911 < 十 < 
有 具有 零 解 , 即 dmz 二 0. 
证 明 车 6 一 10}, 反 设 方程 (14, 4. 9) 存在 非 零 解 . 由 引 
理 13.1. 3 存在 非 零 7(4) E Low ,使 


(A 0D) C14. 4.9) 


na 一 总 ) 一 10. 【14. 4. 107 
由 引 理 3.1.1 知 ,ay0 (+ 十 cc 于 是 由 (14. 4.10) 得 
im (2 == DD, 《14. 4,. 11》 
所 以 (2) 所 Loc WAY 天 0, 这 与 Th 一 {0} 了 矛盾 . 故 方 香 (14. 
4.9) 只 有 零 解 ， 
另 一 方面 , 若 方程 (14. 4. 9) 只 有 零 解 , 任 下 2(%) 后 4%, 由 
nN) = pO Cp Oo AABNY. C14. 4. 12) 
在 上 式 两 端 分 别 敢 (一 8) 得 
I A — O) = nO) Ca 一 多)- (C14. 4. 18) 


于 是 ,x 加 是 方程 (14. 4. 9) 的 解 , 由 假设 方程 (14. 4. 9) 只 有 零 解 ， 
夏 #6) 二 0, 所 以 
Ly = {0}. 
注 3 由 注 1. 注 2 和 定理 14. 3.1 知 , 当 严 (1 一 出 (75 最 小 名 
过 程 ) 时 ,我 们 有 BC) 为 极 大 总 过 程 ( 即 @ 过 程 唯一 ) 的 充 蓝 条 件 
“420 ， 


是 下 面 两 条 同时 成 立 : 
0) infi > ,go > 03 


1 占 jE 
(HH) (4) 诚实 或 者 方程 
i pO = 0， 

条 一 多 (A> 0) 


0 < 十 ce， 
只 有 零 解 . 
$5 极 大 @ 过 程 存在 性 准则 


本 市 讨论 极 大 & 过 程 的 存在 性 问题 ,我 们 得 到 ,对 任 给 &%- 十 


阵 &, 极 大 名 过 程 总 存在 . 
引 理 14.5.1 设 罗 (2) 为 8 过 程 , 则 存在 8 过 程 开 2), 使 RC 和 ) 


宇和 D, 且 
lim AC1 — AR{A)1Y); = 0, 


i 亿 站 一 1 人 一 十 ee 


《14.5, 1) 
证 明 ” 记 
站 一 limAK1 一 2A) 1), 
{ i EE; 
0， i€E BE—E. 
hs 二 3 交 1， ki 
A 一 | | el 一 (14.5.2) 
10， ki 0， cake 
不 妨 设 请 二 【] ,2. pp 全 
eps) 


3 1 Cy 
ROAY = EFC) + TONE a Me PA ER 
CC] 4,5.3) 


其 中 
= lime ENC BD) Re V1=1. 
do 


下 Ci) 满足 预 解 方程 得 
SOIC) A EONED E Myr. Cl4, 8. 4) 
- ，421 。 


再 由 定理 工人 . 2 知 ， 


BCA) 为 9 过程， | 《14. 5， 


此 处 约定 1 ve | 之 十 0, 所 以 


RV = ROOD + Co OWRDOCOOY. (14d. 
出 此 得 到 
TMAY 和 epCh) 


由 妇 纳 法 原理 易 知 ,存在 {8 {4)})? 满足 


Rm (C4) 是 @ 过 程 . C14. 


RCAY 一 及 DT 十 Ri" DVB 
eh AY 


ol Me PO ERD E Lee 14. 5， 


5.6) 


5.8) 


xX es 十 A Re DY RE Dh Cn 之 12.C14. 5. 9) 
其 中 
RV — PH), 
co 一 limAe RE DO 一 下 DR 1 (14.5.10) 
SPOAY 人 DR €E Myre bry. 《14.5. 111) 
a et RY 
TT ?CA) 会 本 十 Me Re DAYRE®— Dh) 所 Le ? 
C1d.5.12)» 
且 
TS [2 = hy Hm AT™ (CA) 一 et (1d.5.13) 
由 14.5.3) 短 
RCAY + , (14, 5. 14) 
于 是 RC2) 一 limR" 0) 存在 县 
RY) = FOO DISTOOOTIOAY. (14.5.15) 
由 £14.5, 14) 得 
一 AR 一 lim 一 AR EO (C14.5.16) 


所 以 ,Ra) 满足 范 杀 件 , 再 由 (14.5. 1 和 及 8" (4) 洪 足 预 解 方程 及 
连续 性 和 条件, 所 以 ,BC2) 也 满足 预 解 方程 和 连续 性 条 件 . 现 证 R(2) 
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满足 8 条件, 即 证 
MB 和 — dj) — gus C4 十 so 和 € EF). 
《14.5.17》 
由 (14. 5.16) 得 
CA 一 页) = AC CF) 一 di) 十 
十 BE CYTPCD + PIAS AYIATI CMY. C14.5,18) 
a 
ACAB CN) 一 3) py SPOTH CL) he CA 十 co). 
所 以 ,只 需 证 明 
DIV CAT CW > 0, (5 十 cc (14.5.19) 
固定 六 0, 由 (14. 5.121),(14.5.12) 知 , 当 元 六 时 
《和 BS CATE CN pi Cu) 
EA ROO SN CT CO RP (p) 
EH CD RE DSI Ca)) 


teEE 


X (人 一 站 (人 7 和 Re)) 


ttEF 
一 《SC — SO TH OD — TH ) 
二 C14. 5.20) 


2 SY TRC + oo. 


bl 


由 控制 收 钱 定理 ,gC 守 0 Wi 记 昌 以 及 Lim (人 一 AS 02) 
二 lim2so(i 一 0 天 站 得 


lim DASE (3 条 () = 0. C14. 5.21) 
I a 


于 是 ,我 们 便 证 明了 RC 是 过程 , 且 RO 宇和). 当 iEB 时 
lim2( 1 — ARCAYLY: 


limAtl 一 ART CAYL): 


* 423。 


= Lima — 7 (AD); 


一 lm DS DTH) 
“| 3 四 
< 太一 Hm aAST CTE CH) 
一 志 一 永 二 0. 14. 5. 22) 
所 ,lima(l 一 和 (人 1 一 0 CEP), 证 毕 ， 
因 其 证 明 较 复杂 ,我 们 略 去 下 面 引 理 14. 5. 2 的 证 明 . 有 兴趣 
的 读者 可 参见 张 汉 君 [7 了] 
引 理 14.5.2 没 到 (和 为 吕 过 程 , 令 
BRO) 一 PO 4 POY 


十 2 有 0 
其 中 行 向 量 « 守 0, 且 


0 al 二 so, 
FO = 1 Co FO — FOVk, 
h = limi(l — HMC), 
c 十 lim 2a¥ (C27 C1 一 开 ) < 志 十 oo 
车 6 二 140), Re = {0}. 
我 们 先 证 下 面 的 定理 . 
定理 14.5.1 设 (t%) 为 8 过程, 则 一 定 存在 极 大 8 过程 
有 CA) ,使 RC 六 到 (7)， 
证 明 ”由 引 理 14. 65. 1, 存在 各 过程 疡 (4) 污 殉 (), 使 六 () 满 
足 定理 14. 3. 1 的 tivy, 即 
limaCl 一 AFL 一 0， 人生 区 一 (se 一 十 co))。 
车 站 和 为 极 大 名 过 程 ,结论 证 毕 ， 
车 识 ( 和 不 是 极 大 8 过程 ,因此 , 它 满足 定理 14. 3. 1 的 (iv) , 故 
下 面 三 条 至 少 一 条 成 立 : 
0i) inf%》 和 (1) 二 0; 


EE jER 
di 了 (4 0; 
" 424 。 


一 一 一- 


Gi Dh 天 (0 各 站 (2 中 晰 ， 
如 黑 (i} 成 立 , 则 由 引 理 14. 3.7, 存 在 与 无 关 行 向 量 a 半 0， 
使 ol 一 十 ce, 但 AoRCA)1 志 十 o0, 令 


RCAY 一 各 二 (1 一 广 (20)1D i 


不 难 验 证 ,RCD 是 诚实 日 过 程 ,所 坟 , 存 在 极 大 日 过 程 RCi) 满足 
RC) 2 ONY WEN). 


如 果 5it) 成 立 , 取 站 凶 入 EE 3,: 令 


C4) 二 站 (0 十 《1 一 入 (2)1) -并 四 


有 NE 并 
不 玲 验 证 ,RC) 是 诚实 如 过 程 , 所 以 ,在 在 极 大 如 过 程 有 2) 满足 
RRO) 区 RNY Be EY), 

旭 果 (0 ,0 不 成 空 , 而 人 ia) 成立, 即 了 (C2) 天 0, 含 
着) 


页 人 = REAY 十 了 (0 于 和 和 [7 近 ， (14,5.23) 
其 中 行 向 量 a 衬 0. 有 0 过 a 十 0， 
© ima tl 一 了 ) < ooc， [了 二. 5. 24) 


由 (2 不 成 立 得 
i 2 R ,Din 乓 这 EA) > 0. (C14. 5. 25) 
pa 


5E 


直接 验证 得 ， 
(一 1 一 入 CEL — BRONRS= 0. (14. 5.26) 
其 中 一 ma2tl 一 RO 1). 
由 下 = 1410,al 雪 十 co 以 用 引 理 14. 5 2 条 
了 = {0}. 《14. 5. 27) 
再 由 
lim2(l 一 入 (417 一 0， (EK), 《]4.5.28) 
所 以 
ia 人 一 RD 扩 mt 一 RD), = 0, (GE), 
Cd. 5. 29) 
2 站 


由 《14, 5, 26) 一 (14. 5. 29) 及 定理 14. 3, 1 扼 , 有 Ch) 为 极 大 吕 过 程 ， 
且 RCD 守 (和 )， 证 毕 . 

由 定理 14. 5. 1 立 得 极 大 名 过 程 存 在 准则 ， 

定理 14.5.2 设 吕 为 任 一 各 一 矩阵, 极 大 名 过 程 总 存在 . 


$6 极 大 过程 的 唯一 性 准则 


我 们 仅 给 出 8 为 全 稳定 时 极 太 名 过 程 的 唯一 性 准则 ,在 这 一 
部 分 恒 设 @ 为 全 稳定 如 一 矩阵 ,8(1) 为 最 小 8 过程. 
设 zt2) 为 任 一 妨 过 程 , 令 
而 (CD EW 一 Db 有 0)， 


上 EF 


(14.6.1) 
YA) 人 {I EB} (iE BA 0),. (14.6.2) 
引 理 14. 6.1 国定 iE 8, 则 #4} EE hy. 
证 明 由 柯 氏 向 后 不 等 式 组 得 


TA) 0， (EE EB). 《14.6. 37 
由 《14. 6. 1) 得 
FD EG DD SE + oo. 
= j 丘 中 
C14.6. 4) 
由 514.6.37?,(14.6.4) 得 
TEL. {14.6.5) 
利用 预 解 方程 ,我 们 有 : 
A) 一 A) = A 一 > grpe C2) 一 A Ca) 十 Dp Ca) 
[1 EEB 


一 2 02) 一 和 wa + (4 COOo BC) 
十 CA 0 Dos DY CA CA) 


te 上 是 
一 (一 和 > gah 一 > 人 一 而 if 
IEE tt 所 下 
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=(h— DDD 《14. 6. 6) 
f 红 本 
由 《14. 6. 5)《14,.6,. 6)7 立 得 
YAY 后 co iE EE). (14. 6. 7) 
往 证 lim 4 Ch) = 0, (i€ BE). 
分 两 种 情形 
(1) 了 二 让 由 (14. 6.1) 
MC = hpi D — DD gpa) nN), 
Ri 
由 罗 () 的 标准 性 以 及 控制 收 敦 定理 得 
lim4 > ga$s (4) 一 人 
ei 
再 由 多 人 2) 满足 日 条 件 得 
lm 可 (2 = 0. (14.6. 8) 
《2) j 闫 鹿 由 (14. 6.1) 
A) = ED 十 a) 一 Mo — 4 jg (NW, 
Li 
由 WC) 的 标准 性 及 控制 收敛 定理 得 
lim 2 >) gu Ch) 一 0. 
Me i 
再 由 王 ( 满足 名 条 件 及 标准 性 得 
limam (A) = 0. C14. 6. 9) 
由 (14. 6.7),C14. 6.8),C14.6.9) 得 
TO E Deo, GE EE). 
引 理 .14. 6.2 若 亚 (3?》 是非 8 型 89 过程, 则 马 w 关 (全 ， 
证 明 由 引 理 14.6.1 知 , 对 每 个 ; 捷 EmaA) 和 已 , 其 中 
六 (iD 一 2 和 0 一 > 乓 和 (0 一 时: 由 殉 (2) 为 非 了 3 型 @ 过 程 , 故 必 
ER “ 
存在 加 所 ,使 oh) 天 小 所 以 + Lea) 天 {0D}, 
出 引 理 14. 6. 2 及 极 大 @ 过 程 的 判别 准则 得 ， 
引 理 14. 6.3 设 至 (2) 为 韭 8 型 8 过 程 ,; 则 多 (和 0 为 极 大 9 过 
程 的 充 要 条 件 是 下 (27 诚实 ， 
。4327 。 


引 理 14.6.4 设 台 是 全 稳定 的 & 一 和 卸 阵 , 极 大 纺 过 程 唯一 的 
充 要 条 件 是 8 过程 唯 一 ,或 者 诚实 8 过程 唯一 . 

证 明 ”必要 性 ”只 需 证明 , 若 极 大 & 过 程 唯 一 旦 人 过 程 不 唯 
一 ; 则 诚实 8 这 程 唯一 . 事实 上 ,因为 如 过 程 不 唯一 ,由 8 过 程 的 唯 
一 性 准则 的 证 明知 诚实 8 过 程 存在 . 再 由 诚实 均 为 极 太 台 过 程 知 
诚实 日 过 程 唯 一 . 

充分 性 ”着 @ 过程 唯 一 ,结论 显然 . 

车 龟 过 程 不 叭 一旦 诚实 8 过程 唯一 ,由 诚实 8 过程 的 玲 一 性 
准则 知 


inf > go > 0 《14. 6. 10) 
= jE . 


设 于 (4) 为 任 一 极 大 总 过 程 , 由 (14.6.107 知 dima 一 0, 从 击 互 
型 如 过 程 唯一 ,而 Bi 不 是 极 大 吕 过 程 , 由 多 (5) 是 非 互 型 的 极 大 
9 过程. 由 引 理 14.6. 3 知 ,P() 诚实 ,所 以 , 极 太 日 过 程 唯一 . 

由 引 理 14. 6. 4, 旬 过程 叭 -- 性 准则 以 及 诚实 8 过程 唯 一 性 淮 
加 得 . 

定理 14.6.14 设 8 为 全 稳定 的 8 一 算 阵 , 极 太 过程 唯 一 的 
充 要 条 件 是 下 面 两 条 同时 成 立 : 

(DD 吾 一 茶 件 成 并 . 

fiiy 或 者 BC) 城 襟 ;或 者 dimr 达 1, 


$7? 补充 与 注 记 


侯 振 手提 出 了 极 大 过 程 (又 名 端 8 过 程 ) 的 概 使. 张 流 君 对 
它 进行 了 系统 的 研究 ,本 章 结 果 由 张 汉 看 [2].[44.[7] 得 到 
由 第 玉 章 和 第 六 章 知 , 当 9 为 全 瞬时 ,或 者 有 限 稳定 无 限 睡 时 
时 , 减 实 @8 过 程 不 唯一 . 从 责 极 大 &@ 过 程 不 唯一 , 当 刀 为 有 限 瞬 时 无 
限 稳定 时 ,利用 第 十 一 章 的 结果 ,我 们 也 可 以 给 出 极 大 双 过 程 的 叭 
一 "性 准则 . 在 此 不 -- 一 陈述 . 
当 @ 为 “ 双 无 限 ”0 一 托 阵 时 , 极 大 & 过 程 的 唯一 性 还 未 解决 . 
"2 


但 我 们 知道 它 与 证实 妈 过 程 的 叭 -性 有 密切 的 联系 ( 张 汉 看 L[2J7>， 
国 此 ,我 们 相信 只 有 最 终 解决 减 实 名 过 程 的 唯一 性 问题 ,才能 最 终 
解决 极 大 名 过 程 的 唯一 性 问题 . 
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15 可 这 o 过 程 


可 道 马尔 可 夫 过 程 的 概念 米 源 于 统计 物理 , 它 反 映 了 过 程 关 
于 时间 的 可 道 性 质 , 即 所 谓 “ 细 致 平衡 ”的 微观 可 道 性 . 因此 ,这 类 

本 章 将 论述 可 北 9 过 程 的 基本 理论 . 主要 有 可 道 8 计 程 存在 
准则 . 


S$1 可 道 & 过程 


定义 15. 1. 1 一 个 定义 在 概率 空间 (9,F,P) 上 的 齐 次 马尔 
可 夫 过 程 {( 区 ,i 宏 0( 以 下 简称 号 氏 过 程 半 == {Xt 之 01) 称 为 站 
六 的 ,如 果 对 于 任意 的 
0 (C15. 1. 1) 
只 要 
O15.1.2) 
和 ioa 它 玖 ,就 有 
PEE, iN, = tar sk = hh) 


PK = i .15.1.3) 
上 述 定义 给 出 了 可 道 马 氏 过 程 明 显 的 直观 意义 ;有 限 维 分 布 
关于 时 司 是 对 称 的 . 
称 1 一 (mher 为 正 分 布 ,如 果 


wy 0 GER, Dm=l1. 《15, 1. 4) 
= 
定义 15.1.2 马 氏 过 程 一 {XC)) 称 为 平稳 的 ,如 果 
limps (0) = 如， (不 恢 束 于 阅 (15. 1. 5) 


存在 ,6 二 (Ww) 为 正 分 布 ,并 且 
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PilNR = DD =u CE Et 之 0). 《15,. 1, 67> 

此 时 称 广 一 《ay 为 过 程 XC@) 的 平稳 分 布 . 
下 面 , 我 们 说 明 具 有 转移 矩阵 只 的 = Cp (0D 3i,jEE,t 宇 站 的 
平稳 马 氏 过 程 与 Go 的 可 配 性 之 加 的 关系 , 为 此 , 先 引 进 如 下 概 


念 ;: 


定 近 15.1.3 转移 矩阵 Pb 一 (if 称 为 可 配 称 的 ,如 星 
存在 正 分 布 c4i) ,使 
Wipatt) = wpatt), (jE Et 0). 1S. 1.7Y 
此 时 称 G) 为 (pi 的 配 称 分 布 . 
注 ”条 件 (15.1.7) 等 价 于 
MiP Ca) 一 [| ' 《zy 了 抱 BA > 0). 【15， ] . 各) . 
其 中 
po 2) =| ep (Oat. (15. 1. 9) 


现在 ,我 们 可 以 给 出 本 节 的 主要 结 其 之 一 . 
定理 15.1.1 设 平 稳 蕊 氏 过 程 二 {XX} 的 转移 算 阵 为 
Cps( 个 ,平稳 分 布 为 太 二 (4), 则 关 可 道 的 充 要 条 件 是 Cp.46)) 可 瑟 
称 且 以 tu? 为 配 称 分 布 . 
证 明 ”如果 (CX.) 可 道 , 则 
pli) 一 一 
PKXe 一 旋 碟 一 这 


—u, pitty. 
故 CpiC00 可 配 称 且 以 Cu) 为 配 称 分 布 , 反之 ， 
PKR 一 11 9， 从 一 tas 一 和 了 


一 PCX = PK, — |X 一 二 ) 


POX 一 | 一 te 一 1) 
nm 
= Hh ht |) 
n—1 1 
= Hn Pin Ct 2 六 


人 


+* 143] * 


?一 1 
一 也 办 
ti 一 1 


人 
【页 一 到 )》 一 一 
i 


中 


4 十 1 
= ,tt ) 
| ' 
?一 1 
一 Hp 
a 


《站 +1 &) 


tl 


一 有 和 一 总 一 和 

故 冻 可 道 ， 

定义 15.1.4 关于 马 氏 过 程 X = { 蕊 ) 称 自 计 可 到 ;如果 存 
在 i> 0, 使 (2 > 0( 换 馈 话 说 ,po 的 天 00<5< oo0); 称 1 与 } 
互通 ,如 有 果 自 i 可 到 5 并 且 自 了 可 到 六 如 时 对 于 一 切 和 7 EE Bi 与 
. 互通 ,就 称 PQ 二 (po tt ) 不 可 的 ， 

我 们 称 即 平稳 又 可 道 的 马 氏 过 程 关 为 可 道 8 计 程 . 有 时 也 直 
接 称 其 转移 短 阵 PQ) 为 可 道 2 过程 . 即 

定 兴 15.1.5 称 台 这 程 PO) 二 (pik) 可 道 ,如 果 存 在 正 分 
布 二 一 (4) 使 得 条 件 ; | 

(i} limps (ty 一 了 (i€t EF); 

di) P(t 关于 末了 称 . 
同时 成 立 . 

下 面 就 是 可 道 名 过 程 的 判别 准则 . 

定理 15.1.2 名 过 程 Pb 可 道 的 充 要 条 件 是 PO 不 中 断 ,不 
可 约 , 可 配 称 ， 

已 平稳 性 知 P 人 to 不 订 约 ,由 定理 145.1.1 知 2 可 配 称 , 往 证 
Po 不 中 断 ， 

设 PCD 的 配 称 分 布 为 5 == Go) ,如果 存在 E 已 和 7 > 0: 使 
Spl) < C15, 1. 10) 


HE 


则 由 站 一 C 方程 易 见 
1 Sp > Dp m1 C5.1.11) 
jE 


jE 


由 上 面 两 式 得 
Wi > wi > P(t) > ti Pu C2"t) = 了 5 2)， 


J 所 号 JEE 吕 jEE 显 
(C15, 1. 12) 
命 了 一 sos 利用 (15.1,.5), 15. 1.4) 及 控制 收 丝 定理 ,得 
wD) Dm = wu. (15. 1. 13) 
和 FE 
导 北 蔬 盾 ,必要 性 得 证 ， 


充分 性 
因为 PC 不 可 约 , 由 到. Felier12] 对 于 每 一 对 i,; ©， 
am 二 8;，【〈 不 依赖 于 说 
存在 . 设 P(t) 有 配 称 分 布 (ww), 对 (15. 1.1) 的 两 端 关 于 j 求 和 和， 
得 到 


a 一 BR， (i EE BE), 《15. 1.14} 
EE 
于 是 由 控制 收 笋 定理 知 
fi 二 2 limpn tt) 
jEF 


一 人 at 一 fi 人 各)， 


然后 由 定理 15. 1. 1 知 苞 即 平稳 又 可 道 , 从 而 PCD 为 可 道 8 过 程 
为 了 研究 可 道 9 过 程 , 先 讨 论 可 配 称 4 过 程 ,由 下 面 的 定理 
15. 1.3 知 Q 过 程 PO) 二 (p(y) 的 可 配 称 可 导出 8 -矩阵 的 相应 
性 质 . 
定义 15.1.6 称 0 一 矩阵 可 杷 称 .如 果 存 在 正 分 布 5 一 Cu 
iEE) 使 


Wi i i EY, C15.1.15) 
此 时 称 王 为 人 的 配 称 分 布 . 
定理 15.1.3 如 果 恕 过程 P(G 蚊 关于 天 可 配 称 , 则 @ 一 此 阵 吕 
亦 然 ， 
证 明 由 (15.1,.7) 及 人 15. 1. 15) 知 定 理 成 立 . 
对 于 可 道 过 程 ,我 们 自然 要 邮 ; 对 于 给 定 的 所 9 一 矩阵 . 可 
。 433. 


道 8 过 程 何 时 存在 ?如 果 存 在 , 何 时 唯一 ?这 些 都 是 有 重要 意义 的 
问题 . 本 章 将 围绕 第 一 个 问题 而 展开 ,在 8 全 稳定 时 ,给 出 了 完整 
的 管 案 . 


$2 可 配 称 & 一 迭 阵 


由 1 知 ,每 个 可 配 称 @ 过 程 对 应 一 个 配 称 分 布 .并且 闫 于 这 
个 配 称 分 布 ,其 对 应 的 8 一 矩阵 是 可 配 称 @ 一 定 阵 . 我 们 自然 要 
问 ,对 于 给 定 的 8 一 矩阵, 它 何 时 可 配 称 ? 如 果 是 ,如 何 寻 找 配 称 分 
布 ?本 节 将 讨论 这 些 问 题 . 

设 8 王 (94) 为 一 个 8 一 蜡 阵 ， 

定义 15.2.1 对 i,jEEE ,车 存在 瑟 的 有 限 子 集 志 避 ，， “i 
使 

da 天 罗 C18. 2.1) 

则 称 i 可 达 j, 记 为 ij, 且 称 [ivisiar ;让 为 从 i 到 j 的 一 条 小; 
否则 , 称 i 不 可 达 j, 并 记 作 i-%j. 车 i 一 ) 且 jj 王 则 称 i 与 jy 瑟 达 ， 
并 记 作 i 六 若 ivj 且 jv 记 则 称 : 与 j 互 不 达 , 并 记 作 ie 

定 必 15.2.2 若 对 于 任 一 对 i,j E Bi 关 淖 要 各 irj 要 公 
ej, 则 称 8 为 可 分 所 8 一 窍 阵 . 若 对 任 一 对 i 全, 总 有 i?j 则 
称 为 婚约 @ 一 和 窍 阵 . 

设 @ 一 算 阵 8 是 可 分 块 的 . 如 果 对 于 一 切 ) E Bi 我 们 把 
i 单独 作为 一 类 ;如 果 有 jE 到, 使 i->j, 我 们 把 i 和 j 计 入 同一 类. 
这 样 . 我 们 就 把 分 成 |D| 个 (D 为 有 限 或 可 列 集 , |D| 为 集 忆 的 基 
数 ) 埋 不 相交 的 非 空 子 集 总 GE 站 之 并 ,使 得 对 于 i EE Bj EE， 
天 7 总 有 ii 倘若 扩 一 fi 或 it*jy 倘 若 册 关上 我 们 把 8 一 《es 
iyj 所 刀 ) 叫 徐 的 既 约 子 块 ,8 工 约 当量 仅 当 上 只 包 售 ~ -个 元 素 ， 

定义 15.2.3 设 &e 为 8@ 的 既 约 子 块 ,车 [ivii…y 坟 站 为 B 
中 从 到 ;的 一 条 路 ; 则 


Ea i 4 i 


1 二 二 ge 18. 2. 2) 
: [a 


Th 
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叫做 从 ;到 的 路 ,说 的 示 性 数 , 若 对 于 从 ;到 ;的 一 切 
路 都 有 相同 的 示人 性 数 , 则 称 从 ;到 ;是 可 示 性 的 ,并 把 这 个 共同 值 
记 为 ?名 , 称 之 为 从 i 到 上 j 的 示 性 数 . 若 对 于 五 中 的 任 一 序 对 {i, 店 ， 
从 i 到 ;都 是 可 示 性 的 , 则 称 8 为 可 示 性 的 . RY 一 9 网 ) 称 为 8 
的 示 性 抢 阵 . 

如 果 8 的 阶 数 为 1, 即 品 仅 含 一 个 元 素 : 若 和 和 0: 则 ”一 
1; 否则 ,7 各 无 定 闵 ,但 为 方便 ,此 时 ,我 们 约定 7 = 1 并 且 还 称 
9" 为 可 示 性 的 . 

定义 15.2.4 设 8 为 9 的 既 约 子 块 , 若 


P= COP) > 0 GER), (15.2.3) 
iE 号 

Sa 一 1， C15, 2, 4 

失色 

ng = A Wj EE By. 《15. 2. 5) 


则 称 8 为 完全 可 示 性 前 , 称 (<) 为 它 的 示 性 分 布 族 . 

定 江 15.2.5 设 8 为 可 分 块 8 一 矩阵 ,车 日 的 每 一 个 赋 约 子 
块 8 一 Go B80 , (En) 都 是 完全 可 示 性 的 , 则 称 8 为 完全 
可 示 性 8 一 第 阵 .&co 的 示 性 分 布 (z 中 ,i € 吾 ) 的 全 体 {(z? ,i 所 
到 ,CE 2 做 的 示 性 分 布 族 . 

定理 15.2.1 9 是 可 配 称 一 矩阵 的 完 要 条 件 是 ; 它 是 完全 
可 示 性 的 . 

证 明 ”充分 性 

设 如 是 完全 可 示 性 的 , 任 选 m 盖 0， (CE D) ,>iw 二 1, 并 令 

um EREt DD. 

显 见 (xu) 为 一 个 正 分 布 , 且 


Wy 一 Wie 《和 用) (15. 2. 6) 
于 是 是 可 配 称 的 , 且 以 CQ 为 配 称 分 布 . 
设 是 可 配 称 的 , 即 存 在 正 分 布 (2) 使 
Wg 一 mg， (tii EE). (15. 2.7) 


* 4d35 +* 


于 是 ,对 于 和 任 一 对 2 E ,有 
Fi 二 Uogy 一 站 ， 


《15. 2. 8) 


由 此 易 证 8 是 可 分 块 的 , 阶 数 为 1 的 子 块 显然 是 完全 可 示 性 的 . 对 


于 阶 数 之 2 的 子 块 8” 二 (qu3i5j E 及 ) ,应 有 
dy 一 (is EE BE). 


C18. 2. 9» 


设 [isi 9 lz LA $s »#] 是 一 条 从 1 到 2) 的 路 (由 于 i 7 从 i 到 了 的 路 一 


定 存在 ), 于 是 

i 
Ej Ga Bi 
Si 
人 i 
人 


WH 让 
2 1 


中 
a 


故 m， 的 值 不 依赖 于 从 i 到 j 的 路 的 选择 ,所 以 8" 是 


并 间 它 的 示 竹 矩阵 (中 ) 的 元 素 
y= 华 > 0, GE BE). 
而 且 
yu 


3 ,UH 二 嫩 | 
MD 一 > 二 < oo。 
dd 刘 妊 
荆 电 rER, 2 
三 j 
{0 一 tl 一 2 
x 一 《Do 二 = 0， 
号 Pu 
Eh 
Wy 
EB 
> zn 一 一 1 
iE 局 | Hi 
:ER 
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《15. 2. 10) 


可 示 性 的 ， 


(15. 2. 11) 


C15. 2. 12) 


《15. 2, 13) 


C15, 2. 14) 


x 一 了 (C15. 2.15) 


及 (15. 2.7) 知 
TO = Rg (jE EY. (C15. 2. 16) 

所 以 8 是 完全 可 示 性 的 ,于 是 @ 蚌 完全 可 示 性 8 一 算 阵 . 定理 汪 
毕 . 

定理 15.2.2 设 & 是 可 配 称 如 一 定 阵 , 则 恕 的 配 称 分 布 叭 一 
的 充 要 条 件 是 ; 它 是 既 约 的 , 在 的 配 称 分 布 唯一 时 ,8 的 瑟 称 分 
布 就 是 日 的 示 性 分 布 . 在 8 的 配 称 分 布 不 唯一 时 ,8 就 有 无 穷 多 个 
配 称 分 布 ,它们 可 用 如 下 方法 全 部 构 道 出 来 , 任 选 w(t E 六 )， 1" 
三 1, 则 


让 一 ti ERLED) 

是 忠 的 一 个 配 称 分 布 . 

证 明 ”注意 定理 15.2. 1 的 证 明 的 前 半 部 分 , 立 得 我 们 的 定 
理 ， 

对 于 一 个 给 定 的 8 一 和 矩阵, 如何 判 定 它 是 否 可 配 称 ?在 可 配 称 
时 , 寻 何 求 出 它 的 配 称 分 布 ?定理 15.2.1 和 定理 15.2.2 告诉 我 
们 , 只 需 考虑 它 的 每 一 个 既 约 子 块 便 已 足够 . 指标 集 E 只 含有 一 
个 元 素 的 情形 是 不 足 道 的 ,指标 集 BB 含有 有 限 多 个 元 素 的 情形 也 
妇 夫 .内 此 ,我 们 只 考虑 指标 集 含有 可 列 无 穷 多 个 元 素 的 依 形 , 为 
和 令 述 方便 ,无 妨 设 吕 王 下 , 即 只 考虑 隐约 和 一 所 阵 . 

定理 15.2.3 设 & 是 -- 个 完全 可 示 性 的 既 约 妨 一 征 笑 , 记 的 
示 性 矩阵 为 (7,)》; 配 称 分 布 为 (uw) , 则 我 们 有 


Om (ji€ BA), C16. 2.17) 
一 六 (jE Bb), (15. 2. 18) 
Tary = ry (Civj € B), C15. 2.19) 
Dm GEB), (15- 2. 20) 


* 437。 


w= CO 全 加) 《15, 2, 21) 
证 明 ”出 定理 15. 2. 1 的 证 明显 见 本 定理 成 立 . 


如 果 g>0 GEE)， 则 示 性 矩阵 如 可 由 名 围 绕 对 角 线 短 除 
而 得 到 ， 


二 又 


fa go (了 和 BD). 《15. 2. 22) 
或 用 冠 阵 符号 形式 地 写 
R= (C18. 2. 23) 


此 人 外 VW 表 之 转 置 ,而 二 号 表示 逐 元 相 除 . 
定理 15. 2,4 ( 翻 除 判别 法 ) 设 8 是 一 个 非 对 角 线 元 素 全 部 
大于 零 的 8 一 矩阵 ,R 是 由 (15.?. 22) 所 得 的 翻 除 矩 阵 , 则 8 可 配 
称 的 充 要 条 件 是 马 满 是 (15. 2. 17) 一 《15. 2.20). 
证 明 ”由 定理 15. 2. 1 和 定理 15. 2. 2 知 条 件 是 必要 的 . 往 证 
充分 性 . 取 定 za E ,并 令 
# 一 yy re)， 《15. 2, 24) 


EE 


则 由 C15. 2.17) 和 (15. 2.20) 知 (4) 是 一 个 正 分 布 . 再 由 515. 2. 19) 
和 和 (15, 2. 22) 关 


ra 
oy, " 一 至 ， 《15. 2. 25) 
到 Pi 他 
故 
Wy 一 Hdji* 
即 旬 是 可 配 称 的 . 


注 GD (15. 3.24) 表明 ,Cw) 可 从 中 的 任 一 列 忆 一 化 得 到 . 
人) 由 (15. 2. 18) 知 


Pe 
0 
一 ™ 
Dr 
te 
- 
一 (> rrii) 1 一 《> re) " 
EE 上 中 


从 而 (15. 2. 24) 与 (15. 2. 21) 一 致 . 
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我 们 注意 ,如 果 非 对 角 线 上 有 和 零 元 素 , 则 定理 15. 2. 4 失效 .此 
时 该 如 和 何 处 理 呢 ? 为 此 先 引 入 
定义 15.2.6 设 4= (os) 是 非 对 角 线 非 灸 的 矩阵 , 令 
fis ny > Ds 
By 二 0， 


15. 2, 26 
| 半 i i 0, 4 ， 
5 一 1. 
此 处 * 叫做 不 定 元 ,形式 地 写成 
BCA}Y = A TAQ= (By). C18. 2. 27) 


BLA) 叫做 4 的 翻 除 拟 阵 . 
在 实际 中 ,我 们 可 以 形式 地 使 用 翻 除 拟 竹 求 既 约 矩阵 吕 的 配 
称 分 布 . 对 于 给 定 的 8, 先 不 管 它 是 否 可 配 称 , 按 (15. 2. 26) 算出 
B(Q), 在 不 定 元 * 处 按照 (15.2. 17) 一 《15.32.19) 的 条 件 填 空 . 若 
所 有 的 * 处 均 已 填 满 ,所 得 的 矩阵 满足 (15. 2. 17) ~ (15. 2. 20)， 
则 可 用 《15. 2. 21) 算出 Cw) ,然后 检验 (4 是 香 满 足 (15. 2.7). 
例 15.2.1 设 40， 


fje 9 j 一 i 十 1s 
加 1 一 了 1> 0), 一 i 
wd OT OTDe ”5.2.28) 
十] 了 一 1 
0， 其 它 . 
即 
一 6 ea” 0 0 
1 — (1l + 2e ") 2e 0 
o= | 0 2 一 人 十 3e-9 3e-， 
0 0 3 一 《3 一 4 rr 
(15. 2. 29) 


显然 8 是 嗓 约 的 . 它 的 翻 除 拟 阵 是 
。 439 ， 


ee Ea 关 
有 和] 一 | 关 Ba 1] 上 虹 
闫 亲 e 2 1 


依照 (15. 2.17) 一 《15.2.19) 的 要 求 ,把 * 处 填 上 (这 里 使 用 条 件 
《15, 2, 19) , 即 的 各 行 ( 列 ) 成 比例 ?, 得 到 


1 er 
er 1 er 
R= 
e 


这 个 晴 显 然 满足 (15. 2, 17) ~ (15, 2, 20) ,再 由 (15. 2. 21) 得 


= (On)! (le es. (15. 2, 30) 
容易 验证 
i TT Hig 
故 8 可 配 称 并 以) 为 配 称 分 布 . 


§ 3 ”可 配 称 & 过 程 的 在 在 性 


从 本 节 开 始 ,我 们 人 根 定 8 为 全 稳定 的 8 一 第 和 阵 . 

可 配 称 8 过 程 的 第 一 个 最 重要 结果 是 

定理 15. 3.1 最 小 8 这 程 关于 5 二 C4) 可 配 称 当 且 仪 当 妨 关 
于 5 = (ww) 可 配 称 . 特别 地 ,对 于 给 定 的 可 配 称 8 一 矩阵 ,可 配 称 8 
过 程 总 存在 . 

证 明 ”必要 性 见 定 理 15. 1. 3. 往 证 充分 性 , 命 


人 
pr GIE EY. (15.3.1) 


2 (4) 一 
BD 一 Dp ijE BY. (15.3.2) 
全 十 于 
由 第 四 章 知 最 小 8 过程 
,440 。 


95(27 一 Sp 0), i,j €E BE). 


a 
而 且 还 有 
二 1) 二 2 《gu 
+A) 2 Py 
令 
B94) 一 2? CD 当 ， 
Py(2) = D8, 
从 而 
er 及 
Put) = Pith) 
当 #== 必 时 
天 "(9 二 pg 各 (0) 这 :一 这 
_ Si 一 £0) a 
一 7 了 po CAY. 
假若 
CY) 一 — pCAY, 
由 


BNA = petnCAY 也 


La 【2 Bs 
Pe 4 十 到 拓 


SS yd CAY Hy 


斌 十 4 加 


-5 dp CAY we 
pe A 十 2 RE 


yi PE CA 
[ep 和 十 昌 
一 pt). 


《15. 


《15。 


(15. 


C15, 


(15, 


《15- 


(15. 


3 


3. 


+: 3) 


. 4) 


. 5) 


7) 


.BY 


. 9) 


{15, 3, 10) 


* 441。 


于 是 对 于 任 一 非 负 整数 *, 有 

BD) = pH (47). 《15. 3.11) 
从 而 

Py C4) 一 pth), (15. 3, F2) 

由 <15. 3.7) 和 (15. 3.12) 得 

Pi 一 i) 证， 
名 

Wp) = palh), (15. 3. 13) 
于 是 充分 性 得 证 . 


$4 向 前 ,向 后 方程 的 等 价 性 


本 节 将 证 明 ,对 于 可 配 称 总 过 程 来 说 ,向 前 .向 后 方程 是 等 价 
的 , 即 要 么 同时 成 立 , 要 么 同时 不 成 立 , 这 就 是 如 下 

定理 15.4.1 设 (p,(8)) 为 一 8 过 程 , 它 是 可 配 称 过 程 , 则 对 
某 一 对 i,j EE 


0 = >) grep) (15. 4. 1) 
EE 
成 立 的 充 要 条 件 是 
FE 一 D pri) ge. (15. 4. 2) 
此 巨 下 


证 明 以 (wu) 表 可 配 称 8 过 程 (p,(0)) 的 配 称 分 布 , 则 


中 Hi _ 
Pati) = CP 了 


Hi ， te 
一 a tt 一 于 Zou 人 


了 EE 


Ei 到 LE 
一 > 站 志 Pit [| 


Wy EE 


一 >») Pr lf) ga, 


本 民 区 
于 是 由 (15. 4. 1) 推出 515. 4.2). 反之 亦 然 . 
和 442 本 


由 定理 15. 4. 1 知 , 可 配 称 @ 过 程 及 可 道 如 过程 都 是 或 者 互 门 
型 的 ,或 者 互 门 地 型 的 ， 


35 可 配 称 驴 过 程 的 唯一 性 


本 节 研 究 可 配 称 8 过 程 的 唯一 性 , 我 们 将 固定 一 个 正 分 布 已 
这 一 节 所 讨论 的 可 配 称 性 ,唯一 性 ,都 是 关于 这 个 5 而 言 的 , 本 节 
的 主要 结果 是 ， 

定理 15.5.1 设 吕 为 可 配 称 怠 一 卸 阵 ,7 一 Co) 为 其 配 称 分 
布 , 则 可 配 称 8 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 

《iD dma = 0; 

《ii > ae < 十 co， 


同时 成 立 . 若 人 D 或 (i) 不 成 立 , 则 存在 无 穷 多 个 可 配 称 & 过 程 . 

以 下 分 几 个 命题 来 证 明定 理 15. 5. 1 ,其 中 命题 15. 5. ] 和 命题 
15. 5. 2 分 别 说 明 条 件 (i) 和 (ii) 是 必要 的 . 命题 15. 5. 3 说 明 条 件 
i) 和 (Gii) 是 充分 的 . 

命题 15.5.1 若 dima 关 0, 则 存在 无 穷 多 个 可 配 称 9 过 程 . 

证 明 ”由 dimu 关 0, 则 处 (和) 关 0, 且 4》)wX( 和 0) 关于 4 单调 
增 . 于 是 ,我 们 分 两 种 情况 来 讨论 ， 

OD) Jim 4>7 和 Ga) < ce。 


十 ee 


此 时 ,我 们 有 4 会 lim DC 一 环 ) < 十 ooc ,其 中 束 一 
TiER 

limR(). 任 取 c EE€ [4,220), 则 

RCA TR A) 
c 十 4D (CACL 一 成 ) 

1EE 
是 一 个 可 配 称 8 过 程 ,对 不 同 <,( 和 0) 一 ( 邮 (5ij E 到 互 不 相 
同 , 于 是 我 们 有 无 穷 多 个 可 配 称 过程 . 

Gy Lim > 区 (入 一 十 se。 

+ EE 


A) = Bt) 二 (15. 3.1) 


" 443， 


显然 ,我们 有 


Lim Mua AY 一 十 DB， 
A 二 om 


(15. 5. 2) 
其 中 各 62) = (1 一 25D1)， (GE 8). 此 时, 我们 有 
四 DBAS CA | 
以 C4) 一 yy( 科 十 Sn DY C0) 《15. 5. 3) 
上 本 是 
是 一 个 可 瑟 称 如 过 程 , 当 。 变动 时 ,我 们 得 到 无 穷 多 个 可 配 称 @ 过 
程 . 
为 证 条 件 () 的 必要 性 , 先 证 
引 理 15.5.1 设 Q 关 于 0 = (wm) 可 配 称 , 则 有 
lim AOI WEN = Pid 十 iim 4D). 
A iE 玉 2 
(15. 5. 4) 
其 中 


Bh) 一 (1 一 1),, 
di = “一 2 一 Jim 201 一 BDL 


证 明 出 于 ZC4) 一 看 (XY4 十 每 (和 页 


DBD 一 入 > mB 十 和》 mR, C15. 5. 5》 
上 EE 明 EEE 
而 


EE 


上 大 上 9 全 罗 


A mp Md 一 Dd > pu (2) 
上 FE 巨 旺 。 F 习 点 aa 四 EE 下 
— Dud — ZH). 


8 位 各 


(15. 5. 6) 
将 (15. 5.6) 代入 (15, 5. 5) 得 


BODD: = Dn > pu Wd, 
EE 
-也 


Dh 一 all CO DY DRA), 
i 


把 电 上 应 导 


《15. 5. 7) 
在 (15.5.7) 中 , 令 1 一 ce( 注 意 0 委 1 一 和 (1) 得 


。444。 


weTSo 


TmZ) 一 Dut 十 lim 42) wT. 


Hy aiE 有 hER 
命题 15.5.2 车 Djud, 一 十 2, 则 存在 无 穷 多 个 可 呢 称 8 过 
刁 晤 
程 ， 
证 明 ”由 >)au 一 十 ce 及 引 理 15. 5. 1 得 
日 尼 县 
Jim 2 uN) 一 十 co， C15. 5. 8) 


ii 名 
间 命 题 15, 5. 1 的 情形 Gi) 一样. 我 们 得 到 无 穷 多 个 可 配 称 8 过 程 . 
由 定理 4.3.1 知 ,每 一 个 8 过程 玫 (%) 具有 如 下 形式 
PM) 一 pal 十 Dl pea PIA 十 Buh (15. 5.9) 


其 中 FC 和 ) 满足 (4. 3.3) ,而 BB(D E 夺 ( 于 )， 


引 理 15.5.2 形 如 (15. 5.9) 的 (0) 满足 8 条 件 的 必要 条 件 
是 
dlim MAW 一 0， (oj€B). (15. 5, 10) 


sie be 


证 明 ”显然 , 若 形 如 《15. 5.9) 的 至 (2) 满足 日 条 件 , 则 
lim FCF pe WARD 十 Bl = 0, (GE A). 


证 


本 可 
《15. 5.11) 
由 BC E 地 ( 款 ) 知 
lim 和 Bu 一 0， (i,j€ 吾 )， 《15. 5. 12) 
vc 
所 以 
lim HF OPC = 0, (jE EE). {15.5.13) 
Ht Es 
从 而 更 有 
DY lim Xp WLP 一 0， (ij€ EY. (15.5.14) 
neER “tm 
注意 级 数 的 各 项 非 负 ,我 们 有 


lim pa CAFICAY = 0， (biasij EE EY). (15.5.15) 
但 lim gow (4) 二 56. 取 i = a, 就 得 
二 oo 
"445 。 


中 ,im AFICZ) = 0, (ay E EY. 
命题 15. 5.3 若 为 可 配 称 8 一 矩阵 ,5 二 (4) 为 - -个 配 称 
分 布 . 若 下 面 两 条 同时 成 立 ， 
(i) dma = 0， 
Oi) Du < 00, 


EE 
则 可 配 称 8 过 程 唯一 . 
证 明 ”由 定理 4.3.1 及 条 件 人 GD, 对 任意 8 过程 具有 下 列 形 


式 
FD = pF DPDLRD. (15.5.186) 


日 后 及 


设 (和 ) 为 任 一 可 配 称 @ 过 程 . 由 @(4) 是 可 配 称 过 程 ,我 们 有 
Wh Pad A) = iA FAA, (15.5.17) 


开 刁 点 0 在下 


在 (15. 5, 17) 两 端 同 乘 ,对 了 求 和 ,我 们 有 
Didsg IAP LT = Yd PY CADEN 1Y,. 


ET a 全 四 
《15. 5. 18) 
由 入 (和 1] 入 GBOD0D, 各 1， Dud 二 十 = 以 及 


9 加 
Jim gm 一 0 在 (15.5.18) 式 两 端 同 乘 4, 再 在 2+ 十 中 之 下 
取 极 限 ,利用 控制 收 化 定理 得 
0 <& Hm Sud gpa (AF CY) ,1] 
+m eg 


= Hm D> ud MF Ch) CABCAY IY, 


A 


日 本 此 
EY ds lim AP) = 0, 
27° im hCG) 一 0 
所 以 ， 
lim dade CDAPCA, 1] — 0. C15. 5. 19) 
A+ En 


在 (15. 5. 16) 中 两 端 对 ; 求 和 再 乘 4 得 
OD = A pl) 十 > pALP CN , 1. 
EE jes “EB 
(15. 5. 20) 
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所 以 ,我 们 有 
uAVOOD 一 aa 人 一 和 (1 一 Sudega NAF A), 1j. 
oF 


(15. 5, 21) 
两 端 同 乘 ,对 4++ 十 oo 取 极 限 , 由 (15. 5.19) 得 
jim 2 一 逢 (1 一 lm 一 和 (1 一 本 
(15. 5. 22) 
由 定理 13.1.1 知 , 罗 ( 办 为 B 型 8 过程 ,但 由 个 知 8 型 8 过 程 唯一 ， 
所 以 ,到 (和 一 BC 和 ), 即 可 配 称 8 过程 唯 一 . 


$6 可逆 8 过 程 存在 准则 


本 节 固定 全 稳定 8 一 矩阵 @ 来 研究 可 道 8 过 程 的 存在 性 .我 
们 给 出 了 这 个 问题 的 完整 解答 . 即 可 闭 怠 过程 存 在 准 由 ， 

定理 15. 6. 1 对 任 给 的 全 稳定 一 矩阵 ;存在 可 道 8 这 程 
的 充分 必要 条 件 六 下 列 三 条 同时 成 立 : 

《iD 2 可 配 称 ; 

di》 或 者 @ 即 约 ; 或 者 &@ 可 药 ,但 每 个 零 流出 子 块 至 少 售 有 一 
个 非 保守 状态 ; | 

Ci》 看 在 怠 的 某 个 配 称 分 布下 一 (a) 使 得 


或 者 和 ad 之 >》 2) 过 十 00. 
EE La 


其 中 Xt 是 方程 


(CAT — QW: = 0, 
0 Al 
的 最 大 解 .4 = (4,i € 85) 为 总 的 非 保守 量 . 
为 证 此 定理 ,需要 作者 干 准备 ， 


白 定 理 4. 3. 1 知 , 任 意 旬 这 程 必 具 有 下 而 形式 
BN) = PT pANPIA) 十 BC (15. 6.1) 
EC 下 
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其 中 , 当 ; 固定 时 ,0 委 品 CD EL, 当 j 国 定时 ,BB( 和 )€ 10 (六 ) 


而 
Pa) 0M,1| Ela EB. 《15. 6. 2) 
引 理 15.6.1 形 如 (15.6. 1) 的 过 程 不 中 斯 的 充 概 条件 是 
下 列 两 条 辣 时 成 立 、 
《ji APA 1 | = 1, {at HH= Gd D0): 
(15. 6. 3) 
Gi ADB = EA, GE A). (15. 6. 4) 
3 由 
证 明 ”必要 性 
由 15, 6. 1) 式 易 得 
Ca — OECD, = 4 起 F 1]. (15.6.5) 
但 由 更 (0) 的 不 中 斯 性 知 
CD1L 一 1. 
其 而 
CA — OO O— l= (C15. 6. 86) 
由 (15, 6.5) 及 (15.6.6) 立 得 
[CIKA 1] 一 1， Ca E 五)， (15. 6,?) 
在 (15. 6. 1) 式 两 端 同 滋 2 再 对 j 求 和 并 利用 (15. 6.7) 式 得 
1 = 二 Dy pd + DY Bt). 
元 1 Et 
由 定理 4.2.1 得 
DBA = RN, GE A. 《15. 6. 8) 
jE 


由 (15. 6.7) 及 (15.6, 8) 式 证 明了 本 引 理 的 必要 性 . 
记 ROD = Spd BN = 1 Oo 2 Pu), 


昌 伺 民 J 全 证 


五 (0) 记 以 Wi(2) 为 分 量 的 上 的 列 向 量 ,下 面 的 讨论 将 与 如 


次 表达 式 有 关 


EN) = BD + KOFI + HODFICOO, 《15. 6 9? 
引 理 15. 6.2 四 (2) 及 五 (4) 均 次 列 协 调 族 , 且 若 坟 (和 2 关 9 
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则 下 (和 ) 与 鼠 (2) 还 是 线性 独立 的 列 协调 族 . 

证 明 显然 . 

引 理 15.6.3 设 0 = (wsiE€ 媚 为 可 配 称 8 一 矩阵 的 一 个 配 
称 分 布 , 且 请 (4) 关 0,Ch) 关 D0. 令 

p02) = RNAMU, AY = HI CNA. 
其 中 上 标 “7 了 ”表示 转 置 , 则 
02,8(C 和 ) 是 线性 无 关 的 行 协调 族 , 其 标准 瞎 象 0 分别 
n= XU,0 一 KU. 

这 里 和 二 Dy Td 


ateF 


Gy WD E ho 00) = Dad € Tow. 


了 性 但 
当 24+ co 时 ， 
I 4 0, CA) — 0 
BAY 0， nA — a 
这 里 = Cad. ,Hd ) 且 
AnB(AY = Oo TA), 
BDH) 一 日 一 OA), 
证 明 “由 引 理 15. 6. 2 和 协调 谈 的 性 质 易 证 本 引 理 . 
引 理 15. 6. 4 ?Ca 如 引 理 15. 6.3 所 定义 
又 令 
TI =— [na X! ]， 02 = ALOCAY ,T°], 
Wh 二 条) ,下 ]， WE = Ay ,8]. 
WE 一 让 CA 总 ]， WW = COCA hj. 
则 0 过 oc10 之 o5 且 与 无关. 
Ciiy We) 一 1,2;8 二 112).。 且 成 立 
CA A Le) TON = WH CO WY, 
CO LPC ON] = WE CO 
《一 a CA] = WY — WR, 
CA sO HOM ] = WE — WE. 
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Gi) 多 = WWE 从 而 太 2 一 2 
证 明 (让, 叶 ) 由 引 理 15. 6.3 立 得 . C5i) 则 由 于 
ACHCA ,= A 一 AnB Ch) ,Eh] 
一 放 9 提 一 和 2 和 C0) ,8] 
= W460,X] 一 AWB 如] 
= Mo(X) ,XT]. 
故 Wl 一 WY 由 此 立 得 Wl = mY, 
引 理 15.6.5 设 8 可 配 称 , 且 匡 () 关 0,8(4) 天 9, 则 形 邵 
(15.6.9) 的 多 (4 是 可 配 称 吕 过 程 的 充 要 条 件 是 
Ril | na) 
n3! Re) 0 
(15. 6. 10) 


PN) 一 D+ CeD Eco 


且 二 阶 方 阵 束 满足 条 件 : 
(DD . 
Rl RE Rl Rl Wi 侠 圭 1 1 
me mello tm sellm ells 
Ri RF)! Bl! REIIWE Welll 1 
( 首 ) 妃 满 是 矩阵 方程 
IRL1 RY Bi! Rl2\ 
再 旭 | -| 好 名 | 
[ FR | D1 WH Wh _ we] [a | 


Rl R32) 全 2 一 WA 本 各 — WE B23: RB? ” 
从 而 当 x+ oo 时 ,及 极限 存在 , 设 为 8 
Gv) 极限 矩阵 具有 形式 8 一 |” “|. 


证 明 ”本 引 理 的 必要 性 较 麻 人 烦 参见 陈 安 一 LI1] ,出 于 后 面 仅 
用 到 本 引 理 的 充分 性 , 故 将 必要 性 略 ， 

由 条 件 (i> 及 (15. 6.10) 式 立 知 六 (4) 站， 

对 比 (15. 6.9) 与 (15. 6,10) 知 ~ 

人 的 | (2). C5. 6. 11) 
PCA) RB OCA) 
故 对 i 二 1,2 有 
» 450* 


aPC ,1 = CBRN) 十 ROCKC27， 1] 


=ALRINCAD, 1] + A REOCAY, 1]. (15. 6. 12) 
由 引 理 4. 2. 5 知 

Dra CGE. 

日 这 下 


代入 (15. 6. 12? 得 
AEFP' CA) 1] 一 ME[90 Xe 十 下 十 > Td] 


人 下 


十 2 本 [6(a ,XI 十 慎 十 Dy 了 ods] 


5 
二 Rio! 十 Reg? 十 IW 
一 RE + REWE 十 BPWY. 


由 条 件 Gi) 可 知 


AF 1 = 1,2). 《15. 6. 13) 

从 而 和 i 还 (CD1 扫 1. 《15. 6. 14) 
且 当 (Cii) 等 号 成 立时 ,有 

A (A = 1. C15. 6, 15) 


注意 吕 满足 条 件 ( 圳 ) ,再 由 引 理 15. 6. 4 的 (i) ,我 们 有 


Rl li ， Rl A 
| R3! Rs: | 和 | Rh He? 
' th 


-| 号 | [人 [CD TT BY 对 | 
[ec X00)] LOH lB peel 
(A) 
西端 同 乘 | 7 ) | 并 注意 (15. 6.11) 式 
i Rl! | na fPICAY 
RY RARE) [20% (| 


RL BY Ey) 下 CA 了 [CA HOA | PCY 
Te | po | Loc) xc [CC | cn) 
注意 7C%) ,98( 和 ) 是 行 协 调 族 ,上 式 成 为 
iRl RE nA ACA HY :11l 
| Rt RE on cn) | 


* do1 * 


BR 1 [nCA), NH 
十 cc 一 可 | DR] CHD) 


RB [oc , Rn] [oC ,HI 
再 注意 到 (15, 6; 11) 就 得 到 


je 
FC 


[20 | 
(CD lo 1 
Fl EFI ,KOD] EFI HODJ | 
“ [RD RD] CEO AODY 从 天 CD 
(C18S. 6. 16) 
这 就 是 说 , 形 如 05.6.9) 的 (4) 满足 预 解 方程 . 
最 后 ,注意 到 条 件 (iv) 及 
lim ARCAY = 0, lim AH (CA) = ad. 
一 十 喇 A 十 c= 
lim 29f27 =— 0, lim fa 一 六 
和 十 由 十 co 


从 C15. 6. 112 天 
lim ABC — DD 
A 
[ri redid 
一 lin 4CD(D 一 户 十 00)| | 
A 二 a Pa 0 ， er 


上 式 右边 第 二 项 为 0, 故 得 
lm AED — DD = im MiB 一 站 一 外 


A 


(C15. 6.17) 
故 形 如 (15. 6.9) 的 到 (2) 满足 龟 条 件 . 由 (5.6.34) ~ (15. 6,.17) 
说 明 本 引 理 充分 性 成 立 . 

引 理 15.6.6 设 8 可 配 称 ,3( 和 ) 关 0, (和 0 关 0 且 满足 条 
件 ， 

2 lim iT + 0. 《15. 6. 18》 


和 十 十 ce je 


则 存在 形 如 (15. ‘6. 9) 的 不 中 断 可 配 称 @ 过 程 . 
证 明 ”由 吾 (4) 关 0 知 at > 0; 于 是 


lim 并 > 0, 


2 十 二 让 是 
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我 们 令 
太一 lim (2 ， 
ts 


f= 六 ad。 
串 始 屋 
然后 令 
_ 和 fo 1 
站 


由 条 件 515. 6. 18) 知 
ni 0 re 0, 


现 再 令 
Rh = 本 (ri 十 下 (2 一 WE)), 
R= R= 社 (] 一 ra( 了 2 一 WE)), 
RE 一 CW 一 WE), 

其 中 


4 二 (1 一 pAWh CO— WE 十 
十 iW™ 一 WHOWS 一 WR) 一 ra 一 WY), 
而 和 mg Ca,8 一 1,2) 如 引 理 15.6. 4 中 所 定义 .注意 到 条 件 
(15. 6. 18) 知 W*(a,5 二 1,2) 是 有 限 的 . 从 而 WY 亦 然 , BR 的 计算 来 
自 于 Gii) , 令 “+# ce 便 得 
,一 (7 一 《本 WR. 


利用 此 式 容易 验证 二 阶 方程 | 5 Wi 清 足 引 理 15.6.5 的 GD， 


Ci , 《二 ) , Civ) 四 个 条 件 , 且 条 件 Ci) 中 等 号 成立. 引 理 证 毕 ， 

定理 15. 6. 1 的 证 明 

必要 性 

对 给 定 的 8 一 矩阵 8, 车 存在 可 逆 昌 过 程 ,当然 8 可 配 称 , 故 
(i) 成 立 . 

要 证 (iii》, 只 需 证 明 , 若 >， ad, 之 十 ce, 刚 必 有 


ac 亲 . 


* 1453，。 


lim 2》 mi) 2 Yd, 


rt EE aEH 


实际 上 , 若 存 在 可 道 恕 过 程 罗 (2), 刚 由 5C15. 6, 1) 
A 十 By (oD) 


后 点 


= PGF + BAA), (Ci,j€ B.C15, 6.19) 


C= 


在 (15. 6.19) 两 端 同 弱 4, 再 对 ; 求 和 得 
Dp CAA A 1] + A DS Bl 2) 


= IeEE 
= Dud PMD FEA + 4D usBath), (15.6.20) 
a 3 


由 于 到 (2 不 中 断 , 由 引 理 15. 6. 1, 上 式 成 为 
> wd patA) 十 大王 《2 


9 二 蚌 


一 Sud] 一 有 CC 和 十 + yw. 《15. 6. 21) 


EE 


Dds Ap < Zt 十 0， 


FE 


Dd — ZAP OA) EE Dds + cc。 


5 并 g 它 十 


在 《15. 6.21) 两 端 同 习 2, 表 令 4 一 十 co 由 引 理 15.5.2 成 
lim 5 一 自 就 有 
Dd = lim HD 的 BC {15. 6. 22) 


二 十 5 全 和 


EE 


将 (15. 6.22) 对 iE€ 8 求 和 得 
Dd = DY lim HD WBnCN)) 


FE 


4 EEC 加 JE 加 


jim DY RD Bl). 《15. 6. 23) 


但 由 引 理 15. 6. 1 知 
和 = DA BA = A uN CN), 


EL jEk jE 加 b= 2 了 声 下 
故 (15. 6.23) 就 是 


"4054: 


Dd EE lim Yh (A), 
业 尼 加 


得 证 (iiiy， 

再 用 芭 证 法 证 6ii) , 若 司 ) 不 成 了 并, 则 8 可 约 , 且 存在 一 个 鹤 流 
出 子 块 嫩 不 售 有 非 保 守 状 态 . 

由 于 龟 可 约 , 故 一刀 二 Bi 关 凡 .注意 
Op =O pd C15.6.24) 


jEE 
取 和 和 醒 , 出 Eo 零 流 出 知 
(1) = 0. 《15. 6., 25) 
注意 百人 得 配 二 人 ,对 a EH 站 包 由 于 is 与 4 不 在 同一 子 块 , 故 
got2) 二 0. 从 而 


Dp = DY po DD wal = 0 


5 忆 凡 aE Hs 9 所 开门 二 


上 


《15. 6. 26) 
由 C15. 6. 247 ,C15. 6. 25) 及 (15. 6,. 263 知 
i pth) 一 1， 
所 此 

其 

Dp TAD pV = 1. 

EE EE 
对 任意 的 7 了 EE 可, 国 is 与 7 不 在 同一 子 块 ; 故 gt?) 一 0. 这 就 
得 到 


4D gh) = 1. 
IE 号) 
那么 ,对 秆 意 名 过 程 (4) 都 有 
4D iA) 一 1. 《15. 6, 27) 
IE BE 


注意 囊 夫 个 : 取 六 后 时 由 (15.6. 27) 到 站 一 避 与 人 可 约 矛 
盾 , 故 (ii) 成立， 
往 证 充分 性 . 分 两 步 证 明 ， 
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(一 》 先 证 明 , 车 (i》>，(ii? 成 立 ， 则 必 存 在 不 中 断 可 瑟 称 & 
过 程 


分 两 种 情况 讨论 : 
{1) 车!im DS) aT CA 一 十 ce 或 者 > ad 一 十 cm, 
rE 本 
则 由 引 理 15. 5. 1 有 
im 人 >， A242) 一 十 so。 (15. 6. 28) 
REF 


今 
PAASDY 
ZA) 


iEF 


不 难 直 接 验 证 《15. 6.29) 确实 定 关 了 一 个 不 中 断 可 配 称 过 程 . 
《2) ”着 不 是 (1) 的 情形 ,那么 由 条 件 Ciii) 只 能 是 


吉庆) = P(A) 二 


st? EE EY). 《15.6.29) 


Dns lim >) HR) < =， C15. 6. 30) 
aEH Tm es 
现 若 > ,ad = 0, 风 日 保 守 , 不 难 证 明 此 时 由 《15. 6. 29) 所 定义 的 日 


DE 


过 程 是 一 个 不 中 肠 可 配 称 8 过程, 现 设 > ad > 0, 出 由 引 理 15， 


6.6 知 , 必 存在 不 中 断 可 配 称 品 过 程 . 
(二 ) 再 证 明 , 亲 件 (iy 保证 了 不 可 约 性 
首先 指出 一 个 事实 ,车 名 可 约 ,但 每 个 零 流 出 子 再 至 少 会 有 一 
个 非 保 守 状 态 , 则 有 
ZOD=I— Dp.D>0, GEE), (15,6.31) 


2 所 
实际 上 ,对 任 给 的 i1€E ,由 于 8 可 约 ,i 必 属于 某 个 子 抉 , 设 为 色 . 
若 梧 非 零 流出 , 划 易 知 天 (2) > 9 从 而 (和) 之 碟 ( 六 0. 
车 国 零 流 出 , 则 依 条 件 ,B& 中 含有 非 保守 状态 , 记 为 加 由 于 + 
与 各 属于 同一 既 约 子 块 上 与 说 可 以 相同 ) 故 mo 盖 0, 和 而 加 所 ， 
故居 0 那么 
ZA = RD DP, po Wd, > 0. 


4 
这 得 证 (15. 6. 31). 
。456 ， 


再 来 证 明 { 人 ii) 保证 了 不 可 约 性 
(1) 车 lim > 和 in 筷 C2) 一 十 co 或 ud. = 十 co. 
i EB 


pg 到 旦 


则 不 中 断 的 可 配 称 如 过 程 如 (15, 6, 29) 所 定义 . 
若 @ 既 约 , 易 匈 关 人) 六 向 ( 和 人 00， (和 要 0), 特 刚 ， 
& 可 约 . 但 每 一 个 替 流 出 子 块 至 少 含有 一 个 非 保 守 状 态 , 则 由 (15. 
6. 31》 知 
Zi 0, GE EF), 
那么 从 (15. 6. 29) 式 得 汶 C2) 计 0， (i,j 了 EF,4 > 0). 
【之 》 车》 wd Ca im 2 < 十 2 


oa 好 


如 果 归 保守 ,由 《ii 知 ， 每 个 子 块 均 非 流出 ， 从 而 中 人 一 X(N > 
0, 则 由 (15. 6.29) 所 定义 的 名 CD 2 0， 人 0 的 如果 


> 则 由 引 理 15. 6. 6 知 有 不 中 断 可 配 称 @ 过 程 . 这 个 8 过 
程 的 表达 起 为 
_ EA 
p(X) 一 G0) 十 CCD ,9 pe | | oc | ， 


即 
多 (2 一 Pu《2) 十 再 (Dw 时 (0 十 本 这 Cw) 十 
+ RRCOWT CA) + REH (CAWHICOND), C15,6.32) 
其 中 ,RE ,R28 ,RE 如 引 理 15. 6.6 中 所 定义 . 
现 若 婚约 ,当然 有 
0 Cid €E Et> 0), 
而 若 @ 可 约 ,但 每 个 零 流出 子 块 至 少 含有 一 个 非 保守 状态 . 则 由 
(15. 6. 31) 对 任意 一 对 让 E 再 必 有 
HA 4 Ta) > 0, 成 (2) 十 月 0) > 0 

， 

RM A KAM) YY KW A HWD) 

V OD A TA VY IHD A HM) >0. (15.6.33) 
注意 引 理 15. 6. 6 中 如 (a,b 一 1,2) 的 构造 知 恒 有 
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B00, (gd = 1,2), (15. 6.34) 
结合 C15.6. 32),(15. 6. 33) 以 及 (15.6.34) 得 
>0 GE 0). 
这 得 证 YC) 的 不 可 约 性 . 
这 就 证 明了 ,在 本 定理 的 条 件 下 ; 必 存 在 不 中 汤 , 可 半 称 ,不 可 
约 的 8 过 程 ,也 就 是 可 逆 9 过 程 . 


$7 ” 单 瞬 时 可 逆 过程 


为 了 方便 ,我 们 仅 考 虚 @ 一 矩阵 是 单 退 时 态 , 准 保守 的 . 另外 ， 
由 于 在 可 配 称 的 情况 下 ,我们 感 兴趣 的 是 过 程 不 中 断 的 情况 . 特别 
是 可 逆 4 过 程 . 鉴于 此 ,我 们 仅 考 虚 过 程 不 中 断 的 情况 , 在 以 上 两 
个 方面 上 ,都 可 以 将 本 节 的 结果 子 以 推广 ,但 此 处 我 们 将 不 再 进行 
这 些 技术 性 的 工作 . 

以 下 表 状 态 空 间 , 设 2 是 妃 X 吾 上 的 一 个 可 配 称 , 单 瞬 时 , 准 保 
守 4 一 抢 阵 .其 配 称 分 布 记 为 忆 , 现 仍 用 ? 表 瞬 时 态 . 一 了 一生 }. 
Qs = (gc €€B) 为 8 在 本 上 的 限制 .5 在 Qs 上 可 导出 配 称 分 


布 {和 二 "EE 如}. 为 了 方便 , 记 可 一 (车 , 基 …) 

为 简便 ,再 引入 如 下 记号 . 若 4,8 是 两 个 同 维 数 的 向 量 , 其 分 
量 分 别 为 4 及 Bs 以 4 室 B 表 示 : 对 任意 4d: 宇 及 . 若 4 之 8 但 4 关 
B. 将 记 之 为 4 半 B. 如果 更 进一步 ,对 任意 区 4 疙 . 我 们 将 记 之 为 
全 B 对 算 阵 , 亦 如 此 记 . 

对 于 可 配 称 过程 ,分 解 定理 有 进 -~… 步 的 性 质 ,这 就 是 下 面 的 
定理 ,后 面 将 反复 用 到 这 个 定理 . 

定理 15.7.1 设 @ 是 单 瞬时 准 保 宁可 配 称 & 一 矩阵 , 则 任何 
不 中 断 可 配 称 怠 过程 R(X) 必 有 表现 : 

0 


0 1 
RCAY = 品 区 记 1,nCa)). Cl15.7.1 
(2) 0 yt ” oll nCAY) 2 


其 中 
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¥( 罗 是 上 8 阁下 型 可 配 称 Qs, 过程 (15.7.2) 


EC Oo 1 ATCA)ls C15.7.3} 
ne = CMU; 【15.7. 4) 
Tha) 一 《4 十 2 1 一 1 (tS. 7.5) 


这 里 上 标 “7” 表示 转 置 ,{ 二 去 

反之 ;任意 给 定型 可 配 称 Bs 过 程 WCW( 从 而 也 就 是 8 站 FF 
型 的 }, 按 C5.7.37), 15.7.4)， C15.7.5) 政 (15.7.1) 依 坎 定义 
eta ,DCA rm C2) 玻 RC4) , 则 只 要 满足 条 件 


nA) EE, (15.7..6) 
lim Anth)1 一 十 co， 《15.7.?7) 


R24) 就 是 一 个 不 中 断 的 可 配 称 8 过 程 . 条 件 (15.7. 7) 就 是 
lim al 一 320) 一 十 cc， 《15.7.8)》 


A ie s| JE 本 | 


若 进一步 有 


EC) 六 四 《15.7.9) 
则 RC) 还 是 一 个 可 道口 过 程 . 最 后 , 设 妨 (和 0 及 Ro(2) 是 两 个 不 中 
断 可 配 称 及 过程 , 则 中 人) 二 BRs(%) 当 且 人 忆 当 TA) 一 (NY). 
证 明 ” 设 REC) 是 不 中 断 可 配 称 @ 这 程 , 配 称 分 布 为 [二 Ca， 
swraay ,由 分 解 定 理 知 RC 可 表 为 (15.7. 1) ,注意 到 不 中 断 性 
可 得 C15.7.3) 及 (15.7.5), 由 于 BC) 可 配 称 ,从 而 
WT Ch) = dr th), (jE EB), 
dry Ch) = MTA), 《ay EE Bl1), 


即 
Uriw Cm A) 一 ras A GE ED, (5,7.10) 
WB 十 En Car (CN) (YY 
= pth) Ep CATRCAINAYY, (7 EE ED),. (Clo.7,.11) 
185.7. 10) 及 (15.7.327 镍 


2 一 5 CA) — DD). (15.7.12) 
5 Hy EE 
这 得 到 (15.7. 4). 而 将 (15.7.12) 代入 C18.7.11) 可 得 
+ 459 。 


wip A) = px CY, (i Ey. 

从 而 YC 是 可 配 称 8 过 程 . . 

由 8 准 保守 知 (2) 是 8 型 4s, 过程, 但 (4) 可 配 称 ,从 而 
(A) 是 B 门 了 型 8r 过 程 , 必 要 性 得 证 . 

反之 , 若 给 定 B 型 可 沪 称 Qs 过 程 守 (和 0), 那么 按 (15,7, 1) 一 
《15, 7. 5) 定义 RC) 后 ,由 人 8 的 淮 保 守 性 及 风 ( 办 是 8 型 9s 过 程 可 
知 

lim ACl 一 24>) pa ta? = ge 


EB 


再 由 8 的 可 配 称 性 及 5.7. 4) 知 


,iim Arps CN) 一 Ji A 0 一 和 PCa, 
a je 

再 注意 到 条 件 (15,7.8) 知 RC%Y 是 不 中 斯 8 过程 , 且 它 是 可 配 称 
的 ， 

而 当 :22 污 0 时 , 易 看 出 RG) 泛 0. 从 而 RCD 不 中 渐 , 可 配 
称 ,不 可 约 , 即 R(2) 是 可 逆 8 过程 . 

后 ,车 (0) 及 B(2) 是 两 个 不 中 断 可 配 称 过程 ,如 果 

LCA) 一 (4) 由 分 解 定理 的 瞧 一 性 知 罗 0) 二 Wl). 反 之 ,如 果 
有 2) 一 (3 由 (15.7.3)、(15.7. 4) 及 (15.7.5) 知 必然 有 局 () 
一 Re(7). 充分 性 得 证 . 

注 ”由 5 为 配 称 分 布 ,条 件 4%) EE Lz 总 是 满足 的 ， 

由 定理 15.7.1 容 易 得 到 不 中 断 可 配 称 旭 过 程 及 可 道 8 过 程 的 
存在 准则 ， 
定理 15.7.2 对 和 任 给 的 单刀 时 淮 保守 拟 昌 一 矩阵 ,存在 不 中 
断 可 配 称 8 过程 的 充 要 条 件 是 如 下 两 条 同时 满足 

(i) 可 配 称 ; 

(ii im 2) m2 一 十 co， 
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这 里 五 (4) 二 1 一 42qo CD, 而 本 (人 一 1521 人 如} 是 最 小 
Qr, 过 程 ， 
证 明 ” 若 存 在 不 中 断 可 配 称 9 过 程 ,0i) 自然 成 立 . 另外 ,由 定 
理 15.7.1 可 知 任意 一 个 不 中 断 可 配 称 9 过 程 有 分 解 式 (15. 7. 1) 
且 满 足 (15. 7, 3) 一 (15. 7. 5)， 
注意 到 为 退 时 态 , 必 有 Bm 2%(2)1 一 十 ce 
也 就 是 说 存在 8 型 gs 过 程 W(4} 使 得 
Hm Smtl — A PD) = co. (15.7.18) 
Toit 到 1 J 上] 


由 于 BN) 是 最 小 @e 过 程 ,当然 有 
1 1 一 


JE 下 EB 
那么 由 (15.7. 13) 就 更 有 
im A CO— 20 mi 一 十 =， 
Ea 


得 证 5i. 必要 性 得 证 . 

反之 , 若 好 ,it 同时 成 立 , 按 定理 15.7.1 以 最 小 过 程 惠 (47 为 
基础 构造 RC4). 茶 件 5ii) 保证 了 515.7, 73 成 并 ,从 而 ROD 是 不 中 
断 可 配 称 怠 过 程 ,充分 性 得 证 . 

定理 15.7.3 ”对 任 给 的 单 瞬 时 准 保 守 拟 4 一 上 抢 阵 ,存在 可 道 
如 过 程 的 充 要 条 件 是 如 下 三 条 同时 成 立 : 

Ci) 外 可 配 称 ; 

di) Qe 的 每 个 子 块 或 者 非 零 流 出 ,或 者 含有 非 保守 状态 ; 

Gy el 十 lim XA》 mR 一 十 co 

rm 


证 明 ”必要 性 由 
D> ud 一 Sugs = 四 Da 一 Wel. 
3 jE 


利用 引 理 15. 5, 1 及 定理 15. 7.2 知 0i) 和 (Gi) 是 必要 的 ， 
若 (iD 不 成 立 , 则 存在 m E 已 鸽 对 某 个 知 盖 0 从 而 对 所 有 的 
0 有 
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BD = A po 
IE 
进而 对 任意 89。 过 恕 (4) 有 
1 一 4D Py 一 0D, 
jE 


那么 由 定理 15.7.1 看 出 ,任何 不 中 断 8 过程 不 可 能 不 可 约 , 与 存 
在 可 道 @ 过 程 族 盾 . 

充分 性 

再 由 定理 15. $6. 1 的 证 明知 ,条 件 Cii) 等 价 于 ZC(%) 沦 0. 从 而 由 
定理 15. 7.2 得 到 充分 性 . 

注 1 当 8s 既 约 时 ,Qs 只 有 唯一 的 一 个 子 块 ,那么 定理 13. 
7.3 的 条 件 5ii) 成为 :或 者 三, 非 零 流出 ,或 者 Bs 非 保 守 ( 即 8 的 第 
一 列 非 零 此 时 条 件 将 格外 简单 . 

注 2 ”一 个 和 矩阵 或 其 子 块 是 否 零 流出 有 时 不 易 判 断 . 但 是 否 
非 保 守 是 极 易 判明 的 . 因而 定理 15.7. 3 的 条 件 (ii) 成 立 有 -个 极 
方便 的 充分 条 件 : 9r, 的 每 个 状态 均 非 保守 ， 即 8 的 第 一 列 恒 大 
于 0， | 

为 了 将 条 件 给 得 更 简洁 些 ,我 们 和 将 对 9 可 和 与 不 可 和 分 开 讨 
论 , 另外 由 注 2 的 局 发 ,我 们 再 给 一 个 定义 . 

定 光 15. 7, 1 称 单 瞬时 难保 守 拟 & 一 矩阵 为 正常 的 ,如 果 红 
污 0 即 第 一 列 严格 正 . 注意 对 可 配 称 旬 一 短 阵 ,9 正常 等 价 于 e 祖 
90, 即 瞬时 态 行 严格 正 . 

推论 15. 7.1 设 如 是 不 订 和 单 瞬 时 谁 保守 氟 总 一 矩阵 . 刚 存 
在 不 中 断 可 配 称 过 程 的 充 要 茶 件 是 &@ 可 配 称 . 

推论 15.7.2 设 旬 是 不 可 和 和 单 瞬时 准 保 守 拟 龟 一 和 沅 阵 , 则 存 
在 可 雍 名 过 程 的 充 可 条件 是 8 可 配 称 ,二 Qs 每 个 子 块 或 者 非 零 流 
出 ,或 省 会 育 非 保守 状态 ， 

这 两 个 推论 的 证 明 只 要 注意 到 吕 不 可 和 ,从 而 zl 一 十 cs 于 
旦 南 定理 15.7,2 的 (iiy 及 定理 15.7.3 的 Gii) 必 成 立即 可 ， 

推论 15. 7,3 设 旬 是 不 可 各 正常 矩阵 , 则 存在 可 道 @@ 过 程 的 
充 要 条 件 是 8 可 配 称 ， 
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推论 15. 7.3 玉 推论 15.7.1 都 二 分 简洁 而 实用 . 它 将 可 道 过 
程 或 不 中 渐 可 配 称 名 过程 的 判别 完全 归结 于 判断 @ 是 否 可 配 称 的 
问题 ,而 后 者 的 判别 可 用 翻 除 判别 法 参见 8 2. 

对 可 和 情况 , 则 有 下 述 推 论 : 

推论 15.7.4 设 总 是 可 和 单 瞬 时 准 保守 拟 @ 一 上 矩阵 , 则 存在 
不 中 断 可 配 称 恕 过 程 的 充 要 条 件 是 如 下 两 条 同时 成 立 : 

(0 可 配 称 ; 

(ii lim DM) 一 十 cc， 


ER) 


这 里 C2) 是 方程 


(a — Ws Ur = 0. 
l UEl 
的 最 大 解 . 
证 明 ”由 定理 15,?,.2 和 引 理 15. 5. 1 并 注意 在 总 可 和 的 条 件 
下 * 必 有 
Dd = wel 


十 29. 

即 得 证 本 推论 . 

推论 15.7.5 设 & 为 可 和 单 瞬时 准 保守 拟 & 一 矩阵, 则 存在 
可 逆 旬 这 程 的 充 妈 条 件 是 下 列 三 条 同时 成 立 ; 

(i) 旬 可 配 称 ; 

(ii) ws 的 每 个 子 块 或 者 非 零 流 出 ,或 者 舍 有 非 保 守 状 态 ; 

(ii) lim 名:( 科 一 十 00. 

+ 


证 明 同 推 论 15.7.5. 

下 面 来 考虑 两 个 例子 , 即 柯 氏 矩 阵 与 推广 的 柯 色 敌阵. 在 第 九 
章 中 ,我 们 曾 讨论 过 其 一 般 怠 过 程 的 存在 性 ,现在 我 们 来 讨论 其 可 
道 旬 过 程 的 和 存在 问题 . 

例 15.7.1 和 柯 氏 矩阵 
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Qo=| gq 0 gg 0 ml, 15.7.14) 
gs 0 0 gg 


其 中 0 < 二 二 co0， (Gi 二 1,2,0). 
引 理 15.7.1 柯 氏 矩阵 可 配 称 的 充 要 条 件 是 


2 玉 < 十 cc， (15.7.15) 
一】 “ 
且 当 (15. 7. 15? 湾 足 时 ,其 唯一 的 配 称 分 布 为 
1 Ci 
h 二 it 
1 十 Do 1 十 Do 
Rj kl 
这 里 ey 半 本 一 1, 2) 


证 明 ” 柯 氏 和 矩阵 (15. 7, 14) 可 配 称 , 则 存在 6 = Gwyn ,nas…》 
上 
2 一 人) 
特别 有 ww XX 1 = wg;. 即 


2 一 一 。 (185.7,.16) 
全 


但 由 可 配 称 性 知 
Da 碾 十 00， 


故 得 (15.7, 16). 
车 已 一 Coy) 是 配 称 分 布 ,那么 
Da 一 ] 一 be 


2 三 1 


由 《15, 7,16) 可 得 


从 而 
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-1 
1 十 下 
那么 由 (15. 7. 16}) 得 所 要 的 结论 . 
反方 向 的 结论 是 明显 的 . 
定理 15.7.4 对 形 如 (15.7. 14) 的 柯 拒 扼 阵 ,下 列 请 条 件 等 
价 : 


(iy > 二 < 十 ce; 

Gi 他 在 8 这 程 ; 

dii》 存在 不 中 断 @ 过 程 ; 
Civ》 存在 可 道 如 过 程 ， 


Ms 


证 明 易 得 . 
例 15.7.2 推广 的 柯 氏 矩阵 
[一 oo bn Bb ba 
全 一 于 0 0 
总 一 | 于 0 一 和 0 


这 里 0 过 人 所 十 cc， (了 一 1 2) 

引 理 15.7.2 设 8 是 形 如 (15.7.17) 的 矩阵 , 则 它 可 配 称 的 
充 要 条 件 是 
y， < 十 o， 


i=1 


此 时 它 唯一 可 能 的 配 称 分 布 是 
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这 里 cj 一 = 1,2,"). 

证 明 ” 伪 引 理 15,7.1 可 得 . 

定理 15.7.5 设 申 是 形 如 (15.7,17) 的 矩阵 , 则 存在 可 道 旬 
过 程 的 充 要 条 件 是 如 下 两 条 同时 成 立 : 


(之 /12 一 十 ooi 


GD D+ 

证 明 车 (3) 不成立 , 则 由 第 九 童 知 不 存在 乌 过 程 ,当然 更 不 
存在 可 道 8 过 程 . 若 (i) 不 成 立 , 则 由 引 理 15.7.2 知 ,8 不 可 配 称 ， 
故 亦 不 存在 可 道 9 过 程 . 

反之 ;车 G3) ,0 同时 成 立 , 则 由 引 理 15,7.2 庆 日 必 可 配 称 , 同 
时 , 又 由 :ii 知 ,@ 是 不 可 和 单 瞬 时 一 矩阵 , 再 注意 到 (15.7.18) 
记 , 推 广 的 柯 氏 冠 阵 是 不 可 和 正常 矩阵 , 收 由 推论 15.7. 3 立 得 结 
论 ， 


$8 补充 与 注 记 


可 配 称 @ 过 程 最 旱 是 Kolmogorov[2141936 年 开始 研究 的 ,他 考 
虑 的 是 离散 时 间 参 数 有 限 状态 的 马 链 . 之 后 ,Kendall[1] 做 过 一 些 
工作 , 在 这 方面 习 前 国际 上 所 流行 的 文献 是 Fukushima[ 1_ 和 
Silverstein[1], 但 他 们 都 没有 涉及 到 中 过 程 . 国内 钱 敏 平 [1 最 先 考 
虚 可 道 马 链 ; 随 后 , 伐 振 挺 等 敌 了 深入 的 研究 , 直到 1979 年 的 结 
果 , 基 本 上 已 收入 钱 敏 , 侯 振 挺 等 [1] 的 专著 中 . 

如 果 在 定义 15. 1], 3 及 定义 13.1.6 中 ,不 假定 GY.es 为 分 布 ， 
即 可 以 有 >jw = 十 0, 则 分 别称 PC) 为 有 势 8 过 程 积 Q 琵 可 配 称 


的 . 完全 按照 $7. 3 的 证 明 可 知 当 8 为 全 稳定 的 弱 可 配 称 台 一 矩 

阵 , 则 最 小 & 过 程 是 有 势 & 过 程 . 在 侯 振 挺 等 ( 见 钱 、 候 等 L11) 研究 

了 有 势 苇 灭 坟 程 , 单 流出 过 程 的 基础 上 , 陈 木 法 [1j 研究 了 保守 有 

限 流出 有 势 8 过程 , 陈 安 岳 [1] 研究 了 有 限 流出 ,有限 非 保守 的 有 
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势 恕 过 程 .但 有 势 & 过 程 的 唯一 性 准则 ,不 中 断 有 势 信 过 程 的 存在 
准则 和 和 唯一 性 准则 都 还 没有 完成 ， 

在 本 章 中 ,我 们 虽然 给 出 了 全 稳定 情形 可 逆 8 过 程 的 基本 理 
论 , 但 是 ,可 道 台 过 程 的 唯一 性 问题 还 设 有 解决 ,这 个 问题 有 重要 
的 实际 意义 ,因而 值得 认真 地 研究 . 

当 8 含有 瞬时 态 时 , 所 知 结果 其 少 ,L.C. G. Rogers and PD. 
Williams[1]] 在 保守 时 ,解决 有 势 过 程 的 存在 性 . 

i7.1 一 7.4 取材 于 侯 振 挺 , 郭 青峰 , 陈 木 法 ( 钱 敏 . 翁 振 捍 
等 [1.).§7.5 取材 于 陈 木 法 [2]. 

保守 情形 可 道 怠 过程 的 存在 性 最 先 由 候 振 插 、 吝 青峰 、 陈 木 法 
〈 鲁 敏 、 侯 振 插 等 L1]》 得 到 . 非 保守 情形 由 陈 安 呈 、. 张 汉 君 [1] 得 
到 .$7.6 取材 于 陈 安 押 、 张 汉 君 [11. $7.7 由 陈 安 征 . 张 汉 君 [2] 
得 到 ， 
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第 ~ 篇 
Q 一 矩阵 问题 
的 相关 论题 


1 妃 0+ 一 系统 的 唯一 决定 性 


$ 1 Kendall 猜想 


设 PO 二 Cpt 4iyjE 8) 为 一 个 Markov 过 程 , 根据 天 一 C 广 
程 ,PG) 可 由 所 有 C2) 在 [0.* 上 的 什 唯 一 决定 ,其 中 : 守 0 可 以 
任意 小 ,但 与 i;,; 无关 .由 此 可 知 ; 对 于 转移 矩阵 POD ,PI 由 在 i 二 0 
的 右 方 任意 局 部 的 值 可 以 决定 其 整体 ,但 当 t 变 化 时 ,PCD 的 值 在 : 
二 0 前 右 方 附近 变化 的 情况 可 以 用 其 & 一 定 阵 来 刻 划 , 因 此 人 们 
自然 希望 进一步 将 上 面 的 条 件 减 弱 而 提出 如 下 的 问题 : 一 个 
Markov 过 程 的 转移 函数 PC) 可 否 由 其 在 1 一 0 处 的 值 P(07 一 了 及 
其 2 一 着 阵 唯 一 拟定 ?9 一 矩阵 问题 的 研究 表明 这 个 问题 的 管 案 
是 否定 的 :原来 的 条 件 减 得 过 弦 了 .于 是 想 到 刻 找 出 一 个 比 上 述 的 
前 一 个 条 件 器 而 比 后 一 个 条 件 强 的 中 和 间 条 件 ; 使 之 能 唯一 地 决定 
过 程 P(D. 对 此 ,英国 学 者 D. G. Kendall 提出 了 如 下 的 猜想 ， 

假定 我 们 只 知道 一 个 Matkov 过 程 POD 一 (25 人 090) 满足 下 述 条 
件 :对 于 每 个 :和 j， 

pl) 一 于 {16.1.1) | 

其 中 人 二 (7) 和 了 二 (fj 人; 浊 入 1 守卫,) 为 已 知 . 

猜想 ;CpyC)) 对 一 切 上 六 0 被 唯一 岩 冠 . 

为 了 叙述 上 的 方便 ,我 们 引入 下 列 

定义 16. 1.1 “对 于 一 个 由 正 元 素 所 构成 的 纸 阵 了 一 《5) 和 
在 和 拇 个 区 间 [50,T)] 上 定义 的 沙 数 f(D) 所 构成 的 隔 数 媚 阵 子 一 
(ft) ,如果 有 一 个 Markov 过 程 (pjC2)) 存在 ,使 得 

PAD = fty, 1tE LD0,T ,ij ED, (16. 1. 2) 
则 称 <T,f) 为 一 个 0 一 系统 ,并 进而 称 (p6 40) 为 (7,f) 一 过 程 ， 
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《月 为 (Bi 的 一 个 人 一 系统 . 

利 轩 上述 定义 ,我 们 可 以 把 Kendal 猜想 改 述 为 :对 于 任 给 的 
一 个 0+ 一 系统 (7, 有 ,《T, 了 f) 一 过程 唯 一 .这 就 是 说 ,如 果 PC 和 
PC 均 为 (T, 则 一 过 程 , 即 满足 

DD = = i , {EE [OT ij EE, 


(C16. 1. 3) 
型 必 有 | 
Bilt) = Bi), teEL0; + ijEE 
(16. 1. 4) 
车 (T,f) 是 外 一 过 程 Pb 的 任 一 个 01 一 系统 , 则 显然 
Ftd tt) = Pit0 TT) = gy C16, 1, 5) 


今后 我 们 亦 称 8 为 07 一 系统 (TT, 有 7 的 密度 矩阵 ，- 
以 下 几 节 我 们 将 介绍 关于 Kendall 猜想 的 研究 中 的 几 项 有 人民 
表 性 的 工作 , 在 论证 中 常常 需要 用 到 Markov 过 程 构造 论 中 的 一 些 
结果 ,由 于 本 书 不 讨论 过 程 的 构造 , 故 关 于 这 方面 的 结果 将 直接 引 
用 文献 . 


§ 2 全 稳定 生 灭 过 程 由 07 一 系统 的 唯一 决定 性 


设 已 给 全 稳定 的 单 边 生 灭 矩 阵 
— {ao 二 ba) bo 0 
1 一 (at 十 入) D1 0 


0 dz 一 fga 二 ba) bs 


(16. 2. 1) 
{其 中 避 守 D0 关 0G 守 D8 字 D0i 这 中) 
及 全 稳定 的 双边 生 灭 矩阵 
。472 ， 


G1 一 《ai 十 5 1 bi 
to 一 《an 十 和》 ba 
a1 — (ab) bh 


(16. 2. 2) 
《其 中 心 盖 0 二 > 0,i 为 整数 ). 我 们 将 其 统称 为 生 严惩 阵 且 均 记 为 
8 二 《gutisj GE B), 在 单 过 情形 ,8 二 {0,1,2,…}) ,而 
和 二 一 Gm 二 lao 二 bo) rol = do; 
| 一 一 和 一 《十 )99 
二线 一 了 这. 
《16. 2. 3) 
在 双边 情形 ,E = {一 2, 一 1,0,1,2,*…} ,而 
0 
| art = be (ii BD); C16, 2. 4» 
gj 二 0 Ee 
生 天 8 一 算 阵 所 对 应 的 07 一 系统 及 日 一 过程 分 别称 为 生 灭 07 一 
系统 及 生 灭 8 过 程 . 
设 已 给 以 生 灭 矩阵 @ 为 帘 虐 矩阵 的 生 严 站 一 系统 (六 ,而 
Pi 及 BO) 均 为 人 ,六 一 过程 ,它们 都 是 生 灭 8 过程. 令 


g(t) =P() 一 BO), (16. 2.5) 
&; =inf (tt: gt) A 0) 
=inf (i, ptt) 2 Kitt?), 《16- 2. 6} 
则 
Pi C16, 2.7) 
又 令 


有 一 一 9 

,0) 一 了 of Br De CO Bg — Bi (Or. 
{16, 2. 8) 
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易 知 好;() 及 下 ;0 均 为 有 界 连续 通 数 . 记 
mj = inf (ts M(t) 天 (0) }. (18. 2, 9) 
则 显然 . 
1 b. C16. 2.10) 
其 中 a A 信 5 二 minCayb), 由 K.L. Chung[1]§ 17 定理 1,axskgo 或 者 
恒 等 于 0, 或 者 恒 为 正 数 , 禾 由 (6. 2.10) ,My(D) 及 说 (2) 或 者 同 
时 恒 等 于 0, 或 者 同时 局 炎 于 0. 又 若 记 
一 Way jr Mkt) = OE L000 (0.2.11) 
S= (iY jrMtt) a 0, E [0,co)}, 
则 
S =. C16. 2. 12) 
本 节 我 们 将 要 证 明 Kendall 猜想 对 于 单 边 及 双边 生 炎 过 程 的 
正确 性 . 我 们 将 对 单 边 生 屎 过程 叙 述 我 们 的 证 明 , 而 对 于 双边 情 
形 ,只 需 将 证 明 的 若干 细节 稍微 改变 ,对 此 ,我 们 将 在 证 明 的 过 程 
中 随时 指出 ， 
首先 我 们 证 明 下 面 的 基本 引 理 , 它 在 主要 定理 的 证 明 中 起 着 
十 分 重要 的 作用 . 
基本 引 理 ” 设 m =inftmi:j 马 本 ,; 则 对 所 有 的 iEyns 之 从 
证 明 当 ;ie 3 时 , 引 理 显然 成 立 , 故 内需 考察 ;入 3 的 情形 ， 
这 时 ,存在 js E 8, 使 CD 之 0G 宕 们 . 
由 杨 向 群 [!] 知 ,每 个 生 天 9 一 过 程 ( 单 边 或 双边 ) 都 有 如 下 
的 表现 ， 


BN = 十 GD DoesC2) 


十 GE 六 2 的 ) 十 HHCY CA 


+ CA Cj EE BA 0), (16.2.13) 
其 中 BC 为 最 小 8 一 过程 , 记 
KOA = {Widers 《和 一 1.2), C16.2.14) 
XU 为 行 向 量 ; 记 
=。 474。 


BO = (CON Mhess 
HO = (HO CM es, 

COCA 及 万 中 (C4) 均 为 列 向 量 ,将 (16.2.13) 改写 为 
PO 一 GOW 十 EVM ODNDOADY + GVA CaoL EBC) 


(a 一 1,2). {16. 2, 


15) 


十 OORT 十 HOO CRT A). C16. 2, 1.6) 
由 杨 向 舒 -1j] 可 知 BCODCU 一 = 二 及 OOD 一 和 二 D0， (a 
= 1:2), 故 于 (16. 2. 16) 两 边 右 乘 以 (和 一 好， 可 得 
OA — QO) = 71+ eV aD + GN e, (16. 2.17) 
但 
02 一 了 一 | Cat, 
[a 
故 尺 理 (16. 2. 17) 得 
[em a = oD) 十 ql? CD. 
bi 
C16. 2.18) 
同样 地 ,对 于 入 分 及 其 予 解 式 多 (2 ， 有 
全 一 2 CA) + WGP CN), 
0 
(16. 2. 19) 
记 
ty 《3 
4 二 | “| C16. 2. 20) 
人 rd 
1) i) 
A 一 " (18, 2 21) 
GA FB? 
若 对 于 jE 8, 有 
ctl) Ol2} 
d=1" " | 一 (16. 2. 22) 
9 oy oi 
由 (16. 2.18) 及 Mj (0 汪 0G 六 人 D, 可 知 a2,ai? 不 全 为 0, 故 有 党 
数 二 ,使 
人 == bas, 人 一 Ea. C18. 人 23) 


则 由 《16. 2. 18) 可 得 
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| se My Cat 
= Gn) 十 A GD (CAY 
=kCafD G1? (2) + oOE? (4)) 
一 二 | ee 此 
由 Laplace 变换 的 唯一 性 定理 ,可 知 
My) 一 EM GPODJEE (16,2.247 
若 对 于 A EE ,有 


D2 
a of 


Ea 16, 2, 25) 


di 一 


Cly {2 
4 0 


则 由 (16. 2. 18》 


| 7 出 一 一 a GM A) 十 afd GD CN) ， 
J 


| eM Cdt = of GND) + oP OE CY. 


16, 2, 26) 
由 (16. 2. 26) 作为 售 GD 好 .Gin( 和 的 线性 方程 组 可 解 出 Ge (和 )、 
GD 以 之 代 人 (16. 2 18) 并 利用 Laplace 变换 的 唯一 性 定理 ,可 
知 对 任意 的 j;， 


A 


Ja = 守 M09 一 — Ms Ct). (18. 2. 27) 


4 


综合 (16. 2. 24) , (16. 2. 27) ,可 知 存在 Mo 之 0 及 和 (CD， 
使 对 于 任意 的 7 GE 下, 均 有 


M(t) = BM CD + Ma (ty. (16.2. 28) 
其 中 而 .天 为 与 上 无 关 的 常数 
令 
MM [| 
N= max{s; 7 二 csc 为 常数 ,0 过 1 二 5}. 
(16, 2.297) 
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若 育 汪 0, 则 当 # 之 计时, (16.3.27) 可 写 为 
MD = EMD), GER. (16. 2. 30) 
车 六 = 0, 则 存在 任意 小 的 4 > 0, 使 
Mi tt) 0 Mi (te) 
Mi C21) 到 (ta) 
由 于 0 之 + 之 my 时 ,sb2) = 再 CD, 故 府 。(D > 0, 因 而 对 
于 府 ,(Co, 亦 有 如 (16. 2. 30) 及 (16.2.31) 所 示 的 两 种 情形 发 生 , 即 
或 者 存在 证 汗 0, 使 0 之 t 过 仿 时 
=, GE 到， (16.2,32) 
或 者 存在 ,使 可 以 找到 任意 小 的 五 盖 0 及 产 > 0， 
有 Ch) ; (12) 
当 {16. 2. 30) 成 立时 , 必 有 
M5(D 一 本 Mo， Oct<N, (6.2.34) 


《16. 2.31) 


(16. 2. 33) 


故 有 
;= Ot<N Ap Ar;,). 
(16. 2. 35》 
这 与 (16, 2. 33) 矛盾 ,故此 时 应 有 (16. 2. 32) 成 立 , 即 我 们 同时 有 
Mi(D 一 有 


_， oe jE BO NA My, 
LM 一 bi CO, 


(16. 2. 36) 
取 0< < Gm 入 ms AN A), 则 由 Ms,(? 之 0 可 得 
kb; 一 区， (jE By. 《16. 2. 37》 
故 当 0<: < (ms 大 六 总 时 ,有 
M(t) 二 前 ;, (1)， (j € RY. (16. 2. 38) 
因而 
mm A NAN, (jE€ EY). C18. 2. 39) 
对 7 了 EE 取 下 确 界 ,得 
mA 人 C16. 2. 40) 
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当 (16. 2. 31) 成 立时 , 必 有 


A A 0 (C16. 2. 41) 
事实 上 ,车 4 二 0, 则 仿 (16.2. 24) 可 知 
- 调 。(D 二 天府 (CD， C16. 2. 42) 
因而 当 0 < :< Ca A ms) 时 ,应 有 
My C0) = Mi Ct), 《16. 2, 43} 


此 与 (16.2. 31) 耶 盾 , 由 《16. 2. 41), 可 知 对 于 攻 ,Q),(16. 2. 28) 亦 
成 立 , 即 对 性 意 的 jE ,有 
夺 (D 二 名 放 ; () 十 高 认 (六 ， 《16. 2. 44) 
对 任意 的 了 和 也, 取 所 天 ,使 
OH mm Ams Am), i= 1,.2, (I6.2.45) 
则 由 (16. 2. 28) 及 (16. 2. 44), 有 


Mitt,) 一 此 十 aM [> 
_， 四 (16. 2. 46) 
fy 全) 二 名 慑 C0) 十 天 风 (7). 
杠 减 得 . 
Gy — EM CD + Ch CO— ,1) 一 0， C16, 2.47) 
同样 有 
Chy 一 让 于 十 Cy — Bi ta) = 0. (16. 2. 48) 


视 (16. 2. 47?、 (6. 2. 48) 为 关于 (5 一 馈 ) (一 而 ) 的 线性 齐 钦 方 
程 组 , 风 由 (16. ?2.31) 成 立 ,可知 
kj; — k= 0D, 记 一 让 二 0， 
即 
k; = ky, hh = (16. 2. 49) 
从 而 对 任意 j, 有 
| 一 EM (i) 十 RM, 《ED 
| 胡 , CD == 避 曾 (GD 十 回答; (0). 
战 当 0 < t < Crm 入 ms ) 时 
Mt) = (2), C16. 2, 512 


(186, 2. 50) 
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从 而 


my 2 (ma, A my ). (16. 2. 52) 
对 j 取 下 克 界 ,县 得 
mi > Co A ma) > 0 (C18. 2. 53) 
综 上 所 述 , 引 型 得 证 , 
下 面 我 们 证 明 主要 定理 , 即 


定理 16.2.1 单 边 ( 双 边 》 生 丈 过 程 可 由 其 六 一 系统 唯一 决 


证 明 如 前 面 所 设 ， 
;二 inf{f: py 天 入 (有 之 《16. 2.54》 
若 我 们 能 证 明 
6 = inf (2) > 0, C16. 2. 55) 
则 由 一 0 方程 可 知 
Pi tt) 一 BD , [> 0， 
从 而 (7 ,7 一 过 程 唯一 . 
下 面 我 们 即将 证 明 (16, 2. 55) 确 然 成 立 
首先 , 设 i 尖 0, 则 由 (16.2. 1) 知 i 为 保守 状态 , 故 向 后 方程 成 


立 * 即 


[2 一 ge Pt Tt) 十 ir) , 
{BCE) = qa) 十 各 让 十 rb Ci). 
《16. 2. 56) 
租 减 得 
gt = gi gag + Figir yy (0). 
《16. 2, 57) 
当 0 各 tf 三 上 时 ,80 二 (0) 二 0, 邦 
gg 4 gongaut) = 0. (C16. 2. 58) 
由 于 #9i+1 均 大 于 0, 故 (6) 及 titt) 同时 为 0 或 同 不 为 0， 
因而 
BALuOol Al. C16. 2. 59) 
» 179 + 


若 > 0, 风 反复 利用 (16. 2. 59), 可 得 
上 
【1 2. 60) 
[对 于 双边 情形 ,车 i 之 0, 则 反复 利用 (15.2.59) 得 


A A oh ty 


C16. 2. 61) 
综合 C16. 2.60)、t16. 2. 61) ,得 
ti yy Ah hos A bj. 《16. 2, 62)] 
现 取 
= np C16.2,63) 
[对 于 双边 情形 , 才 
二 mA mi C16. 2.64) |] 
则 当 z 之 m 时 ,对 任意 i EE 
Mt) = FW), (二 0,1). (16, 2, 65) 
[对 于 双边 情形 ,有 
Mt) = ,tt), = 1,0,1). (16. 2.66)] 
由 《6. 2. 8) 可 知 , 这 时 将 有 
gi) 一 gg Oy 十 808 十 Fort ri 
16, 2. 67) 
当 t 守 机 入 机 时 ,gj(f) 二 gig(t); 故 得 
oCt)g;1; 十 git = 0. {18.2. 83) 
但 9 及 9-b 均 大 于 4, 故 知 
全 16.2. 89) 
当 j 守 0 时 , 友 复 利用 (16. 2. 693, 可 得 
mA 
二 二 对 让 to (C16. 2. 70) 
站 荆 双 边 情形 , 当 ; < 之 0 时 ,同样 可 得 
mR AA! = mA st A tt 
一 一 一 苇 入 lo 人 - C16, 2, 71)] 


故 恒 有 
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人 一 <16. 2, 72) 
由 016. 2. 60. ) 及 (16.2,72), 邻 

6 = minGysi,i = 0,1) > 0. (C16.2.73) 

[对 双边 情形 ,由 (C16. 2.62.) 及 (16,2.72), 令 
6= minthii =— 10,13; = 0,1) > 0, (16. 2.74)] 

则 对 任意 的 i,; EE 上, 恒 有 

0. (16. 2.75) 
定理 因而 得 证 . 


$3 单 瞬时 生 灭 过 程 由 0+ 一 系统 的 唯一 决定 性 


设 E= {05]1 2) 合生 EE= EL {5} ;考虑 定义 在 饿 上 的 
眠 阵 如 一 (gy; i EE BB)-. 


-一 oo eo el es 
a 一 《en 十 加) bo 0 
总 一 0 Al 一 《al 十 站) bh | 


0 0 分 2 Cas 十 by be 


C16. 3. 1) 
其 中 0 扫 e < 二 co 后 用 0 后 二 co0 瑟 二 cp 和 寿 天 显然 ,在 
吾 上 的 限制 加 一 (加 生生 百 ) 是 一 个 生 无 如一 挺 阵 . 记 = 为 人 的 
边界 点 ( 杨 向 群 L1D. 由 唐 令 琪 [1] 知 , 形 如 (16. 3. 1) 的 矩阵 名 为 
某 个 标准 马 氏 过 程 的 密度 第 阵 的 充 要 茶 件 是 下 列 两 条 件 之 一 成 
Lt 


(a) 2 三 >,' 且 ?正则 ， 
(C2) > 一 > 且 24e(z 一 3) 反 co,z 正 则 或 流出 ， 这 里 人 za) 


为 0s 的 自然 尺度 ( 杨 向 登 [1]) 只 
以 后 ,我们 称 满足 条 件 (e)y 或 (0) 的 矩阵 (16. 3. 1) 为 单 瞬 时 生 
。481 。 


淡 和 矩阵 , 称 马 氏 过 程 (pi (8)) 为 单 瞬时 生 灭 过 程 , 如 果 它 的 8 一 姑 
阵 为 单 瞬时 生 灭 把 阵 . 我 们 恒 以 作为 瞬时 态 , 即 4% == ce， 
本 节 将 证 明 , 对 于 任意 的 单 眠 时 生 天 0 一 系统 ,Kendall 猜想 
上 成立 . 
设 (pCOD 守 0 了 EB (这 0,jE€ 及 ) 为 两 个 (7， 
7) 一 过 程 , (7T,f) 是 给 定 的 单 瞬时 生 天 0 一 系统 . 记 
£6 CO inf {ts pett) — Pot A OF ij€E EE. (C16.3.2) 


则 
Ts; > 0, 这 及. (16. 3. 3) 
记 Cpo《D) 与 (5,(2)) 的 拉 氏 变换 分 别 为 C8,《20) 和 (CC 和 9), 则 
由 唐 令 琪 [1 ] 知 
BtA) = Pita 十 GCA AN CA, tn) EEE: 
2 二 py 二 (DBD, ij EB; 
Pa CA) = BAYS CA), i E: 
Bld) = BE i€ BE; 
BCA) 一 het AINCA), 7E 3 
By 一 DN), jEE, 


(16. 3. 47 
其 中 (pi (0)) 为 最 小 Qs 过 程 (B99" 0) 1i,7 6E 8) 的 拉 氏 变换 ,而 
ED =1— A gp, 人 加 《16. 3. 5) 


jE 


WHA) 一 Pep +ar a jEE (0.3.6) 


iEB . 
WH = Septhd) + RA jEER (6,47) 
1 加 
此 处 4 沪 0,8 这 0 为 常数 ,4 一 C60) 为 Qr 的 标准 测度 ,XC7) 一 
(Xi 汐 方 程 
CA Oo— Wat = 0, > 0, 
Ul 
的 最 大 解 . 由 于 Ws 为 正则 或 流出 生 灭 矩阵 , 故 下 (加 关 0, 从 而 最 小 
Qs 过 程 (由 "007 中断 
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(16. 3. 8) 


引 理 16. 3. 1 对 每 个 1€ 8, 令 


ht) =1C— Pp" 一 «| Cs)ds, 16.3, 9) 


和 
则 站 人 在 50， 十 ee) 上 或 恒 大 于 0 或 恒 等 于 0. 
证 明 令 
让 = pH" 0), tj EE 
bistt) = 1 之 本 《上 ， iE EB 18. 3 10) 
Bs 1, 
bl) = 0, jE E. 
则 (CBC 和 43j 在 羽 并 这 人 0 为 轧 上 的 一 个 标准 马 氏 过 程 ,其 帘 度 算 
阵 人 二 (ur E 马 ) 满足 
Gs = 0， jE bE, 


pi 一 fs Gs 一 一 {a 5}, gat1 = 1 EE. 
由 杨 何 群 L1] 
1 一 Dat) 
和 = lim Dm 
cto t i 上 
一 lima(i — 42) 9%)) 《16.3. 11) 
~ EE 
他 如 1 一 03 
ae， 如 < 0 


由 此 知 ; 对 i 万 旦 
hk) =1 一 Sm" 一 ao| sr0 (syds 


iEF 


* ~ 
=— Pb, 《村 一 | ,和 (5s) ynds 


一 部 ‘ty -| >. PCs I quwen "dg. 
0 
由 .LL. Chung[1] 11. 定理 17.1 知 有 (或 恒 大 于 0 或 恒 等 于 0. 
引 理 16.3.2 i 之 by， (iE By). 《16. 3. 12) 
证 明 ”由 (C16. 3.4) 得 
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2 一 《和 (元 一 DY pCa)), 


了 吃 下 


工 入 (一 加 (到 


即 
| oe*| pacsyasat =| | pult ~— Syl 一 Spa(s))dsdt 
j 全 下 
| Pa Cs)ds -| Patt — #1 一 7 29" (8) yds. 
jEE 
C16. 3. 13) 
同形 
| Ps (8)ds -|. Eat — sl 一 D> po Cs) Yds. 
jEB 
C16. 3. 14) 
加 tt 这 媚 ; 则 由 (6. 3. 13)、(16. 3. 14》 知 
| mceas =| EE Ca)ds. 
让 
上 式 对 任意 + E [0 名] 成 立 , 故 
Pelt) — Br (ts iE 0, ]. 
由 如 定义 得 
ls D> te. 
引 理 证 上 毕 . 
引 理 16.3.3 已 六 如， 七. 《16. 3. 15) 
证 明 ”由 (16, 3. 4) (16. 3,. 6? 得 
2 和 


1 — 
= pW De 


i 龙王 


十 pC) Tp 
C16. 3. 于 全 > 
由 杨 向 群 CL1] 定理 1. 10.5 
x Dr) — Tp Ca. 
自 于 X() 关 0 a < 本 使 X (2 头 0, 于 是 
一 Dp) 一 六 pusCDa > 0， 


iEE 


* 和 BB 和 


但 上 式 左边 是 1 一己 玻 人 @O 一 mm| pCs)gs 的 拉 攻 变换 , 帮 存 在 
加 ,使 
ido 一 1 一 也 下 中 一 a “p(s)0s > 0 
由 引 理 16. 3. 1， 
nD>0 YY 


又 由 (16. 3. 16) 知 
全 pC sydsqt = Toot 一 3)gts)ds 十 
中 站 心 0 


十 网 ， | pt 一 s)h;(s)ds, 


其 中 
gt) = Dem es, 
DD = 1 一 也 一 | Co)ds. . 
人 


| pds =| Lp 一 s)g;(tsyds 十 au pt 一 siifsyds， 


(16, 3. 17) 
同 理 


| Pe -| mt — syg(tsyds 十 ie| 了 他 一 sh Cts)ds. 


《16. 3. 18) 
任 取 过 minfts 必 )) 则 由 (16.3. 17)、(16.3. 18) 得 


au pt — sh,ts)ds 一 dm pet — gs)h(Cs)ds. 
特别 
ao pat 一 s)h; Cs)ds 一 ao ult 一 Ss) Cs) ds. 


由 于 Hi > 0: ps) > 0， hs (5) > 0,Y sa > 0, 放 有 
d= dt. 
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从 而 (16. 3. 18) 变 为 
| ‘BCs =| EE — &)g;ts)ds 十 本 | jn 一 a)h,Ce)ds. 

《16. 3.19) 

设 上 雪 品 , 则 酚 (s) 一 os) Yes 势 二 比较 (16.3. 17) 和 (16.3.19) 

得 

| 《syds =| Ce)ds, 
上 式 对 于 一 切 : 所 忆 成立 , 故 
Pei Ct) 一 知人， ¥ EA ls 


由 加 ; 定义 得 
碳 六 jE 
引 理 得 证 . 
引 理 16.3.4 相 守 有 ji 全 可 《16. 3. 20) 


证 明 由 (16.3,4) 得 
BA ptAa) 十 ECA py C4) 
= 9 和 C1 Oo py py ， 
了 j 丘 局 


故 
1 ， 1 ， 1 
二) 十 (本 一 2 950). 
由 道 拉 氏 变 换 得 
[ipsas 一 | Co +j|G pnd — s) p(s)ds. 


jc 显 
(16. 3. 21) 
同 理 
| 8606s =| eceoe+| a — DG — ob, 
£16. 3. 22) 
部 【有 抽风 入 人 sy 二 Bt8)， 5 和 夺 从 而 由 016. 3.217、 (16.3. 


22) 得 
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| ea 一 | B,C. 
于 式 对 Yi 守成 立 , 玻 
Pitt) = Bult}, te 
由 定义 及 引 理 16. 3.3 得 
Li isj EB. 
引 理 证 毕 ， 
由 引 理 16, 3. 2、16, 3, 3、16, 3.4, 我 们 得 到 
pt) = Bs bE Ete [Oj. 
页 由 下 一 C 方程 知 
Bd) = BD 0 EE 
由 此 得 到 
定理 16. 3. 1 任 给 一 个 单 瞬 生 灭 01 一 系统 {TT, 放 ,7 了, 让 过 
程 唯一 . 


$4 补充 与 注 记 


候 振 挺 [2]1984 年 首先 证 明了 Kendall 猜想 对 于 全 稳定 的 单 按 
生 灭 过 程 成 立 ; 接 着 , 张 汉 需 [1j 用 不 同方 法 证 明了 这 一 猜想 对 单 
边 、 双边 生 灭 过 程 均 成 立 , 推 广 了 人 懂 据 捍 [2] 的 结果 , 肖 吕 能 对 张 
汉 君 [1] 的 方法 作 了 一 些 简化 , 即 本 章 $ 2, 肖 果 能 [2j 还 对 一 类 特 
殊 的 单 瞬时 生 灭 过 程 证 明了 Kendali 猜想 成 立 ; 沿 用 这 一 方法 , 邹 
捷 中 [1] 证 明了 对 一 般 的 单 瞬 时 生 灭 过 程 猜想 成 立 ; 邹 捷 中 [1 所 
含 肖 里 能 [2j 的 结果 作为 其 特例 , 即 本 章 3 3. 此 外 , 联 显 民 曾 经 给 
出 了 Kendall 猜想 对 Doob 过 程 成 立 的 结论 ; 刘 再 明 [2] 讨论 了 
Kendall 猜想 成 立 的 一 些 情况 . 英国 学 者 G.E.H. Reuter[1] 在 知悉 
候 振 挺 等 人 的 上 述 工作 以 后 ,对 Doob 过 程 和 一 类 所 谓 单 流出 过 程 
证 明了 Kendall 猜 息 成 立 . 
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1 区 入 问题 


3$1 典 信 问题 


徐 入 问题 是 关于 Markovy 链 的 一 个 理论 问题 ,这 个 问题 是 1937 
年 由 Elfving 提出 并 首先 如 以 研究 的 ， 

设 呈 为 有 限 集 或 是 可 列 集 , 称 矩 阵 

P= (pj € A) 

为 次 随机 算 阵 , 若 P 满足 条 件 

Ci) ai 之 0， 

ti 二; 
Ci》 Ppl, 
ie E, 

当 (Gi) 中 成 立 等 号 时 , 称 P 为 随机 短 苏 . 

任 给 Markov 转移 消 数 POD , 则 P 二 PQ) 随 之 决定 ,P 是 一 个 
次 随机 和 矩阵 ;反之 ,对 于 任 给 的 次 随机 和 矩 阵 P, 试 问 : 何 时 存在 转移 
画 数 PO ,使 P() = 2? 这 就 是 嵌入 问题 .所 以 , 简 言 之 , 读 入 问题 
就 是 由 P = P(1) 决定 PW 的 问题 :如 果 这 样 的 Go 存在 , 则 称 P 
为 一 个 离散 骨架 ,而 称 Po 是 PP 的 一 个 连续 扩充 . 

斌 究 夫 明 , 对 于 任 给 的 P, 满 是 P(1) 一 了 的 PO 未必 存 在 ;如 
果 存 在 ,也 未 必 唯 一 ,因此 ,嵌入 问题 亦 如 急 一 矩阵 问题 一 样 ,完整 
地 说 应该 包括 以 下 三 个 基本 问题 : 

1) 存在 性 问题 :在 什么 条 件 下 ,了 的 连续 扩充 存在 ? 

2) 唯一 性 问题 : 若 刀 的 连续 扩充 存在 , 则 何 时 唯一 ? 

» dB8 


3) 构造 向 题 : 当 P 的 连续 扩充 存在 时 ,如 何 构 造 P 的 全 部 连续 
扩充 ? 

易 知 ,若是 离散 肯 架 , 则 当 肯 仅 当 P 为 随机 续 阵 时 ,连续 扩 
充 PC 不 中 断 , 故 称 2 为 随机 抑 阵 时 的 嵌入 问题 为 不 中 断 情 形 的 
嵌入 问题 :车 容许 王 为 次 随机 年 阵 , 则 相 庶 地 称 为 可 中 断 情 形 , 显 
然 , 不 中 断 情 形 只 是 可 中 断 情 形 的 特例 . 屿 入 问题 提出 至 今 ,历时 
半 个 多 世纪 ,已 经 取得 了 不 少 的 研究 成 果 . 但 截止 于 目前 所 见 的 文 
献 ,只 有 两 状态 不 中 断 情形 的 嵌入 问题 才 真 正 得 到 彻底 的 解决. 然 
而 ,从 Markov 链 的 理论 来 看 ,不 中 断 性 并 非 本 质 手 的 要 求 ,自然 应 
当 考 红 可 中 断 情 形 下 的 两 状态 齐 次 Markov 链 的 嵌入 问题 . 在 本 章 
的 $2 中 我 们 将 给 出 这 全 问题 的 完整 的 解答 ,并 且 作 为 特例 ,可 以 
立即 导出 文献 中 关于 不 中 断 情 形 干 两 状态 如 人 问题 的 已 知 结果 . 

对 于 两 状态 情形 ,连续 扩充 如 果 存 在 ,由 必定 唯一 ,并 且 不 难 
直接 构造 ,所 以 说 两 状态 情形 的 代 人 问题 本 质 上 是 简单 的 . 真正 在 
实质 上 有 兴趣 的 至 少 是 三 状态 情形 的 藤 入 问题 . 此 时 , 较 之 两 状态 
情形 ,问题 已 经 大 大 地 复杂 化 了 ,因此 目前 的 文献 中 对 于 三 状态 情 
形 和 嵌入 问题 的 讨论 并 不 完备 . 

本 章 的 主要 篇 幅 用 于 不 中 断 情形 下 三 妆 态 嵌入 问题 的 讨论 . 
我 们 根据 三 阶 @ 一 抑 阵 的 特征 首次 对 三 阶 &8 一 扎 阵 及 其 所 对 应 的 
9 过 程 和 离散 骨架 进行 分 类 ,然后 逐 燃 进行 讨论 ,$3 中 我 们 给 出 
了 各 类 三 阶 转移 冰 数 的 表现 定理 ,从 而 导出 了 各 类 三 阶 离散 骨架 
的 结构 ,这 是 我 们 讨论 三 状态 嵌入 癌 题 的 基础 . 在 此 基础 上 , & 4 
彻底 解 类 了 一 类 特殊 的 过 程 即 三 阶 有 势 电 过程 的 杠 入 问题 ;$5 
及 86,$7 叉 分 所 谓 退 化 情形 及 非 退 化 情形 对 一 般 三 状态 情形 的 
嵌入 问题 进行 了 详尽 的 讨论 ,给 出 全 部 问题 ( 即 闪 在 性 问题 ,唯一 
性 问题 和 构造 问题 ) 的 完满 的 解答 ,从 而 使 不 中 断 情形 下 的 三 状 
祥 风 入 问题 最 鲜 获 得 彻底 解决 . 

谍 入 问题 无 论 在 理论 上 或 在 应 用 上 都 是 一 个 值得 研究 的 课 
题 ,但 由 于 问题 本 身 的 难度 ,目前 已 经 取得 的 研究 成 果 离 问题 的 彻 
底 解 决 相去 其 远 ， 
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$2 ”两 状态 可 中 断 齐 次 Markov 链 的 嵌 人 问题 


本 节 就 可 中 断 情 形 的 两 状态 齐 次 Markov 链 的 侯 入 问题 作 知 
底 的 讨论 并 给 出 完满 的 解答 ， 
设 E 二 11:2), 吾 上 的 名 一 惩 阵 为 


| 一 了 入 1 


4 一 | 《17. 2. 1)》 
5 一 
满足 条 件 
(i) ps 0; 
Cy ms 8 < 人 《17. 2. 2) 
这 时 , 必 有 唯一 的 全 过程 Pt) + 
11 t - 
PO) 一 | to pi (lt) C17. 2, 3) 
Pailt) paztt) 


当 且 和 仅 当 各 保守 , 即 T= p33— 1 时 ,PC 不 中 断 . 取 一 1 ,得 
Bi B12 
Pal Pzz 
Py =) , tii EE FD), 
称 2 为 一 个 二 维 离散 骨架 . 显然 P 是 一 个 次 随机 和 矩阵, 并且 P 为 随 
机 和 矩 棒 的 充 要 条 件 是 8 保守 . 由 以 上 所 述 , 一 个 二 阶 次 随机 和 矩阵 P 
是 一 个 二 维 离散 骨架 , 当 且 仅 当 存在 一 个 次 转移 矩阵 Pt， 使 王 一 
PK1)》, 由 于 P 由 PQ) 决定 ,而 在 我 们 所 考虑 的 有 限 链 的 情况 下 ， 
PO 与 8 相互 歇 一 决定 , 故 P 由 8 决定 , 即 P 的 元 素 p(i,j EE 8) 可 
通过 旬 的 元 素 9,7，8 来 表示 ,现在 我 们 来 求 出 这 些 表 达 式 ， 
任 给 一 个 站 一 矩阵 (17.2.1)，, 由 条件 (17.2.2)7. 当 ?一 2 一 0 
时 ,7 二 8 二 0, 这 时 ,所 有 的 状态 为 吸收 状态 ,因而 PQ 三 开 单 位 惩 
阵 ); 反 之 ,7 了 显然 可 代入 ,所 以 我 们 取 pp 不 同时 为 0, 并 且 不 妨 设 * 
天 
对 于 (17. 2. 1) 中 的 & 一 和 矩阵 &, 为 了 求 出 Pb 然后 得 到 离散 
骨架 P(1) ,我 们 先 求 出 PO 的 预 解 式 EC4), 记 
+ 490 * 


P=P(1) = | , C17. 2. 4) 


R{A) 一 | (17. 2.5) 


由 分 解 定理 ,我 们 有 
ROA) -| 


Tl) | 
TatA) TaotA) 


1 


1 ， 
11 7 1 oCa)l 
0 oj TD en) It 


| P11 Tl) ， 
ED BW pOECDCD | ， 
其 中 ， 
(1) 下 (2 为 9 过程,@ 为 一 阶 8 一 答 阵 
2! = [— gj. (C17. 2. 6) 


1 
丈 二 a 
C2) (加 为 关于 BCX) 的 列 协调 族 ,由 列 协 调 族 表 现 定理 
SD = BOBT AW, . 
EA) 为 9 的 流出 解 ,由 8 有 限 ; 故 鹤 流 内, 从 而 50 一 0, 故 得 


CA) 一 C17.2.7) 


四 
tA) 一 rg’ 
而 
Brun thy 
T7217h) 一 元 二 a 
由 连续 性 条 件 
lim A rs CY) 一 lim Ar tA) 5 十- 一 a. 
又 由 昌 一 条件 
lim 入 Ya 六 — 3, 
和 ee 
故 得 户 二 5s; 而 
一 一 人 17. 2,8 
CAY pyre ‘ 2 
ra 和) 二 证 Ta Ci， (17. 2.9) 
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C3) 34) 为 关于 B(W) 的 行 协调 族 , 经 过 类 似 于 (2) 中 的 推 
理 , 可 得 
(A) 一 二 7， 《17.2. 10) 
2) = (17.2. 11) 
从 而 
i TS 
Psa < Fm 十 C4 ys 4 F112). C17,2, 12) 
<4) rnt2) 有 邵 下 的 表达 式 
nA) 二 2 十 义 十 DCAY EY 
其 中 是 $02) 的 标准 映 蒙 
如 
各 一 lims (C2) 一 nn po g 一 了 
而 人 (和;&) 为 内 积 
(yh) EY = ee 


故 得 


Ta) 一 [ee 十 2 十 2 一 一 一-]-:. 《17.2. 13》 


Fn 十 1) 


再 利用 8 一 条 件 即 可 定 出 常数 c, 由 8 一 条 件 


即 
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limall 一 人 th = p, 


lim A¢1 4 2» 


c+ A+ ATT 


故 c 二 (nm 一 fs) ,代入 (16) 并 化 简 , 得 


; r 二 4 
TH) 一 下 十 CF 于 gq)% 十 Cp — ray (17. 2.14) 
故我 们 已 求 得 RC 为 
| P11 tA) ri 一 | 
r+ 
, C17. 2. 15) 
TL) 一 元 十 元- 十 FI 区 六 ( 于 《十 的 
为 求 PKD ,只 要 对 BC 进行 反 演 :由 (517.2. 147》 可 得 
十 2 
rh) 一 4 ， 
Gt E+ [gr 2 二 号 ] 
但 
〔 十 oy (po— 1) 
pq rs 了 一 一 98 了 < 0. 
枚 可 仿 
2 一 了 十 和 凡 二 一 (p89 一 73)， (这 0). 
(17. 2.168) 
2— 7 + pg 
pi (ay = “ 2 2 
| G+ 
由 十 下 Pa, 
(和 十 一 下 2 下 (十 了 2 一 本 
求 道 变换 ,得 
pit 一 er*[Cehkt 一 2 shit ] 
=e-"fchtt — 2 = = sn (17. 2. 17) 
由 (17.2. 11) 得 
T7123 于 PO 二 q 
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和 十 8 r 
一 


_ 7 
《4 十 x) 一 有 2 
求 逆 变 换 , 得 

Putt) 一 Te shit. (17. 2.18) 
同样 可 得 

palt) 一 Te-™ shit, 《17. 2.19) 


在 (17. 2.17) 中 交换 yp 与 &, 即 得 


paz (t) —e-"[chit — © 3 £ sh 对] 


~e-"“[chtt — 2 shit]. (17. 2. 20) 
故 可 得 
e {chit — 2 站 ¥ shety er SR 
Petty = ， 
Te "shat e-“(cht — < sh 和 
《17. 2.21) 
在 (17. 2. 21) 中 令 一 1, 即 得 离散 骨架 
-or Pu TT 
。 e "Coehs sh 大 Ee Ey 
EE -一 
Ee Sh e "(ehk i shkY | 
《17. 2. 22) 
当 k 二 0 时 , 易 知 有 
(ey? 二 7s 二 0， 
赦 此 时 应 有 


P= min(r,s} = 0, 


由 (17. 2. 143》 到 (17.2.15) .可知 此 时 的 疙 人 4) 为 


[| 1 7 
二 十 
BC 一 * ” 2 (17. 2. 23) 
8 
( 久 十 全 和 入 十 于 
反 演 得 
i Fi Tie | 
P(t) = | £17, 2.24) 
Ste * ee | 
eer" re 
P=| 加 1. 《17, 2.25) 
SE 如 


在 “17. 2. 22) 中 ,如 果 当 * 一 0 时 ,我 们 将 中 理解 为 1: 字 一 0/0 


一 1, 出 易 风 7. 2. 22) 已 包括 了 (17, 2. 25) ;而 当 ? 一 4 一 7 一 3 一 
0 时 ,(17.2. 22) 成 为 单位 矩阵 所以, 当 p47、s 在 (17.2.2) 的 约 
束 之 下 变化 本 ,C17, 2. 1) 给 出 全 部 二 阶 吕 一 算 阵 ,因而 (17. 2. 222 
给 出 全 部 二 维 离散 骨架 . 这 样 ,我 们 就 得 到 下 面 的 定理 
定理 17. 2. 1( 表 现 定理 ) ”二 阶 次 随机 矩阵 P 是 一 维 离散 骨 
架 的 充 要 条 件 是 :存在 常数 p.g,7,s 满足 茶 件 C17. 2. 2), 而 使 P 写 
成 (17. 2.22) 的 形状 ,其 中 
一 — (pO— ror0, I7.2.26) 


( 当 4 一 0 时 ,理解 于 一 0/0 为 1 


查 接 计算 可 得 ,离散 骨架 (17. 2, 22) 的 迹 了 和 列 达 人 1 各 为 


了 = 2e chk, A = ee ™, 《17. 2.27) 
1 人 
1 FnA4, i 
:in T+ v7 4A 01 2 20) 
2vA 


由 于 e* 六 0 而 chk 守 1, 赦 可 得 离 骨 架 的 必要 条 件 如 下 
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推论 17.2.1 老 是 二 维 离 葡 骨 架 , 则 三 的 迹 了 各 行列 式 人 

满足 条 件 
A>0, T3474. C17. 2, 29) 

此 处 的 下 宇 4 其 实 对 任意 的 次 随机 矩阵 均 成 立 . 

现在 我 们 来 刻 划 二 状态 Markov 链 的 离散 骨架 的 特征 . 

定理 17.2.2 设 已 给 二 阶 次 随机 和 矩阵 已 一 (257， 站 委 吾 ， 
其 迹 及 行列 式 分 别 记 为 了 及 4A, 则 当 裤 污 4AA 时 ,P 为 二 维 离 散 骨 
架 的 充 要 条 件 为 ; 


(i)y > 0 : (17. 2.30) 
Ciiy 
w 一 4 
In 了 二 wT? 4A 
2 
1 
ln vA 


2 maxipn 二 2p12 一 Bezs Par 十 2pz — jan}: (C17. 2.31) 

证 明 ”必要 性 ” 设 P 为 二 维 离散 骨架 . 由 表现 定理 ,P 可 写 

成 (17. 2. 22) 的 形式 ,其 中 payrs 及 2 满足 (17.2.2) 及 (17.2. 

26) ,并 且 (117.2. 27)， 017.2. 28),(17. 2. 29) 成 立 . 由 (17. 2. 29》 了 
篆 茶 件 (D. 由 (17,2.27),(17.2.28) 可 知 


_ 了 wii 一 4 
“ 一 。 chk 一 ， sh 一 一 一 一 一 全 ， 
“4 mA 2 VA 
C17. 2.32) 
TT 
所 设 下 4A, 故 ehi 一 > 1， > 0, 糙 (17.2.32) 
由 所 设 如, 破 < 2 因而 将 代 
入 到 
Pu ~e”*Cchk 一 一 一 snk), 
了 一 对 
me 一 人 Sn， 
可 解 出 


» 496 » 


__ Kp — pe) 
re 
2kp12 , 

wT?—4/4 

伍 ?之 7, 故 由 (17.2, 33) 及 (17.2, 28) 可 得 

wT 一 4 
站 了 十 YT —44 
2 


和 in w 了 本 


吾 一 六 


TT 一 


(1i7.2, 33) 
2 D1 二 2p1s — Pra. 《17.2. 34) 


同样 的 方法 可 得 
tkpgzz 一 Bi pa (17.9.85) 


V4 

因而 由 YY 宇 s 及 017,2,35)、(17. 2. 28), 亦 有 
YT 44 
m+ Y 末 一 4 

2 
] 一 


六 par 十 ?222 — pir C17. 2.36) 


in vA 
综合 (17, 2.34) ,17.2. 36), 即 得 QiD) 成 立 ， 
充分 性 ” 设 已 给 次 随机 和 窍 阵 呈 满足 (i)、( 让 ,根据 (17. 2. 28)》， 
我们 必 先 取 定 


“一 一 了 md t= nT 
由 条 件 下 计 421; 填 计 0, 此 时 到 
_ 个 w 和 二 本 才 
"一 ， 一 一 一 ， shk 一 一 一 全， 
TA A 2 V7 


再 按 C17. 2.33),(17. 2. 35) 取 定 ,9+r1s, 则 可 将 写成 (17. 2. 22) 
之 形式 ,显然 ",s 半 0, 又 由 条 件 (ii}) 可 得 p 之 ?及 9 之 5 因而 ?9 亦 
为 正 , 故 poorss 合 于 (17. 2. 2) ,直接 计算 可 知 

P49 一 2 

uO— (po 一 78) 
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， 天 一 2 2 
一 好 一 Léa 一 答 一 i 2 关上 ] 
下 2 
一 并 二 了 可 [pn pez) 十 4piapz1 ] 


下 
FAL 十 pes) — 4Cpupzs 一 przpar) | 


Ke 
4 

故 C17. 2.26) 亦 成 立 , 由 表现 定理 可 知 ,P 确 为 二 维 离散 骨架 . 

定理 17. 2.3 设 已 给 二 阶 次 区 机 窍 阵 P 二 (py GE 是 ,其 
迹 和 行列 式 分 别 记 为 了 及 J, 则 当 7T:== 441 时 ,P 为 二 维 离散 骨架 
的 充分 必要 条 件 是 : 

《0 

[ii p= pe > 0 (17. 2. 37) 

Ci min(Cpsy pa) = 0,maxtpis pa) SE— pi np 

证 明 ”必要 性 。” 设 P 为 离散 骨架 , 则 由 表现 定理 ,P 可 以 写 
成 417. 2.22) 的 形式 ,由 《17. 2. 29) 立 得 (i) 成 立 . 由 (17. 2.28) 及 
条 件 T? = 4.1, 得 


* CT? 4 = 


下 
2 v 卫 
故 天 = 0 而 们 7. 2 22) 成 为 (17. 2. 25) 的 形式 ,由 下 一 0, 故 


wi Cpq — rs) = CF 可 dy re 一 0 (7,2.38) 
但 >,s 非 负 , 故 517. 2. 38) 等 价 于 


hi 一 


二 1, 


P=, mintr,s) ~ Vy. CHIT, 2.39) 
考察 {17. 2. 25) 之 对 角 元 ,可 得 
PT 一 ms 一 e "> 0. C17. 2.40) 
需 得 (i) , 且 由 (17.2.39) 0t7.2. 407 后 | 
P= #7 np 一 一 有 各 3 《17. 2. 4173 
考察 (17.2. 25) 之 非 对 角 元 ,可 得 
了 ia 一 Tre", pz =—= Se !. (C17. 2, 42) 
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故 


7 一下， s= 2 《17, 2. 43) 
Bil Bll 


由 (17. 2. 393 得 
mintpmzs py = 0. 
由 7 委 ?.s 安 7 得 
taXK pz, Pal) < 所 一 Fi1 ln7lil， 
故 (i 过) 亦 成 立 ， 
充分 壮 。” 按 (17. 2. 41),(17.2. 42) 取 定 5,9,7,s, 它 们 显然 非 
负 , 且 由 条 件 ( 让 ) 知 r 志 8,s 委 g, 故 由 它们 可 构成 一 个 号 一 矩阵 . 
由 条 件 (iii) 又 得 minkrysy 二 0, 故 知 (17. 2. 39) 成 立 ,因而 由 (17. 
2.38) 知 丰 一 人 和, 故 对 于 此 @ 一 抑 阵 ,离散 骨架 星 5617, 2. 257 的 形式 ， 
易 知 此 时 的 离散 骨架 就 是 所 给 定 的 PP， 
由 (17. 2. 29) 可 知 ,对 于 任意 的 二 维 离散 骨架 , 必 有 下 这 44. 
所 以 定理 17.2.2 及 定理 17. 2.3 已 给 二 维 离散 骨架 的 特征 以 完整 
的 刻 划 ,并 且 由 这 两 条 定理 的 证 明 还 可 以 得 到 
定理 17.2.4 设 已 给 二 阶 次 随机 短 阵 PP 二 cp,2 ,i,j 万 电 ,其 
迹 和 行列 式 分 别 为 及 M4, 则 当 P 是 二 维 离散 骨架 时 ,P 的 连续 扩 
充 必 了 唯一; 并且 当 7? > 44 时 ,连续 扩充 的 8 一 矩阵 由 
ktpu 一 paz) ， 
ww 天 一 4 本 
aa — p11) 
VIA 
Dns 
VT 4 
2kp2) 
Ti 4/A 


Fe 


1 = 《17. 2.44) 


"二 


请 定 ; 当 知 一生 忆 :由 
p= =— ingu, 


+ 二 汪 ， 《17. 2. 45) 
D11 
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一 理 


P11 
确定 . 
最 后 我 们 指出 ,对 不 中 断 的 情形 ,8 保守 ,有 即 y = 7,4 一 sa, 这 时 
《17. 2. 22) 容易 化 为 


Pb ry te PF_r] eote 
p= iT y+ at! ] ?十 a “ ] 
og 一 4 一 
1 -一 pty 1 一 一 一 一 上 一 《十 下 
?十 dt ° ] ? 十 st < ] 
(17, 2. 46) 


对 于 任 给 的 随机 矩阵 P, 仍 以 了 和 4 记 P 的 迹 和 行列 式 , 则 P 的 特 
征 方 程 为 


人 一 TA 十 A= 0. 17. 2, 47) 
此 时 ,4 二 1 为 P 的 一 个 特征 值 , 故 由 (17. 2, 47) 得 
T=1 二 + 4. | C17, 2. 48) 
而 
T4444A=0+ A 一 4A4=U- /AY 完 0. 
《17. 2. 49) 
当 了 ?一 444 半 8 时 ,由 于 显然 有 A 过 1, 故 (17.2.31) 之 左边 为 
1— A Lo 
Umrao ! A472 
1 
In vA 
(17. 2. §0) 
而 


P11 十 2813 一 Bz =P 十 21 ~ 211) 一 Be 
| 一 2 一 (pn 十 jr) 一 2 一 了 ， 
pss 十 2p21 一 和 一 zz 十 2 一 可 za) — Pu 
一 2 一 《有 1 十 Bei 一 2 一 于， 
故 (17. 2. 31) 成 立 等 号 , 即 定 理 17. 2.2 之 条 全 kii) 自动 满足 ;而 当 
和 2 一 4 一 0 时 ,由 517.2.49), 必 有 4 一 1. 从 而 了 = 2. 故 这 时 PP 
+ OO + 


实 为 单位 矩阵 1, 因 而 可 性 入 . 综 上 述 可 得 
推论 1?. 2.% 任 给 的 二 阶 随机 和 窍 阵 忆 为 二 维 离散 骨架 的 充 
要 条 件 是 其 行列 式 本 > 0. 


$3 三 状态 不 中 断 离散 骨架 的 表现 定理 


本 节 我 们 将 建立 三 状态 不 中 汤 离散 骨架 的 表现 定理 , 它 是 解 
决 三 状态 不 中 断 齐 次 Markov 链 的 嵌入 阿 题 的 基础 


一 (a 二 8) a b 
c — (c+ d) 三 {aberd gb 2 0). 
a 下 一 《8 十 和 


C17. 3,1) 
直接 计算 可 知 ,8 的 同行 各 元 素 在 行列 式 |8| 中 的 代数 余子 式 相 
同 ,以 4 记 19| 中 第 守 行 元 素 的 代数 余子 式 , 则 
A 二 cy 十 2 十 dg， 
4 二 9 十 吸 十 了 17. 3.2) 
As = 十 Be 二 ba, 


令 
2 一 区 十 请 十 二 CE 十 9 十 并 
有 9 C17. 3. 3) 
记 《17. 3, 1) 所 对 应 的 名 过 程 为 二 C7, C0);i,j 到 .由 第 三 
章 中 的 分 解 定理 可 得 
-| | 二 col。 jl wa), (17. 3. 47 
0 by EC2), 
其 中 四 (和 二 (By( 四 yj 万 代 1,2)) 是 由 
一 《ec 十 &) a | 
0 =| h 一 人 十 站 |， 


所 决定 的 @ 过 程 ,?022 和 502) 是 关于 BC 的 行 协调 族 和 列 协调 
访 , 且 
* 501 。 


a = mi》 = (oby, 


Ci7.3.8) 
Bp = lm (%) = (cg). 
而 
rt 一 和 十 C1]-!， (17. 3. 6) 
在 2 中 我 们 已 求 出 二 阶 8 过程 的 表达 式 , 根 据 那里 的 竺 果 , 我 们 
有 
pu (A) -2 gt 2, 
Pia (AY = 了 ， 
(17. 3S, 71 
ou (7 一己 ， 
gas (A) 处 十 $+ d) 
其 中 
P=[4 十 诗 ( 十 4 十 9g 十 和 
一 [六 Ce 二 4 十 9 十 人 D! 一 4] C17. 3. 8) 
由 名 有 限 及 协调 族 表现 定理 ， 
DY = CE 人) = Cn)BC), CJ]7.3,9) 
因 市 由 C17. 3. 63 可 求 得 
四 十 (十 < 十 9 十 4 十 和 
Pi) 一 Fm By .C17.3.10} 
由 此 又 可 求 得 
ou 十 4 
Tz) ri CA LAY 一 ETE 了 2 干 用 《17。 区 11} 
, 。 Bb) 十 43 
TAY 1 一 Hr oa FY 《17. 3.12) 


C17.3. 10) ,C17, 3,11),(17.3.12) 组 或 束 的 第 一 行 , 然 后 由 轮换 


性 可 得 


* HO02* 


CA 十 4) 


ra A oA TT 
p24) 一人 十 (十 5 十 9 十 和 4 十 四 
和 A 证 十 20 十》 ， 
8 十 As 
?zz 和) 一 TA C17. 3.13) 
44 十 44] 
"TA TT 
CA) 一 证 4s 
TA TA 
» 让 十 (十 请 十 ee 二 人 DAT 
Ta) 二 一 一 一 一 一 


允 逢 十 2 十 了 
故我 们 已 求 出 总 一 予 解 式 豆 、 

对 于 任 给 的 名 一 矩阵 外 及 其 由 (17. 3. 3) 定义 的 wsPF, 若 有 失 
一 了 或 中 二 了 或 下 六 了 则 分 别称 如 为 抛物 型 或 酉 圆 型 或 双 曲 型 
的 , 亦 称 8 所 对 应 的 转移 钞 数 PO 及 高 散 角 架 P(1) 与 8 有 相同 的 
类 型 ,在 各 种 情形 下 对 ,进行 反 演 可 得 转移 函数 PO ,然后 取 + 一 
1:; 即 得 下 面 的 硅 阶 离散 峭 架 的 表现 定理 . 

定 进 17,3.1 设 三 阶 8 一 算 降 @ 如 (17.3.1) 给 定 ,41,4;,4;， 
由 (17,3.2),(17.3.3) 定义 ,并 记 训 二 |w 一 Fi, 则 其 对 应 的 @ 
过 程 的 离散 骨架 P 具 有 以 下 形式 : 


th A + A NT 一 凡 3 了 Hr 一 .Is 
r= tu 417 t— {tet ar -tdi 二 A9)F BT 7 Ar 
gr 二 Al ho 十 A2T 1 二 De C41 二 A2)T 


C17.3.14) 


其 中 的 .= 依 下 列 方式 确定 : 
当日 为 抛物 型 时 ， 
Fo=e, T= [1 — el al. 《17.3.15》 


当 间 为 三 圆 型 时 ， 


* 8503。 


= Tt 地 [1 — 2 "(cosk 十 天 sink) |]. 


天 
(17. 3. 16》 
当 8 为 双 曲 型 时 ， 
车 FF 关 0, 则 
g 一 Ee, t= 六 [1 — eCenk + shk)]. 
《17. 3.17) 
若 二 0, 则 
一 却 (1 一 e-)， t= 0， C17. 3, 18) 
设 P 的 迹 为 了 ,行列 式 为 ,直接 计算 可 得 以 下 
推论 17. 3. 1 


(i) ”在 各 种 情形 下 , 均 有 A 一 ee*”, 从 而 有 A >>0， 
ki) 当 己 为 抛物 型 或 机 圆 型 或 双 山 型 离散 骨架 时 ,分 别 有 
T=1l~ 2 =]1+2v/, 
和 一 1 一 2e co =] 2 Aco, Ci7.3.19) 
T=1l 二 2e cht 一 1] 十 2 weht. 


故 若 令 @ 一 红 二 也 , 则 对 于 三 种 类 理 的 离散 骨 哥 ,分 别 有 


2 v 
二 1; ol 大 1 |ol > 1. 《17. 3.20) 
若 三 阶 随 机 矩阵 具有 
1 一心 十 3 多 Zz 
P= T 1 tz 二 2) 2 
EE 多 1 一代 十 的 


| C17. 3,21) 
的 形式 , 则 称 P 为 退化 的 . 如 时 一 个 三 阶 离 散 骨 可 所 对 应 二 0, 则 
它 必 是 一 个 退化 的 三 阶 随 机 算 阵 , 故 在 非 退 化 情况 下 恒 有 c 天 0. 
这 时 ,17. 3. 163 中 的 sinkg 和 0 而 | cosk| 关 1. 相应 地 有 |w|. 过 1, 即 


《17. 3. 20) 中 的 三 个 关系 式 互相 排斥 ,因而 在 这 种 情形 下 ,一 个 三 
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阶 随 机 和 矩阵 不 能 同时 成 为 不 同类 型 的 高 散 骨 架 . 

对 于 双 曲 型 离散 骨架 的 讨论 ,我 们 还 需要 下 面 的 

引 理 17.3.1 对 任意 三 阶 随机 和 窍 阵 了 P, 慢 有 2 十 A 一 了 守 0 
而 对 任意 三 阶 离散 骨架 P, 上 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 :或 者 P 
二 7( 单 位 矩阵 ) ;或 者 P 为 双 曲 型 骨架 且 其 对 应 的 8 一 矩阵 满足 #4 
一 0 因而 了 一 00. 

证 明 引 理 的 前 一 部 分 万 众所周知 , 故 只 证 后 一 论断 . 设 
为 三 阶 离 散 肯 架 ,2 十 A 一 了 一 0 等 价 于 7 一 1 二 1 十 但 7 一 
1 二 1 十 4 宇 2 vA, 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 4 二 1, 故 7 = 3， 
因而 了 了 = 二 了 ;否则 J 之 1; 故 了 一 1 交 2 wx; 即 P 为 双 曲 型 的 ,再 
由 

1 十 才 一 下 一 1 一 2em chkgs 2e ch 一 1 十 es 一 1 十 二 ， 
故 上 式 全 部 成 立 等 号 ,因而 必 有 一 + 人 > 也 

称 双 曲 型 三 阶 离散 骨架 为 正则 的 ,如 果 上 和 0, 或 等 价 地 ,2 十 

一 了 半 0; 否 则 称 为 非 正则 的 . 


3$4 三 状态 有 势 9 过 程 的 离散 骨架 


本 节 我 们 在 保守 .了 非 授 化 的 情形 下 讨论 三 状态 有 势必 过 程 
药 离 散 骨 架 ,给 出 这 类 嵌入 问题 的 完整 的 解答 . 
称 数 列 (z) 为 一 个 正 分 布 , 若 澄 足 
有 0， 了 ,am 一 1 (17. 4.1) 


称 矩 阵 4= (ev) 可 配 称 ,车 存在 正 分 布 《”m) ,使 对 于 任意 i, ji, 均 
有 
Aithi 一 Aydj C1l7. 4. 2} 

这 时 , 称 Cm) 为 4 的 配 称 列 . 称 怠 过程 PP 为 有 势 8 过程, 若 存 在 
正 分 布 (m) ,使 对 于 任意 jj, 及 t 实 0, 均 有 

Pp (ft) = Tp (ty). 17. 4. 3) 
这 时 , 称 (m.) 为 PO 的 配 称 列 . 

* OS * 


熟知 ,PCD 为 有 势 吕 过 程 , 当 且 仅 当 电 可 配 称 , 此 时 PC) 的 离 
散 上 骨架 P(1) 亦 可 配 称 ,并 且 8.P0) .PC1) 有 相同 的 配 称 列 . 反之 ， 
任 给 一 个 三 阶 可 配 称 随机 矩阵 了 ,试问 ;P 为 有 势 8 过 程 的 离散 明 
架 的 充 和 村 条 件 是 作 么 ?又 当 己 成 为 有 势 吕 过程 的 离散 骨架 时 ,如 何 
由 决 定 8? 这 些 正 是 本 节 我 们 将 要 作出 回答 的 问题 . 

设 三 阶 随机 答 阵 ?可 配 称 ,其 配 称 列 为 (zyi E€ 让; 则 P 可 写 为 


3 2 
1 一 站 一 一 六 三 —b 
Tt 死 1 
| TI 
P= —a 1——a—e e 
Ta 这 2 
Tr Ta 
b —e 一 站 一 一 e| 
TY Ra 上 


《17, 4. 4} 
若 P 为 有 势 8 过 程 的 离散 骨架 , 则 存在 8 一 年 阵 8 使 P 写 成 07. 
3. 14) 的 形式 ,此 对 & 亦 可 配 称 且 其 配 称 列 与 P 相同 ,因而 


ba Ta 
Cr 十 zd 地 my 
T i 
0 = Li — (xr 二 2) 2 
和 Ta 
Ts 2 
y 去 ty 二 元 2) 
C7. 4.5) 
由 C17. 3,14),P 可 写成 
1- + 3) zz 十 da et 
F= 和 + 41F 工 … tr A OA + I 5 + BF 
二 A Er 一 4 1 一 全 Ee CA AT 
17.4.6) 
由 07. 4.6) 及 PP 可 配 称 ,可 知 
N21 一 TIda， Ts = HAss Tads 一 Ads 
C17. 4.7) 
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比较 (17, 4. 4) 与 (17. 4. 6), 易 知 


2 

Rl 六 1 

s— TL Te) (C17, 4.8) 
Ts Lr A 


ry 二 z= 二 (se 十 b 十 e Fry. 
祝 (17. 4.8) 为 关于 zz 的 线性 方程 组 , 则 可 解 出 


fa 一 mr) 【5 A TY Ce 一 MATaF Ty 
Te 


I 


《17. 4.9) 
Fr 的 值 依 各 的 不 同类 型 而 出 《17. 3.15) ~ 一 《17. 3, 18) 给 出 ,注意 到 
z,yz 的 非 负 性 ,应 有 


可 TFT 百 wT C mal’T 
站 了 = y 六 
0 og 在 oy o 


下 面 我 们 给 出 各 种 类 型 的 三 阶 有 势 8 过 程 的 离散 骨架 的 判定 准 
则 ,在 所 述 的 各 定理 中 ,P 均 表示 由 (17. 4. 4) 所 给 的 三 阶 可 配 称 随 
机 窍 阵 , 其 配 称 列 为 (x) , 仍 以 T 了 及 4 表 P 的 迹 及 行列 式 ， 
定理 17.4.1 PP 为 抛物 型 三 阶 有 热 儿 过 程 的 离散 骨架 的 充 看 
条件 是 ， 
(i A> 0; 
(i) 了 一 1 一 2 v 林 ， 
(iiy gma[l~ vA mn vA}], 
bm[l ~ YL 一 也 vw A) 
cm VAIn vA 
证 明 ”必要 性  《D,Gi) 由 3 中 推论 可 得 , 往 证 (证 )， 
当 8 为 抛物 型 时 ,由 A 二。*?*, 故 4 一 一 In vd. 
由 (17. 3. 15) 


C17,. 4, 10) 


5 一 6 一 vv 才 ， 
Ol ee (i 
=1— vA mn vA). 017. 4.11) 


* 5D07 * 


故 由 (17.4. 10) 可 得 (ii)， 

充分 性 ” 虫 人 天 A 守 0, 故 可 按 (17.4.11}) 取 定 o0 上 及 Vt, 然 
后 接 {17.4.9) 取 定 7,y;2; 由 ( 诞 ) 拓 ?ys 均 非 负 , 故 可 技 (17. 4 
5) 构成 可 配 称 怠 一 矩阵 ,对 此 8 一 答 阵 ,我 们 有 


1 Ts Ts 
1 :二 Te TT 
i 


la+bie Vr Cet ct; Db — Vw) 
[i Tn 


[3—T—20— VA mn vw A} 


-Ar 


一 一 [3 一 1 一 2v 可 一 201 一 YU 一 Invw2D) 
7 本 村 A))] 


=— ?1n vA 一 2 
放 由 《17. 3. 3) 确定 的 4 与 我 们 所 了 肥 的 # 一 致 ,又 对 于 我 们 构造 的 吕 
一 矩阵 ,容易 算出 

4 十 4 十 4 


a 1 
一 由 十 于 十 采 生 一 zt 


1 (了 
qa (元 


一 未 十 Tze 十 y2) 
= 去 [去 一 Apt) mpr) 
a Ta 2 ! 
十 le 一 TFT)Cec 一 nr) 十 to 一 zr) 一 mp | 
Ts 县 


1[il 1 1 || 到 | 
-去 [| mt 元 xe) + 1 十 元 “ 


3 Ts 
十 G1 十 膝 六 十 人 1 十 时 yo)vr |. 
但 可 直接 求 出 
人 41 一 [1 十 时 Ja 十 红 十 型 十 (1 十 于 po] 
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+ CL + Lac + Tbe) 
TT? Ty Tl 


1 — (3— 7) + (Leb 1 17.,, 
ty Ts Rl 


故 知 
1 


了 2 


1 1 
ab + 4 一 7 


代入 得 
和 刀 十 年 十 出 


一 三 [2 rrr 一 3 十 四] 


= 导 [ 4 一? v 万 +1+G 一 YA+ VAn VA) 


x (1 一 vdJ+TYdmnwvdJ+T2v4 一 驴 ] 
=-ECvV 林 -Di+CvInv 林 十 1 一 VA) 

x /An vA- 1+ vA 
=SZA— D+ 4 VA— (VA 1)] 


一 In YA = xz， 
故我 们 所 构造 的 8 为 撮 物 型 的 ,其 对 应 的 8 过 可 的 离散 骨架 由 
(17. 4. 6) 给 出 ,其 中 的 oc,+ 击 (17. 3.15) 确定 ,内 而 sz 及 rf 与 我 们 
所 取 定 的 一 致 ,验算 可 知 
Fr A= mr Pr = a. 
其 余 元 素 亦 可 用 样 的 方式 验证 , 故 (17. 4.6) 即 为 (17. 4. 4) 所 给 的 
P, 所 以 了 确 为 三 阶 抛物 型 有 势 8 过 程 的 离散 骨架 . 
推论 17.4.1 当 条 伴侣 一 (和 成 立时 ,PP 作为 三 阶 抛物 型 有 
势 9 这 程 的 离散 骨架 有 唯一 的 连续 扩充 , 且 此 连续 扩充 的 一 矩 
阵 由 (17. 4. 5) 给 出 ,其 中 
1 
vA 


fa zl— vA vAn vw, 


让 三 
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:一 -六 一 mL 一 vv 可 +w mv fi7.412) 
1 
vA 
证 明 由 定理 17. 2.2 的 证 明 立 得 . 
定理 17.4.2 设 忆 满足 条 件 2 十 才 一 了 > 盖 0 则 P 为 双 曲 型 
三 阶 有 势 8 过 程 的 离散 骨架 的 充 要 条 人 忻 是 


记 二 


[ec— xtl— vA in vA. 


(i A>0; 
(i) To—1>2w/; 
Ci》 
1 sr+ | In VA YT— D4 . 
二 Inh[ 一 -一 (一 1 十 ww 7 一 1 一 二 7 
-7 订 人 
| mv wwr 一 1 一 4 
b> i 1 + VT 7)] 
一 re | r 
2 vA 
cm In[ i = = A470) 
2 A 


证 明 ”必要 性 ,ip 由 推论 17.3.1 立 得 ,由 已 给 条 件 2 
十 才 一 了 六 0, 丈 当 中 为 双 昌 型 时 有 二 e*,T 一 1 一 2 vAchk， 
故 


__ 工 _T 一 1 
二 5 InA, ht =o, 万/ 
w (一 1 入 一 4 
hf 一 ?9 
， 2 vv 才 
k= 1 《一 1 十 wz 3 4 ， 
n> 本 K )》 A)] 


《17. 4. 13》 
出 C17. 3. 17) 


" DIO 


shk _, vw (Toe 1»—44 


天 1 * 
1 cr 一 1 十 VT 1 | 
2 2 { 2 a 


Vr 一 ] — ee-"(chk 十 天 sh 有 


1 z 十 oa vv 二 1 一 149 
2 ln[ CQ 一 FF w (一 1 一 447 
- 计 7 inf- 一- i nil 
2 w 4 


(C17. 4.14) 
故 由 017. 4. 10) 得 5iii)， 
充分 柱 ”由 4 之 0, 故 取 #= 一 In vA, 凡 T 一 1 之 2 vA， 


区 取 0 使 ch 一 2 7 二 "然后 按 (7 4. 14) 取 定 0 及 Vr, 按 (17. 


4.9)7 取 定 z,y:z* 由 (ii) 知 z,gs 均 非 负 , 故 可 按 (17.4. 5) 构成 可 配 
称 8 一 矩阵 . 对 此 8 一 矩阵 ,我们 有 


z 十 垩 下 Ta 
?十 ¥ 十 # 十 守 * 十 ma 
一 工 (3 一 了 一 3 可 
个 
sh 大 


= ed) [3 — 1— 2e*chk 201 一 e Cehk 十 二 shx))] 


下 各 
= 2 .chk 十 20chk + 天 shi 一 24， 


及 
i 王 : 
4 十 4 笃 十 机 一 机 十 于 4 十 至 4 
AT] Xl 
1 __ 1 江上 Tl 了 
一 志和 一 x mt 元 zs 十 yz) 


1 -1 。 
=[ 守 (0 一 mF rT) A 


"Sl1l»， 


十 二 (Ca 一 TeFTrIfe 一 maT) 
Ts 


十 记 一 mV 一 TaV TY ] 


一 二 [C 汪 0 十 二 ac 十 二 we) 十 Vr 
一 《Cl 十 a 十 (1 十 3 十 (十 OF]. 
但 直接 计算 可 知 
41 一 [QQ 十 于 a 十 (1 十 于 2 十 (1 十 党 0] 
十 (和 十 至 十 允 ) 
二 1 一 (3 一 2) 十 ( 昱 十 全 十 于) 


be 
=7 一 2 十 ( 畦 十 至 十 之 )， 
由 3 多 1 


故 
Er 
代入 前 面 的 式 子 ,得 
4 十 中 十 4 


一 运 [2 十 如一 了 十 FrCrr 一 3 十 7) 

= 二 [2 十 一 TT 十 (一 er"(ehk 十 到 shk)} 
X (1 一 eCehy 十 二 shh) 一 2 十 2e*chz)] 

一 六 [2 十 要 一 了 十 人 1 一 eehkt 一 羡 e shh) 


X(【 一 1 十 eeht 一 了 esht)] 


2 
= 二 [3 十 才 一 了 十 到 2 gh ol1 2e "chkh—e eh’k]| 


* 512。 


一 二 [4 十 os sh2 一 ea sh 入 一 e-*] 
一 -可 (等 eo- shik — e Yehik)e™ 
一 过 一 大 
故我 们 构造 的 9 一 矩阵 为 双 曲 型 的 ,并 且 我 们 所 取 的 x,& 与 这个 
一 第 阵 按 (17,3.3) 及 刀 一 大 二 思 十 电 十 机 ,这 0 所 定义 的 42， 
一 致 .又 由 2 十 本 一 了 六 0, 易 知 u 关 因而 和 十 和 十 丸 守 0， 
故 对 此 8 一 矩阵 ,s 及 Vt 应 按 (17.3.17) 定义 ,并 且 与 我 们 所 取 的 
0 及 Vr 一致 ,直接 计算 得 
zz 十 dr 一 [aa 一 rr 十 FT 一 
同样 可 验证 其 余 元 素 , 故 知 (17. 4.6) 即 由 517.4. 他所 给 的 ,因而 
已 确 为 双 漂 型 三 阶 有 势 &@ 过 程 的 离散 骨 织 . 
由 定理 17. 4.2 的 证 明 可 得 如 下 的 
推论 17. 4. 2 设 对 于 满足 条 件 2 十 本 一 了 六 0 的 三 阶 可 配 
称 随机 和 窍 阵 PP, Gi) 一 (让) 成立; 则 了 作为 双 曲 型 三 阶 有 热 8 过 程 的 
离散 骨架 有 唯一 的 连续 扩充 , 且 此 连续 扩充 的 8 一 窍 阵 由 {7.4. 
5) 给 出 ,其 中 的 z,gz 由 (17.4.9) 及 (17.4.14) 确定 . 
定理 17.4.3 车 P 满 足 2 十 人 A 一 个 一 0, 则 PP 为 双 曲 型 有 势 
包 过 程 的 离散 上 明 架 的 充 要 条 件 是 4 半 0, 此 时 P 作 为 这 种 类 型 的 离 
散 骨 架 必 有 唯一 的 连续 扩充 ,其 连续 扩充 的 一 窍 阵 由 (17. 4.5) 
给 出 ,其 中 


atn co bln “ln 
可 二 了 ¥ Ai1' 去 一 
{17. 4.15) 


工 二 


证 明 必要 性 明显 , 往 证 充分 性 . 
由 六 0, 取 = 一 In YAy 由 2 十 一 T=0, 关 A=1， 
则 工 == 3 而 P 了 二 7, 但 我 人 已 约定 P 非 退化 , 克 有 A 过 1. 再 取 


1 par _ (441) 
r= e *) 一 nA 


邻 z 组 (17.4.15) 所 示 , 则 rz、y,z 均 非 久 , 因 而 可 按 (17.4.5) 构 
* 513. 


成 鼠 一 惩 阵 .对 此 吕 一 和 抑 阵 ,我 们 有 


z 十 9 十 z 十 于 e 十 衬 z 十 于 
一 一 (c 十 十 十 如 4 十 ee + .a 
-了 乞 @ 一 7 
-ia 一 由 = 一 mm4 = 2 
故 C17. 3. 3 所 定义 的 & 与 我 们 所 取 的 4 一 致 ,又 可 算得 


本 十 二 十 页 一 要 一 3 (Dzy + xz 十 yz) 


A A Ts 


但 我 们 曾经 求 出 
LA=7 了 一 2 十 ( 虹 寺 坚 二 证). 

故 由 2 十 A 一 TT 二 60 可知 4 十 4 十 4s 二 0. 因而 我 们 所 构造 的 
@ 一 矩阵 为 双 曲 型 且 其 .7 由 (17. 3. 18) 确定 , 故 与 我 们 所 取 的 “ 
Ta ob, 20= 人 et. 

故 由 (17. 4. 8) 按 (17. 3, 1 名 而 得 到 的 离 葡 骨架 与 P 一 至 , 即 了 确 为 

三 阶 双 曲 型 有 势 名 过 程 的 离散 骨架 . 

完全 类 似 地 ,我 们 可 以 得 到 P 成 为 三 阶 椭圆 型 有 势 8 过 程 的 
离散 骨架 的 判定 准则 , 即 如 下 的 

定理 17.4.4 成 为 三 阶 椭圆 型 有 势 & 过 程 的 离散 骨架 的 充 
要 条 性 是 

(Dy A>0; 

(ii Tl<2 YA; 


(证 》 存在 ;使 cosk 一 > 7 


:并 且 


* 5t4 * 


E vn vA ; 
Ft Amatl VA cosk 十 sin£) ] > 0， 
YAmvA, 

证 一 1 一 k = 
Ait VA te st] 
Hi "0 一 YA cosk 十 YAm Y4 sint] sn0 

C17. 4.167> 


同时 成 立 , 当 条 件 G ~ fiiiy 成 立时 ,对 每 个 适合 于 《17, 4. 16) 的 
PP 作为 三 阶 捅 圆 型 有 势 9 过 程 的 离散 骨架, 其 连续 扩充 的 8 一 算 
阵 由 (17. 4. 5) 络 出 ,其 中 的 .yx 依次 取 (17.4. 16) 左 端 的 值 . 

定理 17.4.4 所 给 的 准则 不 如 定理 17.4.1~- 定理 17. 4.3 简 洁 
明了 ,因为 其 中 含有 参数 二 但 实际 上 更 加 细致 的 讨论 完全 可 以 消 
去 参数 上 而 得 到 直接 由 PP 的 元 素来 表达 的 准则 ,详情 参见 8 7. 


35 三 状态 可 中 断 齐 次 Markov 链 的 
嵌入 问题 :退化 情形 


设 已 给 三 阶 退 化 随机 矩阵 


1 一 ?十 2 y 三 
P= Ea 1— (z+ 2) 2 。 
I ¥ 1 一 《tz 十 让 
《17. 5.1) 
直接 计算 可 得 
了 一 3 一 2kz 十 # 十 切 . (17. 5. 2) 
A 二 [1 一 (十 yy 十 7]， 
VA=I Gy C17. 5. 3) 
车 PP 为 离散 骨架 , 则 1 盖 0, 因 而 z 十 #y 十 = 天 1 又 由 
了 一 1 一 ?2 一任 十 # 十 翅 ]， 《17. 5. 4》 


故 


”DT15* 


1 一 7 了 一 1 = 1 
人 一 | 20 一 GT 一 


lol = 


C17. 5. 5) 
因而 P 不 能 为 双 曲 型 离散 骨架 ,故我 们 只 覃 考虑 PP 的 抛物 型 及 椭 
圆 型 嵌入 . 


对 于 抛物 型 嵌入 ,我 们 有 
定理 17.5.1 形 如 (17. 5.1) 的 三 阶 退 化 随机 和 矩阵 忆 成 为 抛 
物 型 离散 骨架 的 充 要 条 件 是 
0 委 工 十 十 二 < 1 《17.5.6》 


比 时 ,P 有 唯一 的 擅 物 型 连续 扩充 ,连续 扩充 的 日 一 矩阵 由 (17. 3. 
) 给 出 ,其 中 当 * 十 十 z 一 0 时 ,总 为 零 官 阵 ; 当 工 十 # 十 :天 0 
时 ， 


Fk (zx 十 # 十 2)]， 


aa 一 上 一 一 


之 广 一 
一 上 一 zy 二 InLl {x 十 十 2)]， C7.3,.7) 


Ee 


riya! (x 十 yy 十 2)]. 


证 明 ” 误 P 已 给 出 如 (17.5.1), 若 P 为 抛物 型 高 散 骨 架 , 则 
由 一] 十 2 YZ 及 J 这 0 可 知 T>1, 从 而 由 (17, 5.2),{17. 
5, 3) 可 得 (17. 5,7). 反之; 设 已 知 (17. 5,7) 成 立 ， 则 由 【17.5. 3) 
可 条 


Coy 


YAS=1— {r+y+t a. {17.5.8) 
这 时 ,对 于 所 给 的 P, 若 + 十 3 十 :二 0; 则 P 为 单位 矩阵 , 刘 然 可 幅 
入 三 个 状态 均 为 吸收 状态 的 Markov 链 ,其 连续 扩充 即 PC 二 六 对 
应 的 一 矩阵 为 零 惩 阵 . 醒 符 矩阵 恰 为 抛物 型 的 当 7z 十 十 > 六 
0 时 , 取 # 一 一 方 In 4 二 一 In[1 一 《rz 十 y 十 zj 再 按 (17.3. 15) 最 
定 及 忒 注意 此 处 的 wo 及 rt 鬼 由 了 所 决定 ), 由 $3 可 知 ,P 为 抛 
物 型 离散 骨架 , 当 旦 仅 当 存在 抛物 型 8 一 拭 阵 <17. 3. 1) ,使 P 写 成 
C17.3.14) 的 形式 ,其 中 的 o 及 t+ 由 (17.3.15) 给 出 ;但 一 2 表 示 

" 516 -= 


妃 的 迹 . 比较 (7. 5. 1) 与 (18,3.14) 可 得 
f= 十 T= v0 十 AT， 
# = AsT = ho + Asr, 
ZC—bo oT AAT = do + Asrt. 
由 于 了 一 8 "> 0, 砍 有 
好 一 并 p= 人 ee, c= y, 
由 (C17. 3.2) 知 , 此 时 
同一 FE 十 五 十 6 
4 =atg T+ 5 十 6)， 
A =B5ta +6 二 ce). 
但 由 (17. 3.3) 和 (17. 5. 10) 应 有 


《17. 5.9) 


C17. 5.10> 


《17- 5. 11》 


a 十 B 十 c 二 地 ( 十 5 十 c 十 td 十 9 十 间 一 他 


又 容易 求 得 
UT =e -| [1 el 十 #)|] 


1 _, 1 
= 一 e = v A) 
= 二 人 十 y 十 本、 
将 (17.5.11) 一 (17.5. 13) 代入 (17. 5.9), 即 可 解 得 
yu 
Fy 二 2 
2. 总 要 
"yi 
oo Tu 
Te 
从 而 由 (17. 5.11) 又 有 
Zu 
TT 


C17. 5.12) 


《17. 5. 13》 


(17.5,.14» 


芋 


I 

i C17.5,15) 
zu 

4 


显然 saybyc 拘 非 仙 ,wn 十 8 十 5 二 和 直 十 中 十 二 如, 施 按 C17.5. 
14) 及 (17. 5. 10) 决定 的 a,5ycsyd,g9,4 依 C17.3.1) 可 构造 抛物 型 的 
4 一 矩 阵 , 对 此 8 一 和 矩阵 ,我 们 有 


了 _ 8 1 
as0 十 由 T 一 7 十 证 中 ty 


[1 一 el 一] 


区 —t 
TFTy Fl e*) 


一 一 3 wm 一 一 一 = 二 
-zy ta (1 (ry 二 2)] = 


用 同样 的 方法 验证 其 余 各 元 素 , 可 知己 已 写成 417. 3. 14) 的 形状 . 
总 结 以 上 的 讨论 , 即 得 定理 的 证 明 ， 
形 如 (17. 5.1) 的 随机 年 阵 为 椭圆 型 骨架 的 充 要 条 件 是 它 可 
以 表 为 (17. 3. 14) 的 形式 ,因而 有 
1 一 or 十 4TF 一 gr 十 diT， 
# 一 azrx 二 A:sT = hr 二 AsT, C17. 5.16) 
2 一 上 十 dr 一 ar 十 4sf， 
其 中 的 5 及 T+ 由 (17.3.16) 给 出 ,由 C7.3.19),(]7,5,2),(17.5. 
”3) 可 知 


T—1 2[1— (zx 十 yg 十 芭 ] 


OT A 2 ty a) 
-| 当 1 一 (x 十 ¥ 十 2) 站 0; 017. 5. 17) 
一 1 当 1 一 她 十 ?十 zy<<0. 
因而 
Pn, 当 1 一 人 十 ?8 十 2 人 0， 
二 (x 为 自然 数 ) 
| 当 1 一 (十 一 2)<0. 为 
C17.5. 18) 


这 时 由 (17. 3.16) 
“518 。 


c = = 0. (17. 5. 19) 
en — er"(cost | Tsink)] (17.5.20) 
(zz 十 8 十 z)， 


讶 二 
故 由 (17.5. 16) 得 


41 一 十 好 )。 


.43 一 下 7 于 2 十 柜 )， 
由 才 三 ea 及 (17.5.3)》, 可知 
如 2 in |1 kr 十 8g 十 27， 《17. 5. 22) 
喜 (17. 5. 21) 中 的 机 4s、 可 由 了 决定 . 再 由 (17.3.2) 及 (17. 3， 
3) 得 方程 组 


(二 ty 二 间 一 下 二 机 ， 
tat tg i — by =Ad:, C17. 5, 23) 
ka 十 pke 十 人 一 ace 一生， 
6 十 六 十 ee 十 了 十 9 十 站 一 2 
此 方程 组 的 非 负 解 即 给 出 成 的 连续 扩充 的 名 一 矩阵 , 故 为 讨论 随 
机 矩阵 疡 是 否 为 三 圆 型 骨架 及 其 连续 扩充 的 个 数 . 只 需 讨论 方程 
组 (17. 5. 23) 的 非 负 解 ,通过 变换 
rf 二 gg 十 占 ， fa 一作 十 ga 一 多 十 中; 
fF 二 a， og 二 bg, 了 一 gc, 


C17.5.24) 
方程 组 <17. 5.23) 可 化 为 
xzta 二 AA 十 Ls 
Tks 一 A 二, 
Fits = ds 十 7， 
TI 十 zz 十 za 一 24. 


C17. 5. 25) 


”519 ， 


首先 我 们 假设 4 ,4.4 均 不 为 0, 这 时 有 干 面 的 

5| 理 17.5.1 设 区 域 D 及 三 元 基数 Fx,y,z) 定 沁 为 

二 2A 
Fgs) = YA 二) 十 站 (A 一 2) X 


1 | 1 1 
机 十 了 而 十 十 古寺 


x 


了 C17. 5.26) 
令 
TiAisAdsrAds) = min Flryy2), 
{rogerayED 
则 了 T 了 i411,4;,A;) 存在 且 


TOA, dz As) 


,eds A Ll 
PCT 2 十 As i110,0) 二 2 4z 十 A， ri 
1A 一 J Ll1, 
POO, 人 一 0) 一 2 VU 和 干 加， 大 十 元 挟 二 | 
一 妆 
| A oT Ll 
140， 0 可 十 本 一 4 一 2 A1 十 As， 不 十 寺 王 太 ; 
F(0,0,0) = VR -十 二 - 十 元)， 其 它 . 


(17. 5. 27) 
证 明 直接 计算 可 得 
aF 1 /tt 1 1 1 
dr 机 十 并 4 十 多 机 十 zs 机 一 ww， 
ar _1 /4 十 到 十 二 1 十 1 1 ) 
gy 2N 本 十 z 和 十 x 本 十 4 十 3 
a _1 futodtnW, 1 1 1 1 ， 
9 2 4 十 z A 
(17. 5. 28) 
aF 2 


对 于 2 中 的 点 tz, 3) 地、 中 不 可 以 有 两 个 同时 为 0, 又 若 其 


中 有 一 个 为 负 , 例 如 莹 < 0， 有 功 均 为 正 , 故 千 、 大 、 中 


* B20 « 


至 少 有 两 个 同时 为 正 . 若 点 (*,g,z) 的 坐标 中 有 两 个 为 正 , 则 rz 


中 必 有 其 一 ,例如 z, 使 > 0 且 守 > 0, 这 时 车 使 z 变 小 而 保持 y， 


# 不 变 , 且 点 人 zy,z) 不 离开 DD, 则 对 应 的 应 数值 将 变 小 , 芍 这 点 必 
不 是 P(x,y,2) 的 最 小 值 点 ,所 以 F(z ,#82) 的 最 小 值 只 能 在 坐标 轴 
上 的 点 取得 . 


当 z 一 8 一 0 时 
EE /A nl 1 1] 1 
a2 (002 一 坟 交 1 大 AA 十 2 十 二 十 二 十 27 
i A A 1 了 上 1 ) 
2 十 2s 册 4 十 2 
由 
了 PT 0,z) 四 
EE = 0， 
得 
— 由 4 
志 一 机 二 Ads 4 
当 
A 
A op 
即 
1 1 1 
证 丽 全 太 
时 ，,z 全 此 时 
minF(0;0,z) 二 C0;0, 一生 江 4 二 2 Y 而 二 页. 
Ze0 二 十 小 
(17. 5. 29) 
当 
1 1 
十 丰 之 太 
时 ,车 z 实 0 由 
dFCD,0, 2) ~ 0， 
到 = 


» S21 +» 


故 FC0,0,z) 随 = 增 加 ,因而 
minFC0,0,2) = FOOO0) = YAARL 1. 
3 机 A A 


{17.5.30) 
类 伏地 有 
minF C0,y,0) 
4 AT 1 1 
| 有 二 而 .4402 一 了 起 十 A， ri i 
， 工 1 
PC0,0.0)， 奈 十 元 之 庄 : 
C17. 5. 31) 
minF(z,0.,0) 
E+ 
fA A 1 .1.1 
Pa 十 丰 dv005 一 2vd 十 43 Eh 十 二 所 本; 
1 1 i 
FD, 0.0), 二 rr 
C17, 8. 32) 


1 1 1 1 1 1 1 1 ] 


不 同时 成 立 , 故 综合 (17. 5. 29) 一 (17. 5. 32) 即 得 517. 5.27) 
引 理 17. 5.2 ” 若 方 程 组 517. 5. 23) 有 非 负 解 , 则 (17. 5. 25) 


作为 Tl ys Tyr 的 方程 组 有 满足 条 性 
PI SE Aids， ?Ads gr EL AsAs. (17. 5. 33) 


ET3Y3 2> MAXCPE 十 ray Pr! Tra grs 小 rx} C17. 5. 34) 
的 非 负 解 ,这 时 ,对 于 按 (17. D, 27) 定 闵 的 DFlriy,2) 及 TCA A， 
A:), 有 


了 (dd As) SE 2 Cl7. 8, 35) 
证 明 当 (17.5.23) 有 非 负 解 时 ,由 517. 5. 23) 的 非 负 解 经 
变换 (17. 5.24) 可 得 (17. 5. 25) 之 非 负 解 . 对 于 这 样 的 非 负 解 ,由 
《17, 3, 2)》 可知 
由 de 一 (十 时 十 昭 )fag 十 号 十 台 ) 
。 522 。 


之 dg "于 一 禾 : 臣 一 2， 
故 (17. 5,33) 成 立 . 由 (17,. 5. 25) 的 前 三 式 可 得 
Yd 十 (和 二 gy: 十 7) 
4 十 了 : 


_Y(4, 十 ?ds 十 84 十 7 
4 十 总 
二 十 (和 十 
A 十 # 
由 此 及 (17, 5,33) 可 验证 517. 5. 34) 成 立 , 再 由 (17,. 5, 25) 之 第 四 
式 , 知 


出 1 一 


C17. 5.36) 


Xi1 二 za 人 x FR?) 一 2 
根据 Pear 的 非 负 性 及 (17, 5. 33) ,得 (17. 5. 35) 成 立 . 
引 理 17.5.3 当 44d; 关 时 ,方程 组 (17.5.23) 的 非 负 解 
存在 的 充 要 条 件 是 
TA sds, Ads) SL 2 {17. 5, 37) 
并 且 当 了 C4 ,42 ,4s) < 之 24 时 , C17. 5.23) 有 无 穷 多 组 非 锡 解 ; 
当 了 C4 ,A243) 一 24 时, (17. 5.23) 恰 有 两 组 非 负 解 . 
证 明 条件 (17,5.37) 的 必要 性 见 引 理 2， 
当 274,44544) 之 2 时 ,车 计 十 诺 三 诺 ! 记 % 一 二 和 


ds1 1 则 2 计 0 而 (0,0,2) 一 24, 由 7 的 连续 性 ， 存在 5 > 
0,, 梧 当 0 氨 yy 所 5 时 ， 将 有 FC0,y ,a0) < 24;; 令 | 


A 
2 3 1) ， 
20 


A = mintsd, 
则 当 0 二 祈 了 了 时 
#020 SL 4 ， 《go 20) < 2u. 
定义 了 (0 一 FC0, 如 ,zo0 , 则 Fi 连续 , 目 FCHD 一 下 0, 加 za < 2 
而 


Tim 了 CE 一 lim Vac 十 时 (4 十 Zot) 


fap Fo 


* 023+ 


1 1 1 
A 十 ot 


2》 一 十 ce 


故 存在 0 过 之 1; 术 Fh) 一 22, 即 FR(O, ,zoto) 一 2w, 记 
二 如， 

to 
并 取 ? 一 0, 则 易 见 (17, 5,33) 成 立 , 按 (17, 5, 36) 求 出 mn zyzs 则 
《17. 5. 34) 亦 成 立 , 肝 而 (riyzsyzy0ygyz) 即 为 (17. 5. 25) 的 一 组 非 
负 解 , 特 其 代入 [17. 5. 24) 并 取 = 0, 则 可 解 得 


到 ?= 20 的 9 


凶 PIs 一 


二 Ts {= ， 训 寺 +» 
EF Ta 
gr2 位 3 
8 一 二 是 Ty mi Cl7, 5. $8 


由 517. 5. 34) 易 知 (17. 5. 38) 中 之 epcsdzg 光 非 负 ,直接 验证 可 知 
其 为 (17. 5. 23) 的 非 负 解 ,由 于 按 和 条件 0< 一 加 丢 才 取 定 轴 显然 有 


无 穷 多 种 不 同 的 取 法 ,而 当 这 样 取 定 的 加 与 名 不 同时 ,数组 ( 色 ， 


2ot) 与 数组 (加 ,th) 必 不 相同 , 故 按 我 们 的 方法 可 以 得 到 (17. 5. 
23) 的 无 穷 多 组 非 负 解 ,其 余 情形 仿 此 ， 


| 一 A4144 
当代 ( 志 As A) 9u 了 时 .车 T 了 T0414 二 》 一 FCD0,0， : 1 - 
As} 二 24; 风 Fr 一 次 ] 轴 
3 us 则 由 FFCy,g，7》 22 故 令 P 一 4 一 0y 一 3 - 4 ， 


这 时 条 性 (17.5. 33), (17. 5, 34) 自然 成 立 . 按 (17. 5. 36) 求 出 ， 
xyza, 则 得 (t7.5.25) 之 非 负 解 C0,0,rzivzzal ,将 其 代入 (7. 5. 
24) ,可 得 (17, 5. 23) 的 两 组 非 负 解 


t= 0, c= i 站 一 一 应 二 和 一 0， 办 二 了 3 
3 I2 
及 
?了 ” 
R=0, g=x b=0 5 一 2 ie dr 
C17.5.39) 
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4 43 
42 十 少 
4A 


二 于 了 一 4a07 的 情形 仿 此 ,而 当 了 (dd4zy4i)》 一 世人 0 0,0) 时 ， 
1 六 


虽 取 ?一 9 一 7 一 0, 按 (17.5.36) 求 出 riyzz,a 代入 (17.5.24) 即 
可 得 (17. 5. 23) 的 两 组 非 负 解 
(a=4d—=g = 0 = Wk Oo zt) 
人 一 一 8 一 0 一 1 一 2 一 2 (17, 8.40) 
综 上 所 述 , 引 理 得 证 . 
现 设 4 4: ,4 中 有 为 0 者 ， 
当 轴 二 4h 二 4 一 0 时 ,(17.5.23) 有 无 穷 多 组 非 负 解 如 下 : 
ta=b=rc=d Dg = sk = 24 — 8 
eo—=dt—=rnr =h=0,b om #9 = 2 39), 
(oC—=b=~=r—g = d= so 2 8), 
Ce 9 对 下 Qa sb 2 3s), Cl?.5.41) 
(gq=b =g=A=0,c= sd = 2 — #4), 


TA ,As ,As) 汪 FE 一 Ai,0,0) 及 TOA ,As As) 一 rd, 


(0 =R= =b= 0d= eco= 2 — 8). 
(0 E24) 

当 ,4 和 ,4 中 恰 有 两 个 为 0 时 ,例如 , 设 入 二 二 0,43 关 0, 则 必 
有 #9 二 二 0, 而 (17. 5. 23) 化 为 

a 二 bec ad) = Ads， 

a 二 Th 二 20— (ce. 
这 是 甘于 4a,8 的 线性 方程 组 , 当 取 c= 二 9 时 (17. 5. 42》 有 解 的 充 要 
条 件 为 


《17. 5. 42) 


A: = id(24 CO— 4), 
此 即 至 一 3 十 由 一 0, 当 且 仅 当 姑 之 本 时 关于 < 有 解 ,并 从 而 求 
得 (17. 5. 23) 的 非 负 解 
一 上 一 ec 一 0， 
du 二 Yu — Ad, 


二 3， 


EE=Q 二 ve 


C17. 5, 43) 
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(Osu 二 v 记 一 43) 
或 取 c > 0, 则 由 (17. 5. 42) 可 解 得 


二 亡 二 0D, 

ct， ds 

， 1[a — s(24 — {s+ 1)], C17. 5, 44) 
4 二 [Cs 十 D2a Oo (st 0) CO— 4 


其 中 点 人 sy 取 值 于 区 瑾 4{; 
查 一 18 时 15 区 0 0 一 全 十 站 和 4 近 人 十 直 [2z 一 (ss 十 的 ]}， 
C17, 5, 45) 

易 知 当 且 和 仅 当 央 实 41 时 ,M4 为 无 穷 集 , 它 是 sot 平 面 上 第 一 象限 中 
由 两 平行 线 s 十 1 二 4 一 YY 如 一 4s 及 s 十 1 一 4 十 YE 一 4, 与 双 
曲线 s[24 一 (s 十 站 ] 二 4 及 坐标 轴 所 夹 的 部 分 . 

当 A 中 人 可 有 一 个 为 0 时 ,例如 Ai 一 0 ,42 As 和 天 0 刚 必 
有 e=5 一 0 和 而 (17.5. 23) 成 为 


patr 5) 一 dz， 
| 十 二 一 4， 《17.5. 467> 
十 加 十 有 十 坟 二 24 


由 此 知 < 十 5d 十 中 为 二 次 方程 
的 二 根 , 故 有 

wz 2 A: 十 As. 
比 时 可 得 (17. 5. 23) 的 非 负 解 


a = VE CT A) —s, 

五 一 3， 

di VR Te) 

1 十 4 ” C7.8.47) 
和 一 才 侍 4 一 VC), 

d= 直 


"526 。 


(0 有 gsw 十 YY 虹 一 (ds 十 省 )) 


及 
ga=y— Yi (d+ 4d) 一 s， 
ib = 8, 
二 二 侍 亏 认 一 【4 十 4)7， (17. 5. 48》 
上 一 元 持 示 人 十 2 一 【4z 十 As) 3 ， 
ec 一 了 = 0， 
(OsEd— ro (hs A)). 
综 上 述 , 可 得 


引 理 17.5.4 当 加 4sds 一 0 时 ,(17.5.23)》 有 解 的 充 要 条 件 
是 . 
由 这 机 十 志 十 辆 . 《17. 5. 49) 
这 时 (17.5. 23》 有 元 究 多 组 解 . 
定理 17.5.2 当 zxyz 一 0 时 , 形 如 (17.5.1) 的 随机 矩阵 P 必 
非 椭圆 型 离散 骨架 ， 
证 明 ”2 为 三 圆 型 骨架 的 充 要 条 件 是 方程 组 (17. 5. 23) 有 非 
负 般 .但 由 条 件 妈 = 一 0 及 (17,5. 2). 可 知 44s4 一 0. 故 由 引 理 17. 
5. 4,(17.5. 28) 有 非 负 解 的 充 要 条 件 是 
2 4 十 4 十 4 一 讶 十 本 
故 知 一 0, 因而 呈 不 可 能 为 本 圆 型 骨架 ， 
定理 17, 5.3 设 P 痊 出 如 (17. 5.1) 有 wy 0,0 ry 十 
z < 1 , 风 


GD 当 二 十 二 二 二 时 ,P 为 精 贺 型 离散 骨架 的 充 要 条 件 是 
完 a 
J TD [1 一 (十 gg 十 2)] 守 1 (17. 5.50) 


Gy 当 二 十 一 < 了 时， P 为 椭圆 型 离散 骨架 的 充 要 条 件 是 


sm [一 《二 yg 十 字 ] 守 1. (17.5.51) 
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GiD 当 二 十 村 挟 过 时 ,为 精 图 型 离散 骨 哥 的 充 要 条 件 是 


EE 2, 一 
Mr Ty) linz[ 1 wy 二 3) 守 1,， (17,5. 8582) 


Civ) 当 


均 不 成 立时 ,P 为 覃 图 型 离散 骨架 的 充 要 条 件 是 
lnz[i Oo zt y+ 2 dvr y+ 2) 


47? Czy 十 2 十 3 一 这 1 
(17.5.53) 
在 所 有 情形 下 , 当 等 号 成 立时 ， P 愉 有 两 个 横 圆 型 连续 扩充 ， 否则 ， 
将 有 无 穷 多 个 得 圆 型 连续 扩充 ， 


证 明 P 为 椭 加 玖 离散 骨架 , 当 且 仅 当 (17. 5. 23) 有 解 , 由 zy 
天 0 及 (17.5.21),; 可 知 dds4s 关 0, 根 据 引 理 17. 5.3,(517.5. 23) 
有 解 的 充 要 条 件 是 (17. 5. 37) 成 立 , 当 闻 十 方 达 广 时 ,(17.5.37) 
成 为 站 宇和 志 十 向 ,; 亦 即 


证 十 三 2 
闻 zy 下 5 Cr 十 恕 )， 


注意 (17. 5.18) 及 (17. 5. 22), 即 可 得 (17. 5. 50) ,其 余 各 式 仿 此 . 
定理 17.5.4 设 P 给 出 如 (17.5.1) 县 zz 天 0 十 3 十 了 
1; 则 
GD 当 士 十 方 之 语 时 ,P 为 椭圆 型 离散 骨架 的 充 要 条 件 是 


nl 闵 1 ,5D, Dd 
re [1 (z 十 ¥ 十 2)| 守 1 C17,.5,.54) 


Gi) 当 二 十 二 < 本 时 ,P 为 精 立 型 离散 骨架 的 充 要 条 件 是 


i 1. C17.5.55) 


re 


+ S28» 


Gi) 当主 十 地 过 二 时,P 为 椭圆 型 离散 骨架 的 充 要 条 件 是 


2 se 
Zari ty+ | 1 (17. 5. 56》 
《iv 当 


no am | 
| 一 


十 
| 
nj 


¥ 
均 不 成 立时 ,P 为 烙 回 型 离散 骨架 的 充 要 条 件 是 
In:11 一 Cz 十 ye(r 十 8 十 2) 
Tt {xy 十 32 十 82 


1] 实 1. 


(17. 5,. 577》 
在 所 有 情形 下 , 当 等 导 成 立时 ， P 恰 有 两 个 椭 困 型 连 绪 扩 充 ， 否则 
将 有 无 穷 多 个 椭圆 型 连续 扩充 ， 
证 明 ” 仿 定 理 17. 5 3. 


$ 6 ”三 状态 不 中 断 齐 次 Markov 链 的 
内 和 问题 , 非 退化 情形 


矩阵 为 


一 于 本 12 dis 
意 二 | ga — gs fa3 1!» C17.6.1) 
dal a2 a 
= 2 € EE). 
其 余 记号 保持 原来 的 意义 . 


在 后 面 的 讨论 中 ,我 们 将 用 到 以 下 的 引 理 , 先 述 之 如 次 . 
引 | 理 17. 4. 1 


* 29。 


(i 设 4 汪 0, 则 有 

a) e111 十 us (hy e :2 守 ] ud. 
当 且 仅 当 “二 0 时 等 号 成 立 ; 

Cii) ” 设 u 全 > 0, 则 有 

0) 2 chk 十 于 ht; 


(ie 区 ch 一 shk. 


当 自 私 当 4 一半 时 等 号 成立. 
证 明 ” 注 党 到 f(D 二 chk 十字 hs 是 的 严格 上 升 函 数 即 得 
(ce) ,C4) 等 价 于 
玫 一 2 2k 
加 十 到 芭 十 站 
后 者 由 周知 揭 算 术 一 几何 加 权 平 均 不 等 式 立 得 - (a) , (3) 及 引 理 的 
其 它 结论 显然 . 
下 面 的 命题 对 各 类 离散 骨架 都 适用 . 
命题 17.6.1 设 P= (pj;i,j E 到 为 三 阶 离散 骨架 ,其 对 应 
的 妃 由 (7.56.1) 给 出 ,Fr 亦 如 $17.3 所 定义 , 则 有 
2 = qubo + (Oo pt Ba) Om Vr 二 
十 er pe — Pi). (17. 8. 2) 
(oj EE Ei jE Eo li))), 
证 明 ”出 条 件 ,P 可 写成 (17.3.14) 的 形式 , 故 


Pr 一 全 3 产 十 dr， 


一 站 1 


了 Pa oud TT Yar 
Paz 一 四 Os TT os 
zi 十 Ba 十 Ba = 《C95 二 gl 十 gel 十 下 Fr 
由 此 可 得 
Pi29 一 gag 十 door 
gag 一 Catr 十 al 一 Pais 
daat 一 gz 十 pas — fz, C17. 6B. 3) 
gg tp 十 各 3 十 p22) — Vr Oo Cr nado 
" 530 。 


故 有 有 
so = Cag3t 十 12932 下 W132) 0 
= 二 ba 一 pa) + (gis 十 ad Cg120 十 2 一 pre} 
=gzL ps 十 2 十 pi 一 TFT 一 (9 十 ga 十 可 一 可 十 
十 [Ee 十 13 ) Cou 十 Bar — p12) 
= 一 ps 二 pi9-FT) 十 330Bsz 一 Pe). 
代入 (17.6.3) 即 得 
P20 一 qa [Lo? 十 (1 一 pa3 十 和 57 一 FT] 十 qaT pee 一 p12). 
同 理 可 得 (17. 6. 2) 之 其 余 各 式 ， 
定理 17.6.1 三 阶 随机 矩阵 是 抛物 型 离散 骨架 的 充 要 条 
件 是 : 
i) > 0，; 
ii) T=1+2Y4; 《17, 6. 4) 
V 林 一 4 一 总 md 
《iii) ps 之 B 


ji 


vA (1 二 工程 作 


B 是 元 素 六 在 ?中 的 代数 余子 式 . 
此 时 P 有 唯一 的 连续 扩充 ,连续 扩充 的 8 一 矩阵 由 Q7.6.1) 给 出 ， 
其 中 
go = gp — RB, Cj Ey. 


V 可 一 (十 于 四 L) 


89 二 (17. 6. 5) 
3 C1 Vy 和 
vA (1 本 mm) 
(1 一 VAY 


证 明 ”必要 性 。” 设 P 为 抛物 型 离散 骨架 ,条 件 (i),(i》 由 
$ 17, 3 中 的 推论 17. 3., 1 立 得 , 设 P 了 所 对 应 的 8 一 矩阵 由 (17. 6. 1) 
给 出 ,由 了 了 一旦 及 (17.3.15)? 可 知 
TFT 一 ye 一 [1 一 1 十 zz] f{17. 6.6Y 
在 (17. 6.2) 中 取 1 一 1 一 2 及 1 一 1 一 3 以 (017.6.6)7 代 人 并 
。531 。 


简化 ,可 得 
912[ rr 十 人 Cl 十 ar 十 (p13 一 Paa) Tt | 十 3 Tt pa 一 P12) 二 PT 
gtpaa 一 pi3) 十 gusLot + ot] + rt Cp — ps)t)] = p10. 
《17.6.7) 
这 是 关于 912,91 的 线性 方程 组 ,注意 
A={ps 一 Ba) (ms Pza) (p32 Da) (pa 一 Ps) 一 e ~, 
T=m 二 mh 二 +mi=1+? vA=1 + 20, 
容易 算出 (17. 6. 7) 的 系数 行列 式 为 D 一 0*(o 十 nT)*, 由 (17, 3.15) 
知 g 这 0,17 六 上 上 帮 D 守 0, 从 而 (17.6.7) 有 唯一 解 ,由 克 芋 姆 法 则 ， 
易 算 出 


一 Par Los 一 1)7] — rtBa 
9 Ofe + Wr)? ’ 


此 处 及 今后 BB, 恒 表 mm 在 P 中 的 代数 余子 式 ,; 以 (17.3.15) 代入 并 
简化 ,得 


一 BizCe 十 站 一 ]) 一 Bule™ —u—1) 


12 CT ey , {17.6,8) 
再 注意 
7 4 

则 有 

pa[Y 万 一 (1 十 去 mn 订 一 Bi[V 可 一 (1 一半 呈 人) 
Gd 二 v 了 3》 

一 gr 一 kB 

用 同样 的 方法 可 得 (17. 6. 5) 之 其 余 各 式 , 放 当 P 为 抛物 型 离散 上 骨 
架 时 ,连续 扩充 必定 唯一 . 

由 gtz 的 非 负 性 及 (417.6. 8) 并 应 用 引 理 17, 6, 1 可 得 

~ ee— yO—1 
Ds 之 Ti iB 

此 县 


"532。 


VA" dQ 三 
2 Bz, 
w 本 一 (1 十 三 二 in) 
同样 可 证 (iiy 之 其 余 各 式 ， 
充分 柱 ” 设 P 为 三 阶 随 机 矩阵 且 满 足 杀 件 CD 一 (Ci) ,PP 的 行 
列 式 记 为 才 , 依 人 17. 6.5) 取 定员 ,中 天 jivj EE 8) 由 条 件 Gii) ,gi; 均 
和 6. 1) 构造 8 一 法 阵 ; 对 此 8 一 给 阵 有 
1 
2 = = [VA TEmA 
~ [YA -in (3) 


‘[YZA—d 十 到 mLD](3 一 有) 


] 
0 AY 
—[/A Gn (B+ be 十 Ba)]} 


设 局 十 Bas 十 Bss 二 S, 则 P 的 特征 多 项 式 次 
TE SA A=0. 

由 于 二 1 为 的 一 个 特征 值 , 帮 1 一 个 十 5 一 A 二 0,; 因 而 
S=T++ A 一 1=2YZA+4， 


3— T=2—2Y/, {17, 6, 9) 
3A4— 8s=2A4—2*4. 
代 人 前 式 并 化 简 , 可 得 
Dg =— nd = 2. 《17.6. 10) 
i 


由 此 ,我 们 有 
du = CY) 0 = Ce a) 十 《ga 十 qz3)? 十 
1 


十 《Gal 十 qa )? 十 D12021 十 D913gs1 十 20923932 十 2F. 
将 (17. 6.5) 代入 并 注意 到 
人 A= 二 Bi 十 Bu 十 Bal = B'» 十 Baz 十 Baz = Bia 十 Bzs 十 Bss 
= 53. 


及 
1 一 R11 十 P12 十 D3 一 Pal 十 Ban 十 pa 一 pit 十 Paz 十 Las 
然后 集 项 ,可 得 
4 =—3(g 了 2t 9 有 [pn 十 pa 十 faa)g 
一 {Bl 十 五 zz 十 Ba)h | 十 Lg 十 BR: 十 Bs 
十 2(0plzpsl 十 Prapa 十 bz3ps2 ) ]9? . 
+ [Bi 十 Bl: Bs 2(BiaBn 十 BisBa + BraBss) A 
— 2tpuBy 十 psBas 十 pasBss 十 paiBs 十 psBiz 十 PiaBs 
十 paBsi 十 po 有 sa 十 p12Baa} gk 十 2F。 


此 即 
ju? 一 308 一 AR 一 208 一 人 178 — sh) 十 了 7r(P2)82 
十 ZrfC0P 有 一 2X304 久 十 2 《17.6. 11) 
(Tr(4) 表示 惩 阵 4 的 迹 ). 设 疡 的 特征 信 为 :由 严 的 特征 值 
为 邓 , 委 , 蜡 , 故 
TrfP23) 一 站 十 短 十 担 
一 《十 入 十 和 2 一 2 和 十 向 智 十 ja) 


一 了 2 一 9. 《17. 6.127 
总 
1 
1 
和 一 TFT， 
故 
Pp* = |PIP 


故 (P*)? 的 特征 值 汶 


从 而 
Tr[CP*)] 一 A 高 十 站 十 襄 ) 一 C4 各) 十 《hh)? 十 (ja 
‘1 3 
二 (CAA 十 入 1A 十 Naa -一 DA A Al 十 A 十 和) 
= — 2 AT. 《17, 6. 13) 


将 (147.6.12).(17.6. 13) 代入 (17.6.11) 并 利用 (17. 6.9) ,可 得 
+ 584 。 


dn = 201 一 VA + vA + 2 

将 (C17. 6.5) 代入 ,最 后 得 到 
422 一 202 十 2F， 
因此 焉 = 巡 , 即 我 们 构造 的 & 一 和 抑 阵 为 抛物 型 的 . 
由 定理 必要 性 部 分 的 证 明 可 知 ,我 们 所 取 的 (900i 关 j,isj EE 

E) 由 解 形 如 (17. 6. 7) 的 方程 组 得 来 ,我 们 有 又 已 验证 这 样 解 得 的 9， 
适合 刀 = 下 ,而 在 此 和 茶 件 下 , 形 如 (17.6. 7) 的 方程 组 与 (17. 6. 2) 等 
价 . 而 (17. 6. 2》 又 与 方程 组 

pi = qu0 + AjTt, Gi EE) 
等 价 , 故 我 们 已 经 将 P= (ma) 写成 (17.3.14) 的 形式 ,日 其 中 的 4 
满足 


25 一 2 

所 以 己 确 为 扫 物 型 离散 骨架 ,其 对 应 的 &@ 一 窍 阵 由 (17. 6.1) 及 
(17. 6. 5) 给 出 ， 

定理 17.6.2 任 给 三 阶 随机 矩阵 P, 满 足 2 十 可 一 工 尖 0, 则 
已 是 双 曲 型 离散 骨架 的 充 要 条 件 是 

《iD 0; 

(ii 了 人 1 十 2 vA; 

e" 一 《ehk 十 三 sh 


Ci ps 字 了 Bis (i AE jij E), 
4 一 《chg 一 Ft) 
{17,.6,14) 
1 四 一 1 
其 中 二 一 二 A， en 一 ， 
分 2 


此 时 P 有 唯一 的 连续 扩充 ,其 对 应 的 一 矩阵 由 (17. 6. 1) 给 出 ,其 
dr 


J 一 AB,, Ct 天 了 他 Ey, 
ee 一 cehk 十 三 shk 
TT sh ss 《17.6. 153 
2 二 个 一 了 了 ) 


5335 * 


er 一 Rh 一 二 sh 

和 -一 

攻 

证 明 ”必要 性 ” 设 P 为 双 曲 型 离散 骨架 , 则 存在 双 曲 型 8 一 

矩阵 9, 使 P 能 写 能 (17. 3.14) 的 形式 ,而 其 中 的 ak 及 o,f 按 (17. 

3.3) 及 (17.3.17) 定义 .由 817.3 中 的 推论 17. 3.1 立 知 0), di 
成 立 , 并 县 有 


{2 士 才 一 79) 


-~ 1 —- T=] 
让 一 7 NA, Chk = > -村 C17.6,16) 
喜 4,t 由 了 唯一 决定 ,从 而 5.Y 亦 由 了 瞧 一 决定 . 又 由 下 一 让 一 可， 


故 
Vz? 一 Fa 一 [1 一 es(ehz 十 至 shy] 


—{l— ee chk 一 Har)r， C17.6.17) 
在 (17. 6. 2) 中 取 i 二 1,j 二 2 及 i 二 1.7= 二 3, 以 (017.,3.16) 代 入 并 
化 简 , 可 得 
人 + ter ehi ot ear Cops 一 pa | 十 gszfpaz — ia) = pz, 
GT ps 一 Pia) + gL + Ce ent oar Cprs — p20] = Psa， 
(C17. 6. 18) 
这 是 关于 %ayes 的 线性 方程 组 ,计算 可 得 此 方程 组 的 系数 行列 式 
为 


p= ato wr) — (Crk) | 
以 C17.3.17) 代入 并 化 简 , 再 利用 (17.6.16), 可 得 


e hk 


DD 二 mt i CE YK2 十 4 人 了)， 


出 引 理 17. 3. 14iii) 知 感 盖 0, 故 (17.6 18)》 有 唯一 解 ,由 克 菜 婚 法 
则 , 易 算 出 


pad 十 《oa 一 ee chkyr] 一 TBol 


dls 万 


以 人 17.3.17) 代入 并 化 简 , 可 得 
- 536+ 


[e 一 一 Cehk — EF shk) Jp 一 [e — (eh 一 于 shk) ]Bz 


" 2+ A—7) 
《17. 6.19) 
此 有 即 
人 = gpPie 一 ABai, 
用 同样 的 方法 可 得 (17. 6. 15) 之 其 余 各 式 , 故 当 己 为 双 曲 型 离散 骨 
架 且 满足 条 件 2 十 媳 一 了 关 0 于 ,连续 扩充 必定 唯一 ,由 9s 的 非 
负 性 , 引 理 17. 6.1 及 引 理 17. 3. 1, 从 《17.6. 19) 可 得 
er 一 {chk 二 元 shEy 
"> er 一 (eg 一世 
同样 可 证 (省) 之 其 余 各 式 . 
充分 性 ” 设 P 为 三 阶 随 机 和 矩阵 且 满 足 条 件 Q) 一 《ii ,P 的 迹 
及 行列 式 仍 以 了 .4 记 之 , 取 


7 了 一 1 
2 vv 本 
依 (G17.6.15) 取 定 gG 尖 六 DjE 酌 , 由 条 件 (iii) 及 引 更 17. 6.1,g, 
的 非 负 , 故 可 以 按 (17. 6.1) 构成 咏 一 矩阵 , 仿 定 理 17,6. 1 的 证 册 ， 
对 此 9 一 第 阵 有 

了 9， 一 2 ， = 一 


1 
故 知 其 为 双 昌 型 ,由 定理 必要 性 部 分 的 证 明 可 知 ,我 们 所 又 的 9 
天 Ji.jiE PR) 由 解 形 如 (17.56. 187 的 方程 组 得 来 ,而 这 样 解 得 的 9， 
浆 通 全 工 三 天 一 妇 , 在 此 条 件 下 , 形 如 517. 6.18) 的 方程 组 与 方程 
组 (17. 6.2) 等 件 . 听 (17. 6. 2) 叉 与 力 程 组 

pi = yf A GA jisj EE BE), 
等 价 , 走 我 们 已 经 将 已 写成 417. 3. 14) 的 形式 ,其 中 及 上 满足 


Yn, 一 Bu 下 一 太一 下， 人 0) 


1 


E 
二 一 二 In/， hk 一 
un 5 nA c 
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故 己 确 为 双 曲 型 离散 骨架 ,其 对 应 的 &@ 由 017.8.1) 及 (17. 86. 15) 给 
出 ， 

定理 17.6.3 任 给 三 阶 随 机 窃 阵 了 ,满足 条 件 2 十 A 一 了 = 
0, 则 P 为 离散 骨架 的 充 要 条 件 是 汪汪 0, 这 时 P 必 为 双 曲 型 离散 
上 骨架 ,并 且 有 唯一 的 连续 扩充 ,连续 扩充 的 8 一 短 阵 由 人 17. 6.1) 
给 出 ,其 中 


gp Fjii€ 6. (17. 6. 20) 
而 = 由 
x 一 一 于 nd， ‘= 地 (1 一 A). (17.6.21) 
雇 定 . 
证 明 ”必要 性 显然 , 往 证 充分 性 . 
对 给 定 的 P, 按 (7. 6. 217 取 定 z 及 re 再 按 (17.6. 20) 取 定 (i 


天 帮 站 7 E 下 :显然 的 非 负 , 帮 可 按 (17.6. 1) 构成 & 一 和 矩阵. 对 此 
总 一 皇 阵 ,我 们 有 


之 % 一 一 ;Dm = 1 3 T) = 2u. 

直接 计算 P 的 行列 式 ， 可 得 
A=1— p+ 
FE 
十 pal psl 十 P21 P32 十 Pr3Pa1 十 P12Pal 十 Diz2Psz 十 

十 Plaza 十 Bizpss 十 Pispai 十 ZisBzs)， 

由 于 psy 二 3 一 T 及 2 十 人 一 了 一 0, 歼 知 
i 


4 = pap 十 Parpaz 十 Parpsl 十 
二 piapal 十 Pizpa: 十 PiaPaz 十 
十 pizp2s 十 下 ss 十 Ppss 一 0， 
因此 我 们 有 


即 所 构造 的 名 为 双 昌 型 的 ， 再 由 (7. 3, 18) 可 知 @ 恰 为 P 的 连续 扩 
= 38 。 


充 的 8 一 锚 阵 . 最 后 ,根据 引 理 17. 3.1,P 只 有 唯一 的 连续 扩充 . 
定理 17.6.4 三 阶 随 机 答 阵 P 是 椭圆 型 离 获 骨架 的 充 要 条 
性 是 


(ti) A> 0 

(i IT—1|<2v/: 

‘ii》 看 在 使 
个 一 1 

tosk 一 » 
2 v 了 
并 且 
如 | 如 息 
La (ctBk EF ) ]m 站 Lk 一 《ctgk 十 二 1B 


(FE ji EE ED. 
其 中 一 一 亏 上 人 
这 时 ,对 应 的 @ 一 矩阵 由 (17. 6. 1) 给 出 ,其 中 
qu yp; 一 ji EE FY, 


"Oo CoSE 一 元 sinky} 


9 一 一 人 ， (17. 6. 22) 


二 


2" — {cosk 十 也 Sin 无 》 
中 一 下 


(2 十 一介 
对 于 适合 条 件 的 三 阶 随 机 拓 阵 了 ,到 # 一 一 亡 In 人 I, 取 定 所 有 适合 
Gi 的, 则 可 以 由 017. 6.1) 和 (17.6.22) 给 出 全 部 的 连续 扩充 所 
对 应 的 8 一 矩阵 

证 明 ”必要 性 ” 设 P 为 椭 加 型 离散 骨架 , 则 存在 椭圆 型 8 一 
矩阵 @, 使 P 可 写成 (17.3, 14) 的 形式 ,其 中 的 zko、t 由 (17, 3. 3) 
及 (7. 3. 16) 确定 . 由 于 


Sink _, 
——e 


天 0 
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改 上 天 wrtn 为 自然 数 ). 由 推论 17. 3.1 立 得 (D ,di 成立, 并 且 
修一 1 
2 可 
故 # 由 唯一 决定 ,而 亦 可 由 了 定 出 ,信和 定理 17, 6. 1 或 定理 17. 
6.2 之 证 明 , 由 (17. 6.2) 可 得 关于 gau 的 线性 方程 组 
glo + Ce cosk + ou) (ps — Payz] 十 Garfpas 一 pa) = p20 
artpes — bay 十 To 十 {arr eosk 二 Ga 十 《js 一 faa7t] 一 Pad. 
C17.6.23) 


4 = 一 子 h 人 4， cosk 一 


此 方程 组 之 系数 行列 式 为 
D= or Tu) + (RT) = 二 二 A 一 7 > 0. 
故 <17. 6.233 有 了 唯一 解 ,直接 可 以 解 得 


Le-*— cosk 十 天 sink |piz — (e" 一 cosk 一 和 snk) |B:, 


天 
Fre 
SC + 4 一 站 
=ypr — hhBa. 
由 此 及 9 的 非 负 性 , 易 知 
ee 一 笃 
(5 一 ctgk 十 二 Jp 之 这 (Ei — tek — Ba 


同 理 可 得 (17.6. 22) 及 条 件 (ii) 中 的 其 余 各 式 . 
充分 性 ” 设 P 为 三 阶 随机 矩阵 且 满 是 条 件 (), CD,P 的 行列 
式 和 迹 为 4 和 个, 取 
1 
人 一 一 Fd 
并 且 存 在 适合 


> (二 1) 
的 E 关 wn 为 自然 数 ) 满足 条 件 (6) ,我们 按 (17.6. 22) 取 定 
eq 六 jj 四 , 易 知 册 非 负 , 依 噶 7.5.1) 构 成 一 算 阵 ,出 
仿 定 理 17.6.2 之 证 明 可 浴 验 证 为 椭圆 型 日 利 用 8 将 P 写 成 (17. 
3.14) 的 形式 时 , 恰 有 

.。 540 。 


CO 一 


21 一 Dg. 
故 己 确 为 椭 国 型 离散 骨架 , 当 按 条 件 (ii) 取 定 时 , 台 由 (17. 6. 22) 
决定 且 0 为 椭圆 型 . 故 由 所 有 适合 条 件 Gii) 的 可 以 构造 出 全 部 
对 应 的 ,从 而 按 定理 中 所 述 的 方法 构造 出 的 全 部 连续 扩充 . 


87 非 退 化 三 状态 离散 骨架 的 判定 


前 面 两 节 已 经 给 出 了 不 中 断 三 状态 齐 次 Markov 链 的 嵌入 问 
题 的 完整 的 解答 ,因而 使 这 类 肉 入 问题 彻底 解决 ,但 对 于 非 退 化 情 
形 , 棋 圆 型 离散 骨架 判定 准则 中 的 条 件 ( 下 >》 尚 不 令 人 十 分 满意 , 因 
为 其 中 的 参数 并 非 确 知 . 本 节 我 们 将 作 进 一 步 的 细致 的 讨论 ,给 
出 更 加 易于 进行 判别 的 条 件 . 为 此 我 们 需 再 引入 一 些 记号 . 

仍 以 了 及 才 记 三 阶 随机 惩 阵 己 的 迹 及 行列 式 . Bj 为 P 的 元 素 
2 在 已 中 的 代数 余子 式 , 在 刀 >0 的 条 件 下 ,我 们 令 


7 一 1 
C= : (17.7.1) 
2v /A 
oj pi 十 Ba, (jij Es C17.7.2) 
1 了 一 1 | | 人 
Bi; = At 二 一 了 AIBi]y Gjvij € BF). z 
(17.7.3) 
再 令 
={i Di EBL, Cl17.7.4) 
DQ 二 {GE Bn > 0};, C1l7.7.5) 
B= {i €E D0, = 0D}. (17,7.6) 


上 述 的 a 及 久 显然 是 易于 计算 的 ' 从 而 Rist2z 也 易于 确定 . 
引 理 17.7.1 恒 有 
fi ow 主 0; 从 而 名 二 人 BY 1: 《17.7 了 .7) 
人 和 车 名 三 9, 则 6 宇 1 C17.7.8) 
证 明 以 (it 记 吾 中 元 素 的 -个 排列 , 易 知 有 
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Bi, = pub pupes 
蕉 而 
Ti 一 pel 二 pupy 2 0. C7.7.9) 

故 G 成 立 , 进一步 , 若 mi 一 0, 则 由 (17.7.9) 可 知 

DAC pa = 0, pr A ps = C17. 7.10) 
车 ps 二 二 则 pi 二 pa 二 0; 些 时 必 有 

T= 二 py 十 加 二 1 十 Pi 十 二 他 1 (17,7.1]1) 

A 一 加 Bi 一 Pupre 


故 知 

{To 1 4A= mo p+ dpsp 2 0. 
即 < 一 1 之 44, 但 由 (17,7.11) 知 T 妆 1;, 所 以 7 一 1 宇 2 WW 人， 
(i 成立; 若 ps 之 1, 则 由 7.7. 10) 必 有 一 0, 如 果 此 时 px 二 0， 
则 将 有 ps = 1, 伪 上 所 证 可 知 Gi) 亦 成 衬 ; 若 pa 祈 0, 则 由 (7.7. 
10) 知 p= 二 ,此 时 


A= pT 1 >0. (C17. 7. 12) 
故 卫 全 1 十 2 但 了 一 下士 有 十 Bu 故 必 有 
Pe 十 pe > 1. 


再 由 
Toe 4A=T— ~ pT Co 1 + 447, 
=(T—1— 22 六 0 C17. 7;18) 

大 (T 一 1 上 7 守 44, 但 7T 主 1; 故 T 一 1 宇 2 YJ; 即 Qi) 仍 成 立 , 综 
上 述 , (ii) 得 证 . 

值得 指出 的 是 ,从 上 述 证 明 可 以 看 出 , 引 理 17.7.1 的 成立 只 
要 求 A 六 0 的 条 件 , 而 与 ?是 否 可 搬入 无 基 ; 另 外 ,由 引 理 17.7.1 
直接 可 知 : 若 二 1 , 则 | 好 一 和， 

现 将 定理 17. 6. 2 改写 成 更 易于 判别 的 形式 

定理 17.7.1 和 任 给 三 阶 效 机 矩阵 P, 若 2 十 4 一 了 关 0;, 风 产 
是 双 则 型 离散 骨 集 的 充 要 条 件 是 : 

() A>0Boe1; Cl7. 7.14) 

Cii) 

。 5d42 。 


HOD: Ry A 


28,、1 十 中 《一 In vA wo 一 1 
Cmax DC 7 7 0) 扫 Me Sy HH YY 一 总 
【17,7, 157 

当 条 忻 满足 时 ,连续 扩充 唯一 . 

注 ”条件 (17.7. 15) 虽然 表面 形式 稍 繁 ,但 却 容 易 计算 ,因而 
非常 便于 实际 判别 . 

证 明 “只 需 证 明 (17.7. 15) 与 定理 17. 6. 2 中 条 件 人 i) 的 等 
价 几 ， 

将 定理 17. 6. 2 中 的 条 件 三 ) 作 一 简单 的 异 等 变形 ,可 知 其 等 
价 于 


a T—1 
— Shaitp,; + Bi) Cp T+ Bayt TY >》 十 
天 shitp Pri 2 vA 人 


1 ， ， 
十 Bi 一 -一 (2 十 A 一 了 (i)) €E 07, 
vA 


C1i7,7.16) 
车 上， = 2 十 Bi = 0, 则 由 pi 2 0 立 知 Br ss0. 但 


1 
一 一 (十 A 一 了 之 0. 
YA 


故此 时 (17.7.16) 自动 成 立 . 故 5t17.7. 16) 成 立 , 当 且 仅 当 它 对 于 
Gi) 万 2 成立, 因而 (17.7,16) 等 价 于 


[4 [ol 一 vA) 十 


| 
vA 
但 当 G, 店 EE 人 时, 祈 0 故 (17.7.17) 又 等 价 于 


总 
pat 一 vw) 十 


Us 


十 BB, 


{2 二 AT CD EE BD). C17.7.17) 


i 汪 


了 一 1 
2 v 本 
B:,_1 人 
Bm yA + A DD] (NEB). (17.7.18) 
注意 到 cht 二 名 及 上 六 0, 易 算出 
"543 。 


shk = Vo 1, k=ntw vo — 1). 
将 其 代入 并 稍 加 整 理 , 邯 知人 (47.7.18) 与 (17.7.15) 等 价 . 
用 完全 相同 的 方法 ,可 将 定理 3,2 改写 成 为 
定理 17.7.2 三 阶 随 机 答 阵 是 扫 物 型 离散 骨架 的 充 要 条 
件 是 
iy A>>0， 和 且 “= 1; 
《iiy 
max ee Em DIVA 2v4. 
1 0 《1 一 /A 1 一 v 了 要 
为 了 使 定理 17. 6. 4 也 能 写成 和 土 面 定理 一 样 易于 判别 的 形 
式 , 我 们 还 需要 进行 一 些 讨论 ,为 此 ,有 必要 将 2 再 作 细 分 , 今 
Qa = {DN E D0 > 0,h 0)， 
Ba = {I E Qo > OB < 0}, 
Be = {DN €E O00 > 0,b; = 0). 
显然 外 = 上 BU BU 


将 定理 17.6. 4 中 的 条 件 (iiy 也 作 一 些 简单 的 恒 等 变形 , 易 知 
T—1 


它 : £0, k= 一 驯 * 鳃 巴 
它 等 价 于 ;存在 cos 2 V7 as, 使 得 
和 1 1 
人 十 Bj) EL 十 Bi。 2 /于 i 一 1 一 2 十 
二 一 二 (2 一 了 二 A] (jE 2). 
vA 
或 等 价 地 (根据 引 理 17., 7. 1) 
异 1 ， 。 
间作 i Ci) EE Hy). 《17.7. 19) 


下 面 我 们 讨论 使 (17, 7.19) 成 立 的 二 的 集合 的 性 质 ,为 此 ,再 
引入 一 些 记 导 , 令 
_ 了 一 1 
五 二 > 0 ,cosk 2 | 
KK, =— {kk€ Ksing > 0}, 


}， 
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Ks ={k.k Ee Ksink < 0}. 

由 于 我 们 限于 讨论 非 退 化 情况 , 故 sink 了 关 0, 从 而 义 == 所 Ks, 当 
然 KK, 及 Ks 亦 可 明显 表 出 如下， 
Ky heh are cos FF + onim € Ni}, C17. 7. 20) 
2 + m+ Dm € ~ 
这 里 表 非 负 整 数 集 .对 于 固定 的 (i, 站 日, 令 .。 

下 ,一 {EE:EE KK 有 是 大 司 (17.7.19》 对 固定 的 (六 成 了 并} 

下 一 {kk 世上 是 使 (17.7.19) 对 所 有 的 G4 六 成 立 }. 
显然 有 : 


££ = MK,; 一 CN K,,) 门 C (1K;) 门 CN Ks). C17, 7.22) 
此 处 约定 


Es 一 人 大 :下 一 ATe Cos 


17.7.21) 


DOE; 一 K. 
我 们 的 目标 是 要 搞 清 的 结构 ,为 此 先 讨 论 K, 的 结构 . 
引 理 17.7?.2 车 全 放生 号， 则 天 忆 天 因而 
Ky 一 Kz Co 
其 中 Cy = Ki; — KC EK 为 空 集 或 有 限 集 :进一步 :车 令 


1 
二 (一 * 4 — {To 1). 
9=(—In YA) 也 v4d 
则 cu 非 空 的 充 要 条 件 是 
ac om 当世 多 (17. 7. 23) 
这 时 
a .6 一 arceos 工 一 二 |] 
| 2v A 十 1 一 # 十 1]。 
2 J 
C17.7.24) 
([z] 表示 z 的 整数 部 分 ) 
而 Cs 可 以 明显 写 出 为 
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Ci = {are cos 工 一 工 十 2 一 ,1.2 


2 w- 
证 明 设 #E Ki;y 则 sink < 之 0, 但 GG 站 EE Bo 故 m 人 085 人 > 
0. 故人 17.7. 193 对 此 三 ;让 必 成 立 , 因 而 t+E 关 得 证 乓 : 忆 大， 和 蔡 
蕊 Oy 则 二 EE 天 ,目下 后 下 , 故 sink 汪 0, 因 而 (17.7.19) 成 立 当 娃 仅 


1 1】 ,入 
肯 usink ar; 
亦 即 
FC sin (C17. 7, 25) 
Bp 
但 cosk 一 了 一 1 sink >> 0 , 故 
日 2 
sink = YT cosk = i — (7 ~- 1)’,， 
2 A 


及 # 二 一 1n YH, 从 而 (17.7.25) 有 即 为 


h(n 《本 元 方 VA m1 


_ 
有 《17. 7. 26) 
EB 


此 式 右 边 是 有 限 数 ,而 左边 的 XE Ki 如 017. 7,20) 所 定义 , 故 满足 
条 件 (17,7, 26) 的 大 或 者 不 存在 , 或 者 存在 但 至 多 有 有 限 个 ， 由 


17.7. 20) 易 知 ,Kl 的 最 小 元 为 arc cos > 7 从而， 非 室 当 且 仅 


当 (17. 7. 23) 成 立 , 至 此 , 引 理 的 各 结论 已 易于 得 到 . 
用 相同 的 方法 可 以 证 明 
引 理 17.7.4 车 i 六 所 Bp; 则 Ki 和 下 ;因而 
Kj; = KU Cs, 
其 中 ;== fs 一 Ki1 忆 Ki 为 空 集 或 有 限 集 ,并 且 cv 非 空 的 充 要 条 
件 是 


TO—1 or 
下 十 are cos 0 {17.7.27) 
2 w A Bi 


。546 。 


这 时 ( 仍 以 [x] 表示 z 的 整数 部 分 》 


一 arccos 工 一 1 Tt 
i 一 | 的 2vA + 1 
2 
二 十 1， (17.7. 28) 
而 可 以 明显 写 出 为 
C, 一 Aarc cos 工 二 1 二 (2m 二 xm = 0,1,2," RR}, 


2v4 
引 理 17.7.4 车 (i 包罗 Ko 一 天下 一天. 
证 明 。 当 G, 广 和 Be 时 ,Bi 一 0. 故 所 有 EE 玉 使 (17.7.19) 
成 立 . 
由 引 理 17.7, 4. (17.7.22) 可 以 写 为 
R= (NK, ?A CDR). (17,7. 29) 


现在 ,下 面 的 两 条 引 理 已 属 显 然 ， 故我 们 述 而 不 证 
引 理 17.7.5 Ks AK, 因而 


MN KC;, 一 Ks U Cs 
3, 


其 中 
~ 下 ;一 下 zf k, 
为 空 集 或 有 限 集 . Cs 非 空 的 充 要 条 件 是 
ATC ROSS > 廊 < Cnin pa 《17.7.307 
这 时 ( 仍 以 [xj] 表示 = 的 整数 部 分 ) 


min 和 和 — arc cos 工 一 工 
Ca| 一 oP 2vA 
国 2 
二 + 十 1. C17,7.3]) 
而 Cs 可 以 明显 写 出 为 
， 了 一 1 
一 1arc COS 2 J 二 2mm = 0 12} 


C17. 7. 32) 
了 BHF * 


引 理 17. 7.6 
Ki NE,, 
因而 
NE = Ki U Cs. 
其 中 


ea = /EK — Ki CC Ks. 
Hy 


为 空 集 或 有 限 集 ,Cs 非 空 的 充 昌 条件 是 


了 一 A 


二 TT 玫 (min 
| a 


品 TC CDS 


)0。 (C17. 7. 33) 


a 


这 时 ( 仍 以 fx2 表示 x 的 整数 部 分 


Cmin — 9 — are cos 工 二 1 = 
es = 有 一 所 2v 才 
2 2 
二 有 十 1 C17. 7. 34) 
而 Cs 可 以 明显 写 出 为 
To—1 
Cy = {arc cos 二 (2m 二 1),m = O01 ,2 Rn). 
" 2 V7 


C17. 7.35} 
由 此 可 以 着 天 , 若 名 了 关 训 且 人 了 关 放风 居 一 CU Cn. 且 天 
为 空 集 误 有 限 集 并 能 明显 写 出 ,下 面 态 们 再 证 明 一 条 引 理 . 
引 理 17.7.7 设 Pf 是 二 阶 随 机 和 矩 阵 , A 一 1P| 计 0, 且 
让 所 9, > 0, 那 么 只 有 两 种 可 能 情况 发 生 ;: 或 者 人 3 5， 
一 几 , 或 者 届 关 人 BBs ZY, 
证 明 ”用 反 证 法 , 设 结 论 不 真 ,; 则 尚 有 两 种 情况 可 能 发 生 , 即 
或 者 中 关 包 且 包 = 万, 或 者 中 一 好 县 喇 关 闻 ， 
若 久 关 民 而 9s 一 冰 ; 则 对 所 有 的 Gj)€ 8,Bi 守 0, 且 存在 
(i 让 蕊 台 合 宇 0 即 


Y GD E OTF Np B+ A TB,). 


口才 总 


3 GD ER TF MDB + BET A DO Bi). 


从 而 
有 一 上 
(了 一 一 人 2 二 B) 之 (2 十 人 4 一 她 之 /一 Ba). 
C17.7. 38) 
注意 到 
Sj, = 3 一 下 
Les 
及 
B= 8A DB,=3A~— 3, 
1 天 
出 由 (17.7. 36)7 有 
(TF 3 T+ > 2 7+ NS — 94) 
整理 得 
了 一 1 


了 


3 3 一 外、 ， 
2 一) 一 AG 一 了 十字 A(3 一 7) 一 (8. 


由 于 我 们 限于 讨论 非 退 化 情况 , 故 T< 过 3 而 3 一 了 守 0 约 去 3 一 7 了 
后 再 变形 可 得 
T+ A 一 1 3. 《17.7. 87) 

另 一 方面 ,于 (17.6.9) 中 我 们 已 有 了 十 A 一 1 二 3, 获得 济 盾 . 

同样 地 , 若 中 4 一 bo 但 号 8 天 放 , 则 将 导出 

T+ A—1<Ss=7++ /AA—1; 

环 得 了 矛盾, 因 前 引 理 得 证 . 

最 后 ,我 们 证 明 , 当 名 UB 二 7 时,P 必 可 很 入 且 连 续 扩 充 


唯一 . 
引 理 17.7. 8 若 号 ， LJ By 一 六 ,出 已 可 赃 入 且 有 了 唯一 的 连续 
扩充 . 
证 明 因 品 ,LUgBs 一 个 , 故 虽 一 时 :克基 1 一 0 邵 
《pa 十 有 人工 可 工 一 2 十 了 2 一 下 十 一 0， 


* 5849。 


亦 即 

(es 一 cosk)p, = (er 一 CosR)B, (CY i 站， (C17.7, 38) 
此 时 定理 17. 6.4 的 条 件 (iii) 自然 满足 . 故 忆 必 可 嵌入 ,又 由 (17.7. 
38) 及 (17.6.22) 知 

9 一 95 一 


四 " cosk 十 - 去 sin ea -一 cosk — 二 sink 
一 靖 五 ， 
i Ps 下 并 
ET 2 + A 7) 
1 WH 如 
nt 〔 Sin 上 ， 思 ， 十 译 sink * Bi) 
一 一 (2 十 才 一 了 ) 


= 了 一 s+ Bi) 


FA 
故 0 由 确定 ,从 而 连 绪 扩充 唯一 
现在 我 们 亦 可 将 定理 17. 6. 4 改写 成 下 面 的 易于 判别 的 形式 ， 
定理 17. ?.3 三 阶 随 机 矩阵 P 是 椭圆 型 离散 骨架 的 充 要 条 件 


是 
GD 44>0 且 一 1l<wo<l, 
《ii) 或 者 BU 2 一 多， 和 及 咏 均 非 空 且 关系 式 
7 一 
c ;min 人 Gg. (17. 7. 39) 
aTC vA 局 
are COs > 元 + x min = 《17.7. 40) 


中 至 少 一 全 成 立 ， 
这 时 ,P 至 多 只 有 有 限 多 个 连续 扩充 ,而 连续 扩充 唯一 的 充 要 条 件 
是 :或 者 中 B64 一 名, 或 者 甘 丢 式 


are £08 一 一 一 了 一 天 (mi Zig < ATC COR 


2 Bi 


3 


一 


十 2 天 ， 


Nk 


" SOO. 


有 一 工 tre TT—] 
一 -一 十 7 去 (min 一 一) 日 < atc eos 十 8 
2 0 A 


i 2 A 
中 必 有 且 仅 有 一 个 成 立 ， 

证 明 ”由 前 述 各 引 理 立 得 . 

总 结 所 有 的 定理 ,我 们 可 以 得 到 判定 三 阶 离散 骨架 的 十 分 具 
体 的 步骤 如 后 面 的 附 表 , 在 这 个 表 中 ,我们 只 标明 了 连续 扩充 的 存 
在 性 及 唯一 性 , 当 连 续 扩 充 不 唯一 时 ,连续 扩充 的 个 数 及 全 部 连续 
扩 充 的 构造 没有 在 表 中 指出 ,它们 都 可 以 根据 相应 各 节 中 的 定理 


作出 完整 的 回答 ,可 以 构造 屋子 以 说 明 表 中 的 各 种 情况 的 存在 性 ， 
但 限于 篇 帽 ,不 一 一 列举 ， 


aIC COs 


附 表 三 阶 离散 骨架 的 判定 


《一 ) 退化 情形 

设 王 由 517. 5.1) 给 出 . 

1 当 z 十 ?十 3 一 1 时 ,不 可 能 入 

2 当 z 十 y 十 zz 天] 时 ， 

(1) 也 为 抛物 型 离散 骨架 ,当日 仅 当 0 守 z 十 y 十 zx 之 1; 此 
时 ,连续 扩充 唯一 . 


(2) P 为 彬 加 型 离散 骨 彬 ; 当 且 仅 妇 下 列 么 位 之 一 成 立 ， 
i) 二 + 二 < 而 于 


Mr 人 十 2) 之 1; 
> 
Giiiy 2 十 ; < 而 2 二 > 1; 
Gv) 本 十 二 十 全 十 二 雯 二 二 十 二 < 十 均 不 成 立 


nl 一 《十 y 十 2)| [各 二 六 _ 1 11, 
A (xy xs + yz | 


* 551] * 


其 中 xyz 关 0, 而 
4 十 yg 十 2 1s 

4， TIT 十 yy 十 z< 1， 

此 时 , 若 条 件 中 的 等 导 成 立 , 则 OP 恰 有 两 个 椭 因 型 连续 扩充 ;否则 

已 有 无 穷 多 个 杭 圆 型 连续 扩充 


《3》 P 必 不 为 双 曲 型 离散 骨架 . 
(二 》 非 退化 情形 


设 ? 为 非 退 化 三 阶 随 机 矩阵 ,沿用 $ 6 一 $7 所 有 记号 ,但 作 
以 下 补充 : 
一 (min 坚 
ma 一 区 a bd 


ma 一 Cmin 2 


二 羽 20， 


见 一 arc cos > 工 一 | 
2vA 
1 十 


A 一 (max 2 2 并 一 一 全 
al 人 


2vA 本 
{— ln wv A) 


vo 
n+ wo oO— 1) 


二 w— vA ( 当 @ > ] 时 )， 


He 一 (max 284) 
马 Oy 


2 vAC— In vw /A) 1 
人 1 一 vw AY 


oj; (当时 
1 4 委 0 时 ,2 不 可 对 入 } 
2 4 六 0 时 ， 
(1) 


已 一 1 时 ,P 不 可 伟人 入 ; 
(2 并 


* ob2. 


(关山 P 不 可 媒 入 ; 
2 十 4 一 下 尖 中 入 0,P 为 双 拥 型 骨 棵 
且 连 续 扩 充 唯 一 
2 十 4 一 全 二 0,P 为 双 曲 型 骨架 
和 且 连 续 扩 充 唯一 ， 
ta > 0,P 不 可 幅 入 ; 
(3) w= 中 过 0,P 为 抛物 型 骨架 


且 连 续 扩 充 唯 一 ， 
《4) [wl 过 1 


0 只 好 ,9 = 7,P 不 可 幅 入 ， 
(iy》 4 一 训 ,Gs 天 他;: 不 可 幅 入 ; 
Gi) BU fs 一 名 ;,P 为 椭 加 型 骨架 且 连 续 扩 充 唯一 . 
(iy) 呈 天 现 ,9as 关 好. 
C0) Ti Ds 
ms 之 Pp 十 4,P 为 粮 贺 甬 骨架 ,连续 扩充 不 瞧 一 ， 
且 有 有 限 多 个 ， 
ma 0 十 2rP 为 精 圆 型 骨架 ,连续 扩充 不 唯一 ， 
met 且 有 有 限 多 个 ; 
ma 之 十 27 为 清 贺 型 骨架 且 连 续 扩 充 唯一 . 
(Bb) m4 
my 之 罗 十 TP 不 可 颈 入 ; 
| 十 xz 委 同志 册 十 3rP 为 棋 贺 型 骨架 上 连续 扩充 唯一 ; 
和 莹 9 十 3r,P 为 椭圆 型 骨 桌 ,连续 扩充 不 瞧 一 ， 
且 有 有 限 凶 个 . 


§ 8 补充 与 注 记 


G, Elfving[1] 于 1937 年 提出 Markov 链 的 对 入 问题 后 ,D. G. 
Kendal 首先 给 出 两 状态 情形 的 骨 入 问题 的 解答 ,全 的 结果 在 JR 
C.Kingman[1] 的 论文 中 宣布 ; 王 梓 填 、 吴 立 德 也 得 到 了 这 一 结 采 

» PhS + 


( 见 王 梓 坤 [1). 但 这 些 结果 都 限于 不 中 断 情 形 . 肖 果 能 , 陈 安 匠 
[1 讨论 了 两 状态 可 中 汤 齐 次 Markov 链 的 典 人 问题 . 普 果 能 [3] 
还 研究 了 二 阶 离散 骨架 的 行 向 量 的 特征 , 关于 三 状态 嵌入 同 题 的 
研究 ,S. Johansen[1j 在 1974 年 曾 给 出 三 状态 情形 连续 扩充 存在 的 
条 件 , 但 其 结果 并 不 完备 . 肖 果 能 [4] 完成 了 对 三 阶 有 势 Markov 过 
程 的 离散 骨架 的 研究 . 肖 果 能 [5] 还 对 一 类 三 阶 双 随机 型 离散 骨 
架 , 肖 果 能 , 陈 安 押 [4j 对 三 阶 对 称 型 离散 骨架 作 了 研究 . 这 些 都 
是 关于 三 状态 嵌入 问题 的 一 些 特殊 情形 的 结果 . 关于 一 般 三 状态 
嵌入 问题 , 肖 困 能 、 陈 安 后 [3] 将 其 划分 为 退化 情形 与 非 退 化 情 
形 ,分别 讨 论 了 存在 性 问题 .唯一 性 问题 及 构造 问题 . 
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18 更新 记 345 


§1 更 新 序列 


定 18.1.1 一 个 数列 了 一 (六 ,六 ) 叫做 一 信子 一 序列 ， 


如 果 
太守 0， ?= 1,2,.", 18 1.1} 


Sl. C18.1.2) 


定义 18.1.2 一 个 数列 # 一 (ay 如，…) 叫做 一 个 更 新 序列 ， 
如 果 存 在 一 个 了 一 序列 了 一 (PP 使 得 
an 一 
、 C18. 1. 3) 
上 . = Df = 112 


f 岂 做 # 的 了 一 序列 .有 时 ,& 叫做 由 了 产生 的 更 新 序列 ， 
显然 了 一 序列 和 由 它 产生 的 更 新 序列 相互 有 唯 一 决定 . 确切 言 


之 ;有 下 列 结果 ， 
定理 18.1.1 设 f 一 (Ff) 是 一 个 f 一 序列 ,wu 是 由 了 产生 的 
更 新 序列 , 则 
[一 1， 
| n 《18. 1. 43》 
am 一 > > fi ff 
”和 


DC DT OD C18. 1. 5) 
T 一 上 了 


+ 
证 明 对 %# 用 归纳 法 . 
。 555 ， 


由 (18. 1, 5) 可 以 得 到 如 下 的 有 用 药 结果 ; 
定理 18.1.2 ”一 个 数列 wx = (%) 是 一 个 更 新 序列 的 充 要 茶 件 
是 
和 < (18. 1,. 6) 
和 
DD 2 ,Dn = 2, 
| C18.1.7) 
间 时 成 立 ， 其 中 Hobos by 是 正 整 数 . 
正面 的 两 个 定理 表明 ,更 新 序列 可 视 为 随机 宛 阵 (zz) 及 其 各 
阶乘 积 (p99} 的 对 角 线 元 素 . 这 里 ， 


pe = Dg Dpson = 1 2,° 


pr 
定理 18.1,3 设 (pj) 为 一 个 随机 矩阵 . 即 
By0 >， 和 一 1. (18. 1. 8) 
jE 
对 任意 4 5, 令 同一 起 ', 则 4 一 Gu) 是 一 个 更 新 序列 , 其 中 
ph = DY ph Dp sn = 12 (18. 1. 9) 
[= 
1 i j} 
"| 《18. 1. 10) 
NY lo i 
证 明 ”只 需 找 出 的 了 一 序列. 令 
i . >， Po Psa Pi 
则 
0 (18. 1. 11) 
Sl (18. 1. 12) 
且 . 
ww 一 区 一 了 ,到 Dp 
让 写 
= 2 pp 


" 5506. 


一 这 ( > Pa Pi Pie) > Pas Pia" Bs, 2) 
下 i Et i 在 


i ja 


= Df. (18. 1. 13) 


定理 18.1.4 若 u 二 (w) 是 一 个 更 新 序列 , 则 存在 一 个 随机 
矩阵 及 一 个 状态 a € 38, 使 对 所 及 


uw 一 ph. (18. 1.14) 
证 明 记 
久 一 1 一 Df (18. 1. 15) 
诈 二 上 
NO—sup{ng > 0} < ce， 《18.1. 167》 
对 0 筷 j 了 所 NW. 令 
Gt 如 了 一 主 十 1， 
po 一 3 站 H1A9， 如 了 一 0， (C18. 1. 17) 
0, 其 它 ， 


则 易 证 7 和 8 = 汶 : 
§ 2 ”更 新 序列 关于 圈 乘 运算 的 封闭 性 


定 肥 18.2.1 设 1 = 二 G0) 和 vw 二 (0) 是 两 个 出 新 序列 , 令 
Wr 一 trbay 呈送 2 
称 岂 二 Cm) 为 4 和 aa 前 圈 积 , 并 记 如 一 工 的 “的 ”叫做 
Kingman 转 乘 运算 . 简称 图 乘 运算 . 

我 们 将 证 明 , 全 体 更 新 序列 所 构成 的 集合 R 对 图 肤 运 算是 封 
闭 的 . 在 这 个 运算 下 ,有 构成 一 个 可 交换 的 (可 结合 ) 半 群 ,从 而 可 
引入 一 些 新 的 概念 和 导出 一 系列 重要 而 深入 的 结果 . 

定理 18.2.1 设 * 一 (人 ) 和 + 二 (w,) 是 两 个 更 新 序列 , 则 如 
三 (ww) 也 是 更 新 序列 . 

证 明 ” 设 g 二 C90.) 和 二 0h) 分 别 是 # 和 4 的 了 一 序列 . 记 


* Bare* 


(1 中 .2. 13 
六 一 > 【一 171 > wi td = 12 (18,2,2) 
了 ?一 上 于 十 记 十 :十 计 二 n 
由 
Tl 18, 2.3 
OCI 一 112 人 


由 (18. 2. 1), 18. 2. 2) 和 (18. 2. 3) 得 


天 二 > 【一 1 一 ! > th et 


7 一 上 ts 


-一 —3S 1 
【一 了 > Wi i i Ds 


r=] 本 


一 2 (一 13r-1 > (>) >) gg ge) 


放 十 认 一 一 十 让 一 A= la rn cn. + . 


| 


a ‘> > ge ge 
< 


a 
站 
让 
1 
hh see 下 of 
1 2 中 
1 
所 一 CD at 十 mt 一 


“ot > > Hants ee hntr ) 


-入 (一 Dy 2) >» 
r=1 


Pal | 
站 十 刘 十 入 十 二 一 lt {1 ‘9 


?十 … 十 一 让 十 站 全 ?十 必 十 机 
和 2 


与 
1 


本 12 a 


+ + a Ce 


人 


nn a gue en fmt ee hn) “hn 
1 r 1 r 


一 六 (一 1 和 一 1 人 C18. 2. 43 
显然 上 式 中 任 一 项 中 9g 的 足 标 之 和 与 的 足 标 之 和 均等 于 w, 故 合 


» bo8 » 


并 相同 的 项 《这 里 认为 例如 89- 和 -与 gr-igi -1 是 不 相 辐 的 
项 ) 后 ,就 可 写成 
六 一 2) >， >» Cage mm fr ns Fam hm hr» 
1 
《18. 2.5} 
下 面 来 决定 (18. 2. 5) 中 的 系数 mmsrm' 容易 看 出 一 个 
项 gu9gj 和 ti 包含 在 G" 里 当 且 公 当 足 标 ,ns,… 和 
mu may 能 分 别 分 成 7 里 ,使 得 每 段 足 标 之 和 顺序 对 应 相等 . 
现 假定 名 ,ws 和 mms 最 多 能 分 别 分 成 + 段 使 得 对 应 
段 之 和 相等 ,于 是 8 ggsj hn 如, 在 且 仅 在 62,63,… ,G7 中 
出 现 , 且 GQ 寺 j 夺 7) 中 出 现 的 钦 数 为 C 二 }. 于 是 当 "* 沁 1 时 , 就 


On, i 全 3 人 一 > 《一 1 Oi-1 = 0. 


了 一 了 


故 
f 一 2 Gn Gn" Rn lm, hh 
{=1 r=] ml 二 ze 十 十 二 十 机 一 
1 十 一 天 机] my 十 ~ +m, 
El rl 
.18.2.6) . 

这 说 明 

万 之 0 站 一 2， 《18. 2. 7) 


故 由 定理 18. 1. 2 知 了 一 (f,) 是 一 个 了 一 序列 .一 = 多 "是 一 个 
由 了 产生 的 更 新 序列 ， 


8$3 P 一 函数 及 其 圈 乘 运算 的 封闭 性 


更 新 序列 在 连续 情形 下 的 模仿 是 P 一 函数 ， 
定 光 18. 3.1 函数 族 了 一 【叫做 
一 个 了 一 沙 数 族 , 如 果 对 任意 # 全 1&00) ,i 二 1,2, 
。 559 。 


Ftistss sh) 2 0, ?Oo ld 
C18.3.1) 


DO F(t st) < ] 
m 一 二 


定义 18.3.2 设 ?nDG>>0) 是 一 个 有 限 非 负 画 数 ,对 任意 = 
人 
Phstas ee ship) 
-> CD 
pe Hu- 
PO ts (18, 3. 2) 
如 果 畏 数 族 FF, 二 {FCss2 2 这 1 二 全 [0,00)} 是 
一 个 一 函数 族 , 则 称 p(D) 为 P 一 靖 数 . 
由 (18. 3. 2), 仿 定理 18. 1. 1 立 得 
定理 18.3.1 设 y(DGQ> 0) 是 一 个 P 一 英 数 , 则 对 任意 # 实 
1 sh CE COD,00) ,我 们 有 
pf6 十 所 十 … 十 所 ) 一 > 了 >， 
?二 1 4 十 18 十 "十 说 二 
Fi ht st pF tt 
Pt 18. 3. 3) 
由 (18. 3. 2) 和 定理 18.3.1 知 P 一 函数 pg(),t 之 0 与 一 了 阔 数 族 
= {Ft 0,00)} 相互 唯一 决 
定 , 因此 ,我 们 把 20 ,tf 宇 0 叫 做 由 下 一 函数 族 F, 产 生 的 P 一 函数 
定 丸 18.3.3 设 中 站 但 E (0,co) 为 两 个 P 一 函数 , 令 
RD 二 pCO 称 RO,t EE (0,00) 为 zp 与 9 的 图 积 ,并 记 为 R= 
7 多 9 “人 ”叫做 忆 一 医 数 的 Kingman 圈 乘 运算 , 简称 为 图 乘 运 算 . 
仿 定 理 18. 3. 1 的 证 明 , 可 证 
定理 18. 3.2 任意 两 个 P 一 函数 的 圈 积 也 是 PC— 函数 . 
由 定义 易 证 明 下 面 的 定理 
定理 18.3.3 设 (py()) 是 一 个 马 氏 过 程 ， 则 对 任意 £, pult) 
是 一 个 了 一 孙 数 ， 
。560 。 


84 标准 P 一 函数 


在 了 一 函数 理论 中 ,一 类 特殊 的 己 一 匿 数 即 标准 一 函数 占 
有 重要 地 位 . : 
定 光 18.4.1 设 j) 人 0 为 一 个 二 一 函数 ,如 果 


limptt) 一 1. 《18. 4.1) 
则 称 pC2) 为 标准 了 一 国 数 , 对 于 标准 了 一男 数 ,我 们 常 令 
BC0) = 1， 【18. 4.2) 


此 后 ,我们 只 考虑 标准 P 一 函数 . 全 体 标准 P 一 函数 的 集合 记 为 
F. 


定理 18.4.1 设 pE€E 洲 , 则 


0G) p> 0, Yt 0 (18. 4. 3) 
Qi) p02 在 [0,co) 上 一 致 连续 ; 
《证 ) 一 各 < 《18, 4. 4) 
存在 ,而 且 
了 (人 DS er. (18. 4. 5) 
证 明 在 (8. 3.2) 中 取 # 二 2, 则 由 (18,3, 1 得 
ps 二 0 2 pS)PCE). {18, 4, 6) 


从 而 对 Yin 宇 1， 
p60) > (p(TE)Y, 《18. 4.7) 
因 BmpCt) 二 1. 故 存在 如 > 0 使 当 上 二 和 时 ,人 人 > 0 对 上 人 > 和 全 


> 二, 则 二 < 各 从 而 ?二 ) > 0, 故 由 (18.47) 也 有 2CD > 0 
《18. 4. 3) 得 证 . 
仍 由 (18. 3. 1》 和 (18. 3. 2》 得 
— pL pO EE pet — pO EL pON UU ~ yD). 
故 
{pts + 8) — p00)| 1 p(s)., 
» B61 < 


即 
3) 一 了 | 宏一 中 | 起 一 下， 
从 而 z(Co 一 致 连续 ， 
国 8 < 区 旨 和 1, 念 
yD = — logp tt), 
则 pt 为 非 负 有 限 值 函数 , 而 且 
更 Cs tt pls) 十 POO, 


令 
人 一 sup 2 
Ee + t 
则 
gq = lim 2 
ato 


国 pC 一 1; 故 p00 一 0. 因此 


1 一 pt) _ 1 一 ee Pp) 
t | : 上 " 


C18. 4. 4) 得 证 .再 由 (18. 4.9) 立 得 (18,. 4. 5)， 


8 5 Kingman 不 等 式 及 其 改进 


《1 8, 4. 8) 


《18. 4. 9) 


《18. 4. 10) 


设 pE 色 , 则 由 《tl8. 3.1) 和 (18. 3. 2) 的 变形 ,对 n 闻 1,0 一 b 


志和 人 们 有 | 
Flirtarn tt) 0, 
Gt ts tp) 2 0. 
这 里 ， 


nn 了 


站 = (一 1 > E24 
1 


rml 1 点 一 


Gt ship) 一 1] 一 DF sss). 


rel 


(18,. 5, 1 ) 和 (18. 5. 2) 统称 为 上 阶 Kingman 不 等 式 . 
。562 * 


1 


18. 5。] 7 
《18. 5. 2) 


)， 


(18. 5. 3) 
C18.5.4) 


Kingman 不 等 式 在 P 一 函数 理论 中 具有 重要 的 作用 ,由 它 可 
以 导出 许 才 有 意 广 的 结果 . 因此 ,我 们 希望 改进 Kingman 不 等 式 . 
事实 上 ,除了 在 2 三 1 这 种 情形 ,GOP) 三 0 以 外 ,对 其 
它 zD 雪 1 的 pE 安 ,Gasby ,hp) 是 严格 大 于 0 的 .确切 地 说 ， 
我 们 有 

设 pE 人 贸 ,p(D) 半 1; 则 对 任意 的 9 二 4 芝 二 和 于 人世 
t+ 


1 
Gt BLO site, "ship) 下， 一 一 12 


{18. 5. 57 


为 证 以 上 结果 , 先 证 几 条 弛 理 ， 
引 理 18.5.1 设 pE 有 0 一 bct< 攻 后 < 乓 tn 六 1， 


则 
Fl stay hp) = Fh bib bes hp), 
证 明 ”由 (18. 4.5) 立 得 . 
对 ze [0,1]; 由 下 列 方 程 定义 Bx) ,CCz) 二 0,1,21); 
Fofz) = 1; | Ba, 一 1—z, t= 0,1,2,"} 
(18. 5. 6) 
Cor) = x OH 一 CC(BHiKz)D f= 0012 
《18. 5.7) 
引 理 18. 5. 2 对 每 个 必 BCz) 和 Ci(z) 都 是 x 的 单调 增 可 微 阴 
数 . 而且 
Br) EB) EB = 1, (18. 5. 8) 
I EO SO) = 1 (18. 5. 9) 
Bt) = Bts) /BB Cr)), (18. 5. 10) 
Or) = Blry. 《18. 5. 11) 


对 上 六 1, 如 果 z 过 1, 则 (18.5.8) 和 (18.5.9) 中 的 不 等 式 是 严格 
的 . 
563. 


证 明 ”只 证 (18. 5. 8). 先 证 B(x) 六 r， 
对 用 归纳 法 . Bo(z) 一 1 学 zx. 设 对 肪 (rz) 守 #, 则 由 (18. 5. 6》 


1 
1 ao | 
Bt 


1 
d= 1] — Btr), 
下 1 


从 而 Britz) 次 了 
于 是 ,¥ 1 宕 0,B(z) 实 x, 由 此 易 知 B(x) 所 1. 往 征 


Britt) SE Blr), C18, 5. 12) 
由 (18. 5.6》， 
| Bl. 
BF) ¥# 
即 


| Ee 


BH tz} ¥ 
一 iogB.(2) = 1—&, 
Bl) ~ eT? 1 = hz). 
故 当 i = 0 时 , (18.5.12) 成 立 
设 B27) 所 B(xz), 则 


| BO) 一 1 zx -| B10 


Bey 人 Br) 中 


因 BG 筷 B10), 礁 由 上 式 知 
Brilr) SE Blz). 
由 归纳 法 原理 知 (18. 5. 12) 成 立 . 
在 (18. 5.6) 中 取 z 二 1, 则 得 


人 000 


Bl) 


再 由 BC) 之 # 知 BriC1) 一 1, . 
引 理 18.5.3 设 pE P,R(x) 直 一 个 定义 在 [0,1] 上 的 实 值 函 
数 ， 如 果 对 于 ME < 2s 
gy) 2 下 (BC — ph) C18. 5. 13) 
则 对 s1 < sa， 
"564 * 


Riptss — 81)) 1 一 plsz) 
Bfsz 一 81) Pls — 31)" 


证 明 ” 重 写 (18.5.13) 为 
1 一 py) 一 Baz》 十 其 和 ?wz 一) 六 再 (pa — phu), 


p51) 六 


《]18.5. 147) 


则 
和 和 (as — 1 2 天 CBE 一 《一 下 人 ea) 
在 上 式 中 ,令吉 二 吉 一 5 uz 一 5, 得 
ps2 一 Si)pt8) 2 Rlp{ss — 8:)) — (1 — plse)), 
两 边 除 以 p(ss 一 mn) 得 (18. 5. 14). 
以 下 为 了 方便 起 见 , 对 国定 的 p E&P, 简 记 
f(b) = FD tes sh yp), (18.5.15) 


g(t) = 1— Dt), 《18, 5. 16) 


r=rl 


其 中 ,0 = 之 刀身 之 所 二 则 0) 守 0,g04) 六 人 
注意 fy) 与 9(4) 的 值 不 仅 与 入 有关 ,还 与 碳 ,t2*……' sh-! 有关. 
引 理 18.5.4 设 pEP0=50<a< 沾 on 21 
所 % 一 2 如果 
pa GO) 0 


《18. 5. 17» 
则 
1— p(s) ~ (SO) 
psn — S47) 和 2 (sal pC8, 一 se)) 
2 PSs 一 St ROpts, 一 S 
十 2 ps 一 grr1) hts — 8s) " 
(18. 5. 18) 


其 中 RCz) 是 满足 (18. 5. 13) 的 实 值 函数 ， 
证 明 ”对 ;用 归纳 法 . 首先 注意 到 


fil) 一 Be) 一 Dfla)pls — ao). (18.5.19) 
记 娃 二 p(s.), 则 有 


" 565* 


sl 用 -上 
1l— MH Df 一 ps 一 s0) 一 一 fa — (sn 


#4 二 ke 


>0. 
于 是 
1— ME fs) (1 — pls, — 3,1)) 
十 PFC 一 区 ss — &)). 《18. 5. 20) 
用 (18. 5.19) 代入 上 式 得 


1 一 出 六 ps CT 一 Pa — 5 1)) 
有 一 他 
十 BfCs) (1 一 Ms — 81) 
一 1 
一 Phi ST 一 了 se 一 《8213》 
由 引 理 18. 5.3 得 


再 (有 3 一 Sr—1)7 1 一 虹 
1 。 . B. 
Pls) piss 一 Piss 一 8 1) (18. 8. 22) 
由 二 阶 Kingman 不 等 式 , 我 们 有 
ps — 81) PE (18, 5. 23) 


pis 一 S141) 
将 (18. 5. 22) 和 C18, 5,23) 代入 018, 5, 21) 得 


一 时 A pls, — sr) 
上 二 二 人 > — mn 
J OI) ge 


一 RpCS 一 Sn_1) 7) 
二 1 pis CO— 5s._1)) i ey 
故 当 了 一 1 时 ,. 引 理 18. 5. 4 成 立 ， 
当 ” 一 3 时 ,只 可 能 取 1. 破 不妨 设 六 和 假设 对 1 委 ) 科 = 


一 3, (18.5. 18) 成 立 . 往 证 (18.5.]8) 对 十] 成立， 


庄 尖 纳 假设 ,我 们 有 
1 一 好 “a _ pls — 6) 
pls, 一 中) 之 2; Js piss — Ss) 
i 
NS Peis, — S41) » RiPlS, Sa 
车 全 41 Pts: 一 Sit) Plse 一 So—£) 


* 566 + 


Ps 一 So jt) 


一 BCss il 一 Des sy) 
a” ps, 一 Sb) 
十 之 Fe) (1 — Hey) 


[ae 3 1 


一 入 (si 一 1 一 旦 并 1 一 pls, 二 总 


2)) 


ps, — ss) ~ REpls, 一 st)) 
+ pe pS, 一 St 十 1 pis — Sa:) 


C18. 5. 24) 
由 引 理 18. 5. 3 知 
Repls, 一 3»;-1)) 1 一 NM 
so， 
Ps 之 Be 一 Sj—1) ps, 一 Se—;_1) 
(18. 5. 25) 
Pls 一 Sx) 1 
P81 一 8) 所 Da oy {18. 5. 26) 
将 (8.5.25) 及 (18.5.26) 代入 (18. 5. 24) 得 
MS Pa 一 5 
了 (es — 71) Rlss 一 5 1) 
十 上 
_ Pegs — 8+) 、 亚 (PCs 一 Sx)) 
+ 和 2 \] piss 一 By) Ds, — Se—e) “ 


大 (8. 5.18) 对 了 十 1 成 立 .由 归纳 法 原理 , 引 理 得 证 . 
定理 18. 5. 1 没 了 和 P 0 二 机 之 和 1. 
则 
gD EO ED) — DF, 一 0 1 2 


(18. 5. 27) 
证 明 ”如 其 p00 二 1; 无 需 证 . 今 假定 7Q) 半 1, 则 可 证 ;对 Yt 
> 0,p0) 过 1. 现 对 ! 用 归纳 法 证 明 (18. 5. 27). 当 ! 一 0 时 ,(18. 5. 
27) 如 化 为 Kingman 不 等 式 : 
g(t) 20. 《18. 5. 28) 
假设 定理 对 某 个 :之 0 成立 , 记 
= S67 。 


0 = 之 /了 6， 
i 一 1 
ff =F ip) + FE CO 
十 Fett — ot dt 一 看 了 六 7。 
由 于 CC = 1, 故 不 妨 假 定之 1. 先 设 a 守 f. 固 定 5 一 4,1 所 i 
rs 一 和 tt 记 六 一 ?十 去 .然后 考虑 如 何 选择 适当 的 si ,sr+s， 
…ysw-! 使 得 引 理 18. 5. 4 的 茶 件 成 立 . 由 引 理 18, 5. 2 我 们 有 


ac 有 Ka) < 1. 《18. 5.29) 

但 是 
BE Fs — sip) 一 BCsv 一 人) (18. 5. 30) 

因此 
plsys — 87) < Be < 1， C18. 5.31) 


由 于 下 > 一 1 上 友 PAEY 的 连 问 性 ,我 们 可 选取 Bl > Sr ;从 而 Sw 一 
SHI < Sw 一 如 ,使 得 pis 81) 一 Biritoy. 类 伺 地 选取 Brtas 
sw- 于 是 ,我 们 得 到 一 个 增 序 列 
{sr 二 1 和 i 之? 了 十 Rl 
使 得 
Bn 二 让 1， 
{18,. 5, 32) 
A = AP, i 一 1 .2 一 (18.5, 33) 
其 中 
P= plsy 一 5- 1]< 生 1 入 下 一 十 
48 = pn, 1 n 一 2 
出 妇 钠 假设 ,我 们 有 
gu2) CCBK 7》 — PON) th Was (C18. 5. 34) 
于 是 由 (18. 5.32) 一 (18, 5. 34) 及 引 理 18. 5. 4 知 ,对 * 之 2 


1 pS > fd _ Psx 一 m) ) 


可 (sw 一 Sr+1} 二 1 Elsw 一 人 1 


CB) 《18.5, 35 
十 Da- 《 ) 


tl 


» D8 + 


1 一 Ps 六 一 了 (ep(as — 5) 


十 Bika 十 3 Sag) 
(18, 5. 36) 
但 是 ， 
(CY B(x) 二 Oz 过 0， 
二 
从 而 单调 减 . 故 有 
Cr 1) 二 CB) 
2 A OF Be 2 Bs Pp) 
CHB 1， 
Es 12. 5.37 
所 2 刻 4B C ) 


固守 Bl 一 Biritey ,然后 令 坟 一 co, 由 《18. 5. 36) ,C18, 5， 37) 得 
1 一 plsn) 这 一 fC) psy 一 Sr) 


十 Brite) Co +|, a). 
Bt 
但 由 分 部 积分 
| ! Ca) 加 C(ta) 
= 二 | 1 a 型 一 Brito) 
于 是 


1 一 PKsy) 之 一 > Ce)pfan — 5) 十 Cai(a， 


bm] 


C18. 5. 38) 
注意 到 sw = 二 i118 = 二 丰 1 六 i 壕 ? 及 
fr) = pt) 一 Sfp 一 二》 
1 
我 们 得 
1 一 7 BD O10). C18. 5. 39) 


从 而 gtr) 之 Oo 一 a, 也 即 
* S69 * 


8 人 GD ECA — Pf), 《〔18.5.40) 
其 次 ,如 果 a < 有 用 二 一 后 代 替 直 1 委 1 妥 7 十 1. 则 出 
前 面 所 证 
] — Ffti Oo— tbri Oo is y 记 十 1 站 ) COB) 


但 是 因 沟 人 IC 关于 T 单调 增加 CKP 六 Ctey + 敦 由 引 理 
18. 8,. 1， 

gl) Oe 一 ww (C18. 5, 41) 
故 对 i 十 1, 定理 戌 并 ， 

由 定理 18. 5.1 扼 ; 当 p(0D 兰 1 时 ,gt 严格 大 于 人 0. 这 圳 强 了 
Kineman 不 等 式 y(4) 实 0. 我们 还 可 以 通过 对 i 到 极限 而 进一步 加 
强 Kingman 不 等 式 . 

引 理 18. 5. 5 limB(x) ~— x 

Hmcxkz) 一 言 (1 十 zz)， 
证 明 ”由 引 理 18. 5.2 得 
Gis) — Oz) 一 CCBN — Cle) =[ Boa 


但 是 对 于 & 实 fz; 有 BO) 守 BC4) 六 再 fr) 写 Bn(r) 一 +#; 鼓 
CCz)》 — CAF) BF (Br lr) — 2 
因为 0.Czx) 关于 单调 有 界 . 故 由 上 式 得 
limB.(z) 二 #， 


又 由 于 CXz) 二 1 一 | .8 (edu 故 由 控制 收 化 定理 
li Bray =| ui 一 pt! — £2), 
从 而 


imCxz) 一 于 (1 十字 ). 


定理 18.5. 2 gi 六 于 Cg)75 


证 明 ”利用 引 理 18. 5. 5 和 定理 18. 5. 1 芯 得 本 定理 ， 
.570 ， 


86 P 一 函数 的 振荡 


标准 一 函数 理论 中 前 一 个 绕 有 兴趣 的 问题 是 ?一 区 数 的 振 
葛 问 题 . 因为 每 个 标准 马尔 可 去 对 角 线 转移 函数 pitt) 均 可 看 作 标 
淮 了 一 函数. 故 该 问题 又 称 为 马尔 可 去 振 葛 问 题 ， 
对 和 任意 给 定 的 1 人 > 0, 令 
一 PCD， 18.6.1) 
更 一 和 fID SYS 有 (C18. 6. 2» 
P 一 函数 的 振 蓝 问题 就 是 研究 , 当 ? 变 化 时 ,有 序 对 (于 ,m) 变 
从 的 情况 . 


由 上 节 的 定理 ,我 们 有 
定理 18.6.1 设 ? 红 到 .我 们 有 
M+ 二. C18. 6. 3) 
证 明 ”我 们 证 明 
PFs) 这 29D 一 1 0 寺 s 所 (C18.6. 4) 


当 s 一 0 或 s 一 1 时 ,(18. 6. 显然 成 立 , 对 5 (0,1), 在 定理 18. 
5.2 中 邻 7 = 1,4 = 二 1 一 sy 二 ,我 们 得 到 
2p(s)pt — 5) CO— F320 一 |， (18. 6,5) 
但 六 (9) 闵 28(s)3 人 一 8) 一 形 竺 一 和, 故 天 (es 党 220 一 1. 
由 (18, 6. 4) 变形 得 


p00) < Lt, 0 st 《18. 6. 6) 
由 此 立 得 (18. 6. 3). 
给 定 时 一 p(1), 今 
Mimp) = inf (pt Ot 1 (18. 8.7) 
TOM) = inf {mt Mp) :Pp €E 《18. 6. 8) 
vo = inf (MIOM) > 0}. {18. 6.9} 


定理 18. 6,2 ww 过 


mc 


证 明 由 定理 18. 6. 1 立 得 ， 
3$7 补充 与 注 记 


关于 更 新 序列 与 P 一 函数 的 详细 论述 见 Kingman[2]. 

Kingman[2] 中 用 概率 方法 证 明了 更 新 序列 及 P 一 函数 的 圈 
乘 运算 的 封闭 性 . 修 振 挺 [4] 首次 发 表 更 新 序列 医 乘 运算 封闭 性 
的 纯 分 析 证 明 . 接着, 黄 之 瑞 [1] 用 分 析 方 法 证 明 P 一 函数 图 乘 运 
算 的 封闭 性 . 王 伯 英 [1] 给 出 了 更 新 序列 轿 乘 运算 封闭 性 的 简化 
的 分 析 证 明 . 该 方法 也 可 用 于 简化 关于 P 一 函数 圈 乘 运算 封闭 性 
分 析 证 明 . 

由 于 更 新 序列 对 于 图 乘 运算 封闭 , 故 更 新 序列 的 任 一 正 整 数 
次 圈 积 也 为 更 新 序列 . Kingman[2] 猜想 :这 一 结论 对 不 小 于 1 的 实 
数 次 圈 积 也 成 立 , 即 猪 测 ;如 为 更 新 序列 ,; 则 # 二 Cx), Gt € [1， 
co)) 亦 为 更 新 序列 ,这 一 猜想 目前 尚 无 实质 性 进展 . 

引 理 18. 5. 2 一 引 理 18. 5. 4 属于 余 焰 棋 [11. 在 该 文中 还 给 出 
了 当 + 一 1, = 1 时 的 定理 18. 5. 1. 余 妩 械 [2] 与 邹 捷 中 [2] 独立 地 
证 明了 定理 18. 5. 1 的 一 般 情形 . 这 里 给 出 的 证 明 出 于 邹 捷 中 [3]， 

关于 so 的 确 昼 值 ,R. Davidson 曾 证 明 ww 袍 e-!, 并 猜 浏 vo 一 
o- 这 意味 着 猜 测 w 福 。( 一 个 较 弱 的 猜测 we 亏 喜 见 
Kendall[3]. 祭 炮 棋 [1] 证 明了 w < 才 0. 515. 邻 捷 中 [2] 证 明了 
Kendall 弱 猜 想 , 即 mw < 去. 最 近 , 戴 永隆 的 系列 文章 证 明了 
Davidson 猜想 v6 一 。-!. 从 而 最 疼 和 解决 了 这 个 二 十 名 年 未 解 央 的 难 
题 . 在 戴 永 隆 [1] 中 有 关于 马尔 可 夫 振 蓝 问 题 及 Davidson 猜想 的 很 
好 的 详细 论述 及 有 关 参 考 文献 

Davidson 兽 猿 测 MM 所 "1!. JoshiF3,4] 及 戴 永隆 证 明了 对 一 些 
特殊 类 型 的 P 一 函数 ,上 述 Davidson 猜测 及 所 -1! 成 立 . (18. 6. 3) 
兄 邹 捷 中 [3] 及 载 永 隆 [1]. 注意 到 (18. 6. 3) 中 右边 表达 式 灾 十 


2 
为 = 的 二 阶 近似 是 非常 有 超 的 . 
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